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SUR  L'INTÉGRATION 


QUELQUES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DONT    LES    INUÉTKR.MINÉES   SONT    SÉPAHÉES, 
MAIS    DONT   CHAQUE    MEMBRE    EN    PARTICULIER    n'eST    POINT    INTÉGRABLE. 


SUR  L'INTÉGRATION 


QUELQUES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DO.NT    LES    [.NDÉTERMINÉES   SONT    SÉPARÉES. 
.MAIS    DONT    CHAQUE    MEMBRE    EN    PARTICULIER    n'eST    POINT    INTÉGRABLE. 


(Miscrllnncd   Triurincnsia,  t.  IV,   1766-1769. 


1 .  La  séparation  des  indéterminées  est  regardée  avec  raison  comme 
un  des  meilleurs  moyens  que  les  Géomètres  aient  imaginés  pour  intégrer 
les  équations  différentielles  du  premier  ordre.  En  effet,  il  est  clair  que 
quand  on  a  séparé  les  indéterminées  dans  une  équation,  on  peut  alors 
regarder  chacun  de  ses  membres  comme  une  différentielle  particulière 
qui  ne  contient  qu'une  variable;  de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  qu'à  prendre 
séparément  l'intégrale  de  l'un  et  de  l'autre  membre,  en  y  ajoutant  une 
constante  arbitraire.  De  là  il  semble  qu'on  pourrait  conclure  que  lorsque 
les  deux  membres  de  l'équation  ainsi  séparée  ne  sont  point  intégrables, 
l'équation  elle-même  ne  doit  pas  l'être  non  plus;  c'est  ce  qui  est  vrai  en 
etï'et  dans  la  plupart  des  équations  différentielles;  mais  il  se  trouve 
néanmoins  des  cas  où  cette  conclusion  serait  fausse,  et  qui  vont  faire  la 
matière  de  ce  Mémoire. 

2.  Pour  commencer  par  les  cas  les  plus  simples  nous  prendrons 
l'éiiuation 

dx  dy 

fA) 


\/i—x-       \/^—T^ 
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dans  laquelle  tout  est  séparé,  comme  l'on  voit.  Il  est  d'abord  évident  que 
les  deux  membres  de  cette  équation  ne  sont  point  intégrables,  au  moins 
algébriquement;  cependant  on  sait  que  l'équation  en  elle-même  admet 

une  intégrale  algébrique.  En  effet,  comme  — =  est  la  différentielle  de 

\Jl  —  X^ 

dv 
l'arc  dont  le  sinus  est  x,  de  même  que '■ est  la  différentielle  de 

l'arc  dont  le  sinus  est  y,  on  aura,  en  prenant  les  arcs  au  lieu  de  leurs 
différentielles,  et  ajoutant  une  constante  quelconque  C, 

arc  sin  X  ^  arc  sin  j-  +  C  ; 

donc,  si  l'on  suppose  que  C  soit  aussi  exprimé  par  un  arc  dont  le  sinus 
soit  a,  on  aura 

arc  sinx  :=  arc  s\i\y  -+-  arcsina, 

c'est-à-dire  que  l'arc  qui  répond  au  sinus  x  doit  être  égdl  à  la  somme 
des  arcs  qui  répondent  aux  sinus  j  et  a;  de  sorte  qu'on  aura,  par  les 
théorèmes  connus. 


(B)  X  zzz  y  sj i  —  a? -\- a \l  1  —  y'' ; 

c'est  l'intégrale  de  l'équation  proposée,  dans  laquelle  a  est  la  constante 
arbitraire. 

3.  J'avoue  qu'on  peut  trouver  cette  intégrale  sans  le  secours  des  théo- 
rèmes sur  les  sinus,  en  intégrant  chaque  membre  de  l'équation  (A)  par 
les  logarithmes  imaginaires,  et  passant  ensuite  des  logarithmes  aux 
nombres.  De  cette  manière  on  aura 


log(^  \l—i  -+-  ^i  —  :r-)  =  log(.rv'—  >  -+-  s/i"  J^i  +  log(a  v^—  1  -h  y^I  ■ 

d'où  l'on  tire 


X  y/—  I  -f-  y/i  —  x"  =  (xyj—  H-  v/i  —  T'^)  («  V'—  t  +•  y/'  ■ 


=  (  j  y/i  —  rt^  -)-  a  ^/i  —  f)  y/—  1  -t-  ^i  —  f  y/i  —  a=  —  «r  ; 
et  comparant  la  partie  imaginaire  du  premier  membre  à  la  partie  imagi- 


DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES.  7 

naire  du  second,  et  la  partie  réelle  avec  la  réelle,  on  aura  comme 
ci-dessus 


ou  bien  encore,  ce  qui  revient  au  même  dans  le  fond. 


y/i  —  j;2-_^, — a'sji  —  f^ — ay\ 

4.  Mais  si,  d'un  côté,  cette  méthode  est  un  peu  plus  directe  que  la  pré- 
cédente, de  l'autre  elle  a  aussi  l'inconvénient  de  dépendre  des  quantités 
transcendantes;  en  effet,  puisque  l'intégrale  de  l'équation  proposée  est 
absolument  algébrique,  n'est-il  pas  naturel  de  penser  qu'il  y  ait  aussi 
une  voie  purement  algébrique  pour  y  parvenir? 

Qu'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équation  (A)  en  croix,  on  aura 


dx  \J  i  —  y^  =  dy  \jï —  x'^ , 
et  intégrant  par  parties 

J  sl^  —  r"  J  sl^-x' 

Or  l'équation  (A)  étant  multipliée  par  xy,  et  ensuite  intégrée,  donne 

/xydx    r  xydr 
sji  —  x''     J   \Ji  —  y'' 

donc  l'équation  précédente  deviendra 


X  <Ji  — y'=^y\Ji  — x'^  +  C, 

équation  algébrique  qui,  en  faisant  C  =  a,  revient  au  même  que  l'équa- 
tion (B)  dun°2. 

5.  On  pourrait  aussi  appliquer  la  même  méthode  à  l'intégration  de 
l'équation  générale 

(C)  —    ^      --- ^^^ 

\Jo!.  +  ^x  -\-yx^       \l a. -^  <^ y  +  y  y'' 

car  multipliant  d'abord  en  croix,  et  prenant  ensuite  l'intégrale  de  chaque 
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nieml)!'e  par  parties,  on  a 

;(3  -+-  iyy')xdy 


X  ^a  -+-  Pf  +  y  y 


7._   f   il 


(D)  ;  .-v-.P.r  +  7r= 

l  J    3  y'a  +  px  H- yx-' 

Or  l'équation  (C)  étant  multipliée  par  xy,  et  ensuite  intégrée,  donne 

rxydx  Ç  xydy 

^    sjoi-^^x  -^yx-      J   y'a  H- (3r -)- y.i'' 

De  plus  on  a  par  la  même  équation 

r  ydx  _  r fdy 

J   ^a  +  (3j?  +  yx'      J    y/a  -+-  (3j"  -I-  y  y- 

y  ^y  J  y/aH-(3,r  +  y.r^ 

et  de  même 

/xdy  f  xdx 

v/a  +  (3j  +  yr^      J   ija  -i-^x  -hyx- 

'    / n ;        P      r  dx 

=  -  v/a  +  Sa;  +  y^- —    I  

7  2y  J   ^a._f.p^_j.y^. 


=  -  \/a  -I-  Sj?  +  y^^ ^    (  -= 

y  ^y  J  sjc^ 


dy 


■(3j  +  y.r' 


Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  (D),  et  effaçant  ce  qui  se 
détruit,  on  aura  cette  équation  algébrique  •< 


X  \Jcf.^  P  J--  -^yy-- —  \Jo!.-\-  !^x  -^  yx- 

iy 

=  y  \la+  <^x  -V-yx'' ^  y'a  -I-  p  J  H-  y  j^  +  C, 

ay 


OU  bien 


'  -\-  -^\  \Ja-V-  p  J  +  yy'^  =  (  j  +  -t-  j  y^a  +  (3a;  +  y  x'  +  C, 

qui  est  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 
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6.  Voilà  donc,  comme  l'on  voit,  une  méthode  bien  simple  pour  inté- 
grer ces  sortes  d'équations,  dont  chaque  membre  en  particulier  dépend 
de  la  quadrature  du  cercle  ou  de  l'hyperbole;  mais  il  y  a  encore  d'autres 
équations  plus  générales  que  les  précédentes  qui  admettent  aussi  des 
intégrales  algébriques,  quoique  chacun  de  leurs  membres  ne  soit  en 
aucune  façon  intégrable. 

Ces  équations  sont  comprises  dans  la  formule  suivante': 

dx  df 


y/a  4-  (3  ;r  H-  y  a;-  +  8x^  -+-  ex'        \Ja  -+-  p  j  -I-  y  y-  ■+-  â  t'  -+-  sr' 
dont  l'intégrale  est  exprimée  en  général  par  l'équation 

A-hB{x  -i-y)-\-C{x''  -h  f')-hJ)xf-h  E(x\r  -l-.r'-*)  +  Fx\r-  —  o. 

En  effet,  si  l'on  différentie  cette  équation,  on  a 

[B  -I-  aC^c  -t-Dj  -+-  Ei-îXf-h  f-)  +  2¥xy-]dx 
-1-  [B  -1-  zCf  -+-  T)x  +  E(iyx+  x^)  -\-  aF.^-'x']  c?j  =  o. 

Mais,  en  tirant  de  la  même  équation  la  valeur  de  x  en  y,  et  ensuite  celle 
de  y  en  x,  on  trouvera 

2ji?(C  +  Ej--(-  Fj-)  -I-  B  -1-  D  j  -+-  Ey'' 

=:  y/(B  +  D  j  -I-  E  j^)=  -  4  (  A  -)-  B  j  +  Cf  )  (  C  +  Ej  -(-  F  y'), 

et  de  même 

2y(C-hEx  -i-Fx-)-i-B  -i-Bx  -\-Ex'' 

=  y/(B  +Dx  -hEx')-  —  ^(A-hBx-hCx'){{:  +  Ex-h  Fx''}, 

de  sorte  qu'en  faisant 

a:  =  B^— 4AC, 

(3  =  2BD-4(AE  +  BC), 

y  ■=  2BE -f- D=  —  4  (  AF  +  C^  +  BE), 

Ô  =  2DE  — 4(BF-i-CE), 

e  =  E'^-4CF, 
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on  aura 


dx  \ja.  -+-  Py  +  y  j-  -+-  d  /■'  -f-  £  j"  =  dy~  \/a  H-  (3«  +  ya:-  +  da:'  -+-  £*-'' , 

el  par  conséquent 

rfa:  dy 


\/a  +  (Sx  +  yx-  ■+-  èx'^  +  ex'        y/a  -f-  (Sr  +  y:r^  +  dj^H-  £j* 

qui  est  l'équation  différentielle  proposée.  Or,  comme  les  coefficients 
donnés  x,  |S,  y,  5,  s  ne  sont  qu'au  nombre  de  cinq,  et  que  les  coefficients 
indéterminés  A,  B,  C,  D,  E,  F  sont  au  nombre  de  six,  il  est  clair  qu'il  en 
restera  toujours  un  d'indéterminé  qui  tiendra  lieu  de  la  constante  arbi- 
traire qui  doit  se  trouver  dans  l'intégrale. 

Cette  intégration  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  n'est  due  qu'à 
une  espèce  de  hasard  heureux,  et  qu'il  ne  serait  pas  même  possible  d'y 
arriver  par  les  méthodes  connues  des  Géomètres  jusqu'à  présent  {voyez 
dans  les  tomes  VI  et  VII  des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétershourg  plu- 
sieurs excellents  Mémoires  de  M.  Euler  sur  ce  sujet).  J'ai  donc  cru  que 
ce  serait  un  travail  avantageux  aux  progrès  de  l'Analyse  que  de  chercher 
une  méthode  directe  pour  intégrer  les  équations  de  cette  espèce,  et  voici 
celle  que  j'ai  trouvée.  Elle  est  fondée  sur  le  principe  suivant. 

7.  Quand  on  a  une  équation  différentielle  du  premier  degré  dont  on 
ne  peut  trouver  l'intégrale,  il  faut  la  différentier  et  examiner  si,  en  com- 
binant cette  nouvelle  équation  avec  la  proposée,  on  pourrait  trouver 
une  équation  intégrale  du  premier  degré  autre  que  l'équation  pro- 
posée; car  alors,  en  chassant  par  le  moyen  de  ces  deux  équations  les 
premières  différences,  on  aura  une  équation  algébrique  qui  sera  l'inté- 
grale cherchée. 

Si  l'intégration  ne  réussit  pas  de  cette  manière,  il  faut  passer  à  la  dif- 
férentielle du  troisième  degré,  et  chercher  si  l'on  pourrait  ainsi  parvenir 
à  une  nouvelle  équation  du  second  degré;  en  ce  cas  il  n'y  aurait  plus 
qu'à  éliminer  les  différences  secondes  et  troisièmes  par  le  moyen  de 
l'équation  proposée  et  de  sa  différentielle.  Et  ainsi  de  suite. 
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8.  Cela  posé,  je  vais  commencer  par  chercher  l'intégrale  de  l'équa- 
tion (C)  du  n°  5  ;  pour  cela  je  fais 

,  dx 

dt. 


en  sorte  que  l'on  ait  les  deux  équations  suivantes  : 

,  dx 

df=i. 


dt  : 


dy 


Je  multiplie  ces  deux  équations  en  croix,  et  je  les  quarre  pour  les 
délivrer  du  signe  radical,  ce  qui  me  donne  ces  deux-ci  : 

dx-  . 

—7-;  ^  a  +  px  +  yx-. 

Je  différentie  maintenant  ces  équations  en  prenant  dt  pour  constante, 
et  divisant  la  première  par  dx,  et  la  seconde  par  dy\  j'aurai 

d-x 


dv 


=  (3  -4-  -i-yx. 


Or,  en  ajoutant  ces  deux  équations  ensemble,  et  faisant  x-i-j  =  /j, 
on  aura  l'équation 

laquelle  étant  multipliée  par  dp,  et  ensuite  intégrée,  donne 

-£-,^h  +  i^p  +  yf, 
k  étant  la  constante  arbitraire;  d'où  l'on  tire 
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Mais 

dp       dx  +  dy         I ^ , 7. ; 

donc  on  aura  enfin 


v'a  +  (3x  +  yx''+  y/a  +  [3j-i-yj^=  ^k  ->ri<^(x +y)-\-y(x  +  yY . 

9.  Si,  au  lieu  d'ajouter  les  deux  équations  différentio-différentielles, 

on  avait  retranché  l'une  de  l'autre,  on  aurait  eu,  en  faisant  .r  —  y  =  q, 

celle-ci  : 

d'à 

qui,  étant  multipliée  par  dq  et  intégrée  ensuite,  donne 

dq- - 

et  par  conséquent 


^=Yi+yq% 
dt-  '  ^ 


^-f  =  ^H^-. 


Donc,  puisque  q  =  x  —  y,  on  aura 
dq 


_  ^a  +  (3^  +  yx''  —  y/a  +  <^y  +  y  f; 
de  sorte  que  l'équation  intégrale  sera 


y'a,+  l^x-\-yx-  —  \Ja.  +  (3r  +  y  y-  =  y/H  +  (3  (  ar  —  j  )^ 

H  étant  la  constante  arbitraire. 

iO.  Les  intégrales  que  nous  venons  de  trouver  ne  difl'èrent  point, 
quant  au  fond,  de  celle  du  \\°  5,  comme  il  est  facile  de  s'eu  assurer  par 
le  calcul  ;  mais  on  peut  en  trouver  encore  d'autres  plus  simples,  en  don- 
nant seulement  un  peu  plus  de  généralité  à  notre  méthode. 

En  etTet,  si,  au  lieu  de  supposer  dt  =  1  on  suppose 

y/a  -+-  i^x-\-yx' 

dt  dx 


T        iJa  +  ^x-\-yx'' 
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T  étant  une  fonction  quelconque  de  xety,  on  aura  ces  deux  équations-ci  : 

dt dx 

T        \/x-{-^x  -\-yx- 

dt dy  • 

T        ^ac  +  ^r-hyr'' 

d'où  l'on  tire,  en  multipliant  en  croix  et  quarrant, 

T-dx' 
,      —x  +  px-hyx-, 

-^  =a  +  (3  r  +  yr, 

de  sorte  qu'en  différentiant,  et  regardant  dt  comme  constante,  on  aura 
zTdTdx-hzT-d-x 

— — w =P  +  '-y-. 

aTrfTrfr +  2pc?=r 

dt^        -p  +  ^y^-' 

équations  qui,  étant  ajoutées  ensemble,  en  supposant 

x  +  x  —  p, 
donnent  celle-ci  : 

'ïd'Ydp-\-Td'p      ^ 

Or,  soit 

x—f  =  q, 

et  supposons  T  une  fonction  de  jd  et  q,  en  sorte  que  l'on  ait 

dT  =  Udp  +  ndq, 
on  aura 

dTdp  _  M  dp-       ^idpdq 

dt-     ~~    dt'    '^       dt'     ' 


dpdq dx' —  df'  oc -h  ^x  -+-  yx'       a  +  ^f  -+-  y  y' (3^  +  ypg 

dP    ~        dt'        "~  T^  T=  ~         T'        " 
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donc,  substituant  ces  valeurs  clans  l'équation  ci-dessus,  elle  deviendra, 
après  l'avoir  multipliée  par  T, 

T-{M(lp'-hTd'p)       ,„  ,,,,,      -.-    , 

_!^ 1__ 111  =;(|3+yyj)(l_]\ç). 

Or,  puisque  la  valeur  de  T  est  indéterminée,  on  peut  la  supposer  telle  que 
T-Nç  =  o; 
dT 


'est-à-dire,  à  cause  que  N 


-  dq' 

]_d2_  l 
Y  'dq  ^  q 


ce  qui  donne,  en  multipliant  par  dq  et  intégrant, 

1  =  Vq, 

P  étant  une  fonction  quelconque  de  p  sans  q.  Ainsi  on  aura,  en  suppo- 
sant ^P  =  Pc?/), 

M  =  P'^,     N  =  P, 

et  l'équation  différentielle  deviendra 

T-[¥qdp'  +  Td--p)  _ 

dV-  ~°' 

c'est-a-dire,  en  mettant  Vq  au  lieu  de  T,  rfP  au  lieu  de  V  dp,  et  divisant 
ensuite  par  qT', 

dPdp-^Pd'p  .  ,  .  d{Pdp) 

i— = -^o,     ou  bien     — ,^,  '^    =  o; 

dP  dP 

de  sorte  qu'on  aura,  en  prenant  une  constante  arbitraire  quelconque  G, 
d'où,  en  mettant  au  lieu  de 


-3- -G; 
dt 


dp dx  -\-  dr 

dt  ~        5ï 
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sa  valeur 


v/a-f-(3^-t- yx'        y/œ  +  (3j  +  yj-2 


T  T 

et  faisant  attention  que  T  =  Py  =  P(a?  — y),  on  aura  l'équation  finale 


'■ '■ —  —  (j. 

X—  j 

C'est  là,  ce  me  semble,  la  forme  la  plus  simple  à  laquelle  on  poisse 
réduire  l'intégrale  de  l'équation  proposée  (C). 

11.  Puisque  la  différence  des  deux  quantités  qui  sont  sous  le  signe 
est  ^  (x  —y)  -h  y  (x^  ~  J^)'  il  ^st  clair  qu'on  aura 

y/a  H-  (âx  +  y  ;r^  +  ^a  +  (3  j  +  y  j^ 

Donc,  mettant  au  lieu  du  dénominateur  du  second  membre  sa  valeui' 
G  {x  —y),  et  divisant  ensuite  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  x  —  y, 
on  aura 

(3  +  y  (  ^  -{-  y.  ] 

<^/a-hPx-hyx-—  v/«+  Pj+yj'  = '-^ — > 

équation  qui,  étant  combinée  avec  la  précédente,  donnera  celle-ci  : 

/ H ;       (5  +  (y  +  G').^  +  (y-G')r 

laquelle  étant  multipliée  par  2G,  et  ensuite  quarrée,  deviendra 

P=  —  4aG=  +  2(3  (y  —  G^)  (x  +  j)  +  a  (y'  —  G<)xr  -h  (y  —  (j'y{x''  H-  ,r')  =  o. 

12.  La  méthode  que  nous  venons  d'employer  dans  le  n"  10  peut  s'ap- 
pliquer avec  le  même  succès  à  intégrer  l'équation  dont  nous  avons  parlé 
plus  haut  (n°  6). 

Soit  donc 

dt dx 

1         \/a  -h  ^x  -i-yx^  +  dx'-h  SX* 


16  SUR  LINTÉGRATION 

en  sorte  que  l'on  ait  aussi 

dt dy- 


T        y/a +  j3j -H- y  j'  +  âj' -t-ej' 

et  ces  deux  équations,  étant  traitées  comme  celles  du  n"  10,  deviendront 
d'abord 

l'ï d'Y dx -^  7.1- d- X       .  o  :v   ,      /      , 

; ^S  +  iyx+  3ox-  +  â.ex\ 

dP  ^         I 

iT  dl  dr  +  iT- d- r       .  ,.-=,/     3 
i-^^ ^  =  P  +  2y  j  +  307=  +  4e,r^ 

J'ajoute  ensemble  ces  deux  dernières  équations,  et  je  fais  comme  ci- 
dessus 

x-^y=.p,     x—y^q,     dJ  ^Mdp  -i-^  dq, 

j'aurai,  en  divisant  par  2, 

TM  dp' -h  T^  dp  dq  +  T'd'p       „  3Ô,    ,        ,>£,,,,« 
J^ ^£-^ ^  =  ^  +  yp-^—{p^  +  q')+-{p^-^  2,pq--), 

et  mettant  au  lieu  de  -J-~  sa  valeur 
dP 

dx"  —  dy'' a  +  <^x  ^yx'-^  èx^  -I-  ex*       a  -|-  (3  j  -t-  y  y-  -f-  ô/-'  -1-  e  j* 

Ç,q  +  ypq  +  ^(3/>^g  +  q')  -h^ip'q  +  pq') 


on  aura,  après  avoir  multiplié  par  T  et  ordonné  les  termes 

TMÉË^^I^lPl=^i^  +  yp)[T-^q)+^-[3J(p^+q^)-^i3p^-q+q^)] 
+  '-[J{p^+3pq^)~N{p'q+pq')]. 

Soit  fait,  comme  dans  le  n°  10, 

et  par  conséquent 

ï  =  Pfl,    N  =  p,    M=^, 
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on  aura 


dt^ -P'?'ii-^^/' 

OU  bien,  en  divisant  par  Vq\ 

^-T7 =   ~   -h  S.p. 

dr-  1      ^ 

Cette  équation  étant  multipliée  par  ^dp  devient  intégrahle,  et  l'intégrale 
sera 

G  étant  la  constante  arbitraire;  de  sorte  qu'on  aura,  en  tirant  la  racine 
quarrée, 

—^  =z  v'G-  +  op-^Ep-; 
mais 


dp  _  dx  -+-  dy s/ac-h  px  -hyx'  -+-  dx'  -+-  ex'       i^oc  -+-  |3j-l-  y  j-^  +  ôj-'  +  e  }■* . 

df  ~~        df^  ~  T  '  T  7' 

donc,  substituant  cette  valeur  et  mettant  à  la  place  de  p,  x  +  j,  et  à  la 
place  de  T,  Vq,  ou  bien  V{x~y),  on  aura,  après  avoir  multiplié  par 

X  — y. 


(D) 


\Jix-\-<^x  -\-  yx-  -+-  ox^  +  cx^  +  y/oc  +  (3  j  +  y  y'  -f-  è  y^  -+-  e;; 


(       ^^[x  —  y)  y/G-  +  6[x  -\-  y)-^-z[x  ->r-  y)- 

pour  l'intégrale  cherchée  de  l'équation 

(E)  ^^  -^  ^^  ■ 

y/œ  -+-  ^x  -\-  yx'^  -f-  èx^  -^  ix'        y/a  +  <^y  4-  y  y-  -1-  â  j^  +  ly'' 

13.  Si  l'équation  à  intégrer  était 

, p ,  dx  dr 

(F)  -I-  ■'  =n, 

y/a  +  (3'a?  -I-  yx-  -4-  ô^'  +  ix''        \Jcc  -+-  (5  j  +  y  y'  -I-  oy^  -+-  sy' 

il  n'y  aurait  qu'à  changer  le  signe  du  second  radical  de  l'équation  (D), 
II.  3 
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et  l'on  aurait 


\/a  -I-  (3^  +  y  j?-  +  èx^  -+-  ex*  —  \Jix-h  (3,r  +  y  y-  -+-  S  y'  +  ey' 


—  {x~x)\^/G'-hà{x  -h  x)-h  £{x  -+-_rY- 
14.  La  différence  des  deux  quantités  qui  sont  sous  le  signe  étant 

^ { X  --  r)  -+- y { x-  —  y'')  +  ô  [x^—  r^)  +  e(^'  — j*), 
)n  aura  par  l'équation  (D) 


\/a  -h  ^x  -h  yx''  -+-  §x'  -h  EX*  —  y/a  -+-  (3  j  +  y  j-  +  o  j^  +  e  r' 

(3  (  X  —  J-)  -\-y{x-  —  y^j  +  §{x^  —  j'  )  -(-  e  (  a;"*  —  j*  ) 

{x  —  j-)^G--hè{x  +  x)-hs{x-i-j-) 
P  +  y{x  +  y)  -h  d{x^-h  xy  -^  r")  -h  s-{x'  +  x'r  +  ^X'  ~*~  J') . 

donc,  combinant  cette  équation  avec  celle  que  nous  venons  de  citer,  on 
a  u  l'a 


\/a  -+-  px  -i-yx-  -h  dx'  -\-  ex*  = 


{x  —  y)\/G''-hd(x  -h x)-h  e{x  -h y)' 


i^  -i-  y  (x  -h y)  +  o^x-  -h xy -h  y-)  -\-  e(x^  +  X- y  -\-  xy'  +  y^ ] 
2  \jG-  -hô(x-\-y)-hs(x-hyy 

^  -i-y{x  +  y]  -i-G{x  —  y)  -i-d{2X-  -h  xy)-f  2.e{x'-i~  x-y) 

7.  v'G=+ô(a:-l- j)H-  e{x  -+- y)- 

d'où,  en  multipliant  en  croix  et  quarrant  les  deux  membres  de  celte 
équation,  il  viendra 

^=— 4«G  +(2py-t-4«ô-  2(3G)(^-+-7)+(y=— 4ae)(.r  +  j)' 
.+  GM  .a?  —  j)'  —  2  pô  xj  —  2  y  G  (  x'  -1-  7=  j 

-4-(2yâ  — 4pe  —  2ÔG)(^  +  y)xy  +  (è'  —  ^eG)  x- y' =  o, 
ou  bien 

(3=-45:G  +  (2Py  +  4aô-2(3G)(^  + j) 

-l-(y'-4a£-  o.yG  +  G-'][x'  +  y')  +  i(y'  —  ^ae  —  i^è  —  G') xy 

H-2{yâ— 2(3e  — ôG)(a7+7)a7,r  +  (ô--4eG)x=/==o; 
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et  cette  équation  sera  également  l'intégrale  de  l'équation  (E)  et  de 
l'équation  (F)  (n"^  12  et  13);  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  démontré 
dans  le  n°  6. 

15.  Considérons  maintenant  en  général  l'équation 
dx        dy 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  et  Y  une  lonction  quelconque 
de  y.  On  aura  d'abord  les  deux  équations 

dt       dx       dt        dy 

T^^'   T=;^' 

d'où  l'on'tire 

T' dx'  __  T-dr'  _  Y 

dt'     ~     '        dt'    ~     ' 

et  difFérentiant,  en  faisant  c?X  =  \'  dx,  d\  =  ^' dy, 

2 T d T dx  -+-  zT^d-x 


df- 


=  X', 


dt^-  ^    -  ^  • 

Soit 

X  +  y=:p,     x—y=zq,     dl  ^^Mdp -h^dcj, 

on  aura,  en  ajoutant  les  deux  équations  précédentes  ensemble, 

aT  (  M  dp'  -h^dpdq)-h  iT-d-p  _  „, 

^ d? -X+Y. 

Or 

dp  dq  =  dx'  —  dy'  = ^, ; 

donc,  substituant  cette  valeur,  on  aura 

iTlMdp'  +  Td'p)  _^,      ^,       2N(X-Y) 

■ ; A.     +    Y     ^t; • 

dt'  T 

Maintenant,  puisque  x-[-y=^p,  x  —  y  =  ^»  on  aura 
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de  sorte  qu'en  ne  considérant  que  la  variabilité  de  q  on  aura 


de  plus  on  a 

M 


donc,  taisant  ces  substitutions  dans  l'équation  précédente,  elle  se  réduira 
à  cette  forme 


X' 

JX 
~  dx 

= 

rfX 

Y' 

dY 
'  df 

= 

dY 
'■  dq  ' 

[  = 

dl 

N 

dl 
-  dq^ 

T^y  ^/X-Y 


dt   !  ,^,     V      T 


dp  "  dq  ■ 

Or,  pour  ({u'ou  puisse  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  -7^5  il  faut 
faire  en  sorte  qu'elle  ne  contienne  que  les  seules  variables />  et  q;  c'est 
ce  qu'on  ne  saurait  obtenir,  ce  me  semble,  qu'en  faisant  : 

1°  T  =  PQ,  P  étant  une  fonction  quelconque  de  p  et  Q  une  fonction 
([uelconque  de  q,  pour  avoir,  en  divisant  par  Q^, 


dp  Q  dq 

2"  Il  faudra  (|ue  l'on  ait 


^/X-Y 


Q  dq 


^=  fond.  p. 


Supposons  donc  que  ^(jo)  représente  une  fonction  quelconque  de /j, 
on  aura 


^     '  -=9ip}-^ 


Q  dq 

(  *  )  Ce  sont  les  dérivées  partielles  des  fonctions  i'^'-f)  et  —y —  par  rapport  à  p  et  ij 
respectivement,  qui  figurent  dans  cette  équation  ;  il  faut  supposer  que  -^  soit  exprimée  en 
fonction  de  la  seule  variable yj.  [Nntc  fit:  l'Éditeur.) 
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donc,  multipliant  par  Q_dq,  et  intégrant,  en  regardant />  coninie  constant, 
on  aura 

1}  {p)  dénotant  une  autre  fonction  quelcon([ue  de  p;  donc  on  aura 

^-Y  =  q^^(p)JQdq  +  ^[p)\^. 
Si  cette  condition  a  lieu,  alors  on  aura 

donc,  en  multipliant  par  dp  et  intégrant. 


dt  )   -G^-^.j  «(;,).//., 


Vdp 

,  dt 

G  étant  une  constante  quelconque;  d'où  l'on  tire 


^f^^G^^.joip)dp; 


(Ip  _  dx  +  dy    ^  ^X  +  y/Y  _  ^X  +  ^Y . 
dt  ~        dt    '    ^         T         "        PQ        ' 


donc,  substituan.t  cette  valeur,  on  aura 


y/X  +  v/ Y  =  Q  \/g'  +9.  fa  {p)  dp: 


c'est  l'intésrrale  de  l'équation  proposée  -^  =  ^• 

16.  Voyons  à  présent  quelle  doit  être  la  nature  des  quantités  X  et  Y 
pourvue  l'équation  de  condition 


X-Y  =  Q|^9(/>)jQrfg +  +  (/;)] 
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ait  lieu,  et  supposons  d'abord  que  ces  quantités  soient  de  la  forme  sui- 
vante : 

X  ^  a  H-  ^x  -h  yx-  -+-  ôx^-\-  ex'  -+-  'Çx^  -h  ■fix'^  -h.  .  . , 

Y  =:«  -i-  (3j  +  y }''-+-  ày^+  £J*+  ?.''■'+  ■/)  j'^-t-. . ., 

en  sorte  que  l'on  ait 

X  —  Y==:|3(x—  >-)  +  }'(  X'—  r-  )  +  è{x^  —  y^)-\-t(x'-~  y'  ) 
+  Ç  (  X»  —  T'  )-+-■/)(  a^"  —  j"  )-+-...  ; 

en  taisant  x  -^ y  =p,  a-  —  y  ^=  q,  c'est-à-dire 


-^■^(^P''^^op'q^-+q')q^  ^{  6p'  -h  2op'q'  +  6pq>  )  9  +  . . . , 

et  comme  cette  quantité  doit  être  égale,  ou  plutôt  identique  avec  la 

quantité  Q    9  (/>)  /  Qdq  +  '^{p)\f  dans  laquelle  Q   est  une  fonction 

de  q  seulement,  il  est  visible  qu'il  faut  : 
i"  Que  l'on  ait  Q  —  q,  ce  qui  donne 

fQclq  =  -^q-, 
2"  Que  l'on  ait 

^  3 dp-       /iep'       5Ç«'       6yja'  ,  ,    , 

\4  o  ib  32  / ^  2 

c'est-à-dire 

'C  —  o,    rj  =  0, . . ., 
et  par  conséquent 

:^{p)  =  ^  +  yp  +  ^  +  ^,       ^(p)=-  +  ep. 
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Donc 

2  /  o{p)dp^ôp  -h  sp-; 

de  sorte  que  l'intégrale  de  l'équation  sera  dans  ce  cas 


v/X  +  ^Y  =  ç  v/G'  +  Ô/7  +  epK 

C'est  le  cas  que  nous  avons  déjà  examiné  (n*^  12). 

Au  reste  on  voit  par  là  que  les  quantités  X  et  Y  ne  sauraient  contenir 
d'autres  puissances  de  x  et  de  y  que  celles  qui  ne  passent  point  le  qua- 
trième degré. 

17.  Supposons  maintenant  en  général 

x  =  $(2x),    Y  =  ¥(3,r), 

en  sorte  que  l'on  ait 

\^'i>{p  +  q),     Y^^f{p-q), 

et  l'équation  de  condition  sera 

<^{p  +  q)-W{p-q)  =  Q  [cp(/*)jQf/(/  +  q^(/^)]; 

soient  différentiés  les  deux  membres  de  celte  équation  deux  t'ois  de  suite 
en  faisant  varier  p  seulement,  on  aura 

$"(y;  +  q)-Y"{p-q)  =  Q  ^^/{p)fQ(/q  +  V  (p)]  ^ 

soient  ensuite   différentiés    les   deux   membres  deux  fois,   en  faisant 
varier  q  seulement,  nous  aurons 

d^iQjQdq)  d'^Q 


dont 


^r{p  +  q)-W"{p~q)  =  '3{p)^^^^^j^^ _  +  |(^)_, 

Cette  équation  devant  être  identique,  je  supposerai  d'abord 
dq- 
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m  étant  un  coefTioient  constant  quelconque,  d'où  Ton  a,  en  intégrant, 

Q  =r  A  sin(mç  -(-a), 

A  et  a  étant  aussi  des  constantes  quelconques,  et  par  conséquent,  en 
intégrant  de  nouveau, 

—  ces  (  mq  +  a  ) 


et 


j(iclq  = 
Q  /  Q  c/ç  ==  —  - —  sin  2  (  mq  -Ha); 


de  sorte  que  l'équation  précédente  deviendra 

A- 
Asin(Hî9  -^-  c/.)[<]^"  (p)-\-  7?(=4'(/')] sin?.  (mq  +  a.][a"  (p)+  l^in'  o(p)~\^  o, 

laquelle  devant  être  vraie,  indépendamment  d'aucune  équation  entre  q 
Bip,  il  faudra  que  l'on  ait 

di"(/))  -I-  »?-  ij'  (jo)  =  o,     cp"(/>)  H-  4wî*  ?  (p)  ^  o; 

ce  qui  donne,  en  prenant  des  constantes  quelconques  B,  fi  et  C,  7, 

i];(/7)  z=B  sin  (mp -h  (3), 
cp  (/))=:  C  sin  (  m/> -1- y  ) . 

Substituant  donc  toutes  ces  valeurs  dans  l'équation  de  condition  trouvée 
ci-dessus,  on  aura 

q>{p  +  q)-W{p-q) 

A-C 
=  AB  sin  (  mp  -f-  (3  )  sin  (  w^  -t-  a  ) sin  2  (  mp  +  y  )  sin  2  (  mq  -f-  a  ) 

AB 

Jcos[ot(p  -h  ç)  +  |3  -h  a]  —  cos[m(p  —  ^)  -)-  (3  —  a]  j 

H |coS2[ot{p  +  ^)  -I-  y  -4-  a]  —  ces 2  [m{p  —  q)  -i-y  —  ix]\. 

Donc,  faisant  pour  plus  de  simplicité =  b,  —  =  c,  et  prenant 
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une  constante  quelconque  a,  on  aura 

$  (/^  +  ç  )  =  a  H-  A  CCS  [m  (/?  +  9  )  -f-  (5  +  a]  +  c  C0S2  [m[p  +  ^  )  +  y  +  a--], 
W ( p  —  q)  =  a  +  b  cos[m(p  —  q)  -¥■  ^  —  a.]  +  c cosi[m{p  —  q)  +  y  —  oc]; 

(loue,  en  mettant  -ix  à  la  place  de />  -)-  9,  2j  à  la  place  de  p  —^  q,  et  n  a 
la  place  de  im,  on  aura 

X  =  «  +  6  ces  (  «a;  H-  p  -1-  a  )  -+  c  cos  2  (  M^  +  y  +  a  ), 
Y  —  «  H-  6  cos  { «r  -t-  (5  —  a  )  +  c  cos 2  (  nr  +  y  —  « ). 


Ce  sont,  ce  me  semble,  les  valeurs  les  plus  générales  que  l'on  puisse 
donner  aux  quantités  X  et  Y  pour  que  l'éq 
grable  par  notre  méthode;  et  l'intégrale  sera 


donner  aux  quantités  X  et  Y  pour  que  l'équation  -=  =  -=  soit  inte- 

yX        \/Y 


y/X  +  y^Y  —  k%\xi[mq  +  a)i/G- cos2(w/j  -t- y), 

ic  C  •  H^ 

ou  bien,  en  mettant  — -  au  lieu  de  —  ;  et  faisant  G^  =  -7^^ 
A'  m  A- 

V\  -(-  yV  =  sin    ^^^  ~y'  _|_ a.    \^W  —  2ccos[«(a:  +_r)  +  27]. 

18.  Soit  fait 

cos  «a:  +  sinn^  ^ — 1  =  u, 
cos  ny  +  sin  ny  y/—  \  =  v. 


sinn^r  =: \l —  i , 


i  -\-  w         .  I  —  w    , 

cos2«xz= ^5      sin2«.r= ^  y' — i. 


et  de  même 


1  +  c-  .  I  —  c-    , 

cos«)"^ ;  suinr^ —  \i — i, 

IV  '  2C       * 

I  -t-  f  *  .  I  +  c*    , 

cos  2  ny  =  :;—  j  sni  2  ny  = —  \j —  i , 
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on  aura  de  plus 

i  -\-  u'v- 

l  —  lû  V-     I 

sin/i(x  +  y)  := ■ i/ — I , 

■^  '  1UV         ^ 

n{x  — y) V  ->r-  u 

2  2  \JVII 


Enfin  on  aura 


2  \JVU 


,              du  ,  dv 

dx  = )      dy  = 


nu  ^ —  I  '         nv  \J —  I 
Supposons  outre  cela 

oos((3  +  a)  =  A,  C0S2(y  +  a)=B, 

cos(|3  — a)  =  E,  cosa(y  —  a)  :=:  F, 


C0S2a  =  AE  +  v^i  — A^y/i  —  E% 


cos4a  =  BF  +  v/i-BV«  — F- 
(lonc 


(G)  i-f-BF  + v'i-BVi-F'  =  2(AE+  v/i-A^i  — E' 

Ensuite,  en  faisant,  pour  abréger. 


AE  +  v/(i  —  A')(i  —  E^)  =  M, 


BF-  ^/(i-B^)(i-F=)  =  N, 

on  aura 

/T+M  .  /i  — M 

COSa  =  y^-,        sma=^-^-, 

cos2y=y'— ^,     sin2y=y/-^— ; 

donc,  en  faisant  toutes  ces  substitutions  dans  les  formules  du  numéro 
précédent,  on  aura  d'abord 


,  A(i  +  M^)— i/A^— i(i— M^)          6(1  + «<*)— v/B^— i{i  —  «♦) 
X  =  a  -f-  ft  ~ ' ^ ^ +  c  -^ 5— ^ , 

2  H  2.U' 


,  E(i +  c^)  -  i/E^— I  (i-cM          F(i  +  t/')-  v/F'-i  (i-f') 
Y  =  a  +  b-^ — -ï ^ -+■  c—^ 5L_^ ^ -f 
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ou  l)ieii, 


u 

V 

et, 

Y  = 

2  M- 

■J.V- 

en  supposant  pour  plus  de  simplicité 

U  =  c  (B  -  v/B=-i)  H-  6  (a  -  v/A^-i)  « 

+  aaw-  +  6  (a  4-  v/A-  —  i  )  «<^  -t-  c  (B  +  y/B"  —  •  )  «S 


+  2m-'  +  6  f  E  +  v'E'  —  I  j  <■'  -+-  c  (F  +  v'F 


de  sorte  que  l'équation 

deviendra 

dont  l'intégrale  sera 


dx  dy 

du  dv 

70"  v^' 


y/U  V^^  __  (c+tOy/l  —  M  +  (t^—  Mjy/—  !■ 

«  ^      ~  2y/I^ 


y/n^ 


'(/^)v/i  +  N)  — (i-M^^')v/N  — 

IIV  y/ 3 


Il  est  clair  que  l'équation  ^  =  ^  est  un  peu  plus  générale  que 

^  ^  V/U  y/V  1  1  ?5  l 

l'équation  (E)  que  nous  avons  appris  à  intégrer  dans  le  n"  12;  car  dans 
cette  dernière  équation  il  n'y  a  que  cinq  coefficients  indéterminés,  au 
lieu  que  dans  celle  dont  il  s'agit  il  y  en  a  six;  je  dis  six,  quoique  les 
quantités  a,  b,  c,  A,  B,  E,  F  soient  au  nombre  de  sept;  car  nous  avons 
vu  ci-dessus  qu'il  doit  y  avoir  entre  les  quatre  dernières  de  ces  quantités 
un  rapport  exprimé  par  l'équation  (G). 

19.  Pour  généraliser,  s'il  est  possible,  la  méthode  que  je  viens  d'expli- 
quer, je  reprends  les  équations 

dt dx       dt  dy 
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et  j'en  prends  les  différentielles  logarithmiques,  en  regardant  toujours  dt 
coninie  constante  ;  j'ai 

d-x       X'    ,  I   d'Y  ,  I   d'V  j 

dx        i\.  V   dx  1    dy 

d'r        Y'    ,  y   dT  ,  I    d'V  , 

—7—  —  -^df  —  -^  -1-dx  ~  ^  -—  dy; 
dy        aY   ■  V   dx  I    dy 

donc 

^^^"=(i^-Y£)^"'-Y^^"^^' 

X  Y  . 

ou  bien,  en  mettant  '^.dt-  au  lieu  de  dx'-,  et  ^pC?^'  au  lieu  de  dy-, 

d-x  z= -. — '-  dt- T^^ —  dx  dy, 

2     dx  dy 

d^y  = -z dt- T^ —  dx  dy. 

Soit  maintenant  Z  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  j,  et  supposons 
dZ  =  Pdx-hQdy, 
on  aura,  en  diff'érentiant  de  nouveau, 

rt  =  /  =  P  a  ^  ^  +  Q  rt  -  J  +  -1—  rt^-  +  a  -7-7  «x  «^'  H ^  rfj-  ; 

donc,  substituant  au  lieu  de  d'-x,  d^v,  dx'-  et  dy^  leurs  valeurs,  on  aura 


Donc,  si  l'on  suppose 

(H,  ,f^_p^_Qi^OlI=o 

'  dy  dy  dx 


DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES.  li) 

et 

on  aura  l'équation 

laquelle,  étant  multipliée  par  2r/Z  et  ensuite  intégrée,  donnera 


7r  =  ?(Z), 


,,,/  =  G=H-,f,(Z)</Z, 


et  par  conséquent 

4Z 

niais 


J?  =  ^G=+2j'cp(Z)fZZ; 


^  —  P^.^  +  Q^(k_  lyK  +  Qv'Y . 
dt  '^  dt  ~  T 

donc  en  faisant 

|'9(Z)(/Z  =  $(Z), 

l'intéarale  de  l'équation  -^=  =  -7=  sera 


P  V^X  +  Q  v/Y  =  T  i/a^'  +  a  r$Z, 

G'-  étant  la  constante  arbitraire. 

20.  Toute  la  ditFiculté  se  réduit  donc  a  déterminer  les  (|uantités  T 
et  Z,  en  sorte  que  les  équations  (H)  et  (I)  aient  lien. 
Si  l'on  fait  logT  =  u,  l'équation  ffl)  deviendra 

du  du  (/  P 

dj-  dx       "  df  ' 

d'où  l'on  tire 

du  _  9.  rfP       Q  du 

df        P  dy        P  dx 
de  sorte  qu'on  aura 

du   ,         du  j  1  dV  ,         I  ,         Qdy\  du 
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Soit  R  le  facteur  par  lequel  il  faudrait  multiplier  la  dift'érentielle 
Vdx  —  Qdv  pour  la  rendre  intégrable,  en  sorte  que  l'on  ait 

R{Pdx  —  Qdr)  =  dz, 


et  l'on  aura 


,         2  dP  ,  i    du    , 

P  d)-  RP  dx 


donc,  regardant  u  coninie  une  fonction  de  y  et  s,  et  supposant  ;  constant, 

on  aura 

,        2  f/P  , 

''"^PrfT'-^' 
et  par  conséquent 

en  prenant  l'intégrale   I  ^ -j- dy  dans  la  su[)position  de  z  constante; 

donc,  puisque  u  =  logT,  si  l'on  fait  aussi 

<\,{z)  =  \ogW{z], 
on  aura 

W  [z)  dénotant  une  fonction  quelconque  de  s. 

Ayant  ainsi  déterminé  la  quantité  T,  il  ne  restera  plus  qu'à  satisfaire 
à  l'équation  fl)  qui  peut  se  réduire  à  cette  forme  plus  simple  : 

21.  Supposons  que  P  soit  une  fonction  de  x  seul,  et  Q  une  fonction 
de  y  seul,  en  sorte  que  l'on  ait 


Z=  j  Pdx^  Codr     et      z=  Cvdx-  ÇQdf. 

dp 
cause  de  -^  =  o, 
dr 

T=:W(  fpdx-  j  QdrV-, 


dp 
et  l'on  aura  d'abord,  à  cause  de  -j—  =  o, 

dr 
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ensuite  l'équation  (K)  étant  multipliée  par  Vdx,  et  ensuite  intégrée  en 
regardant  y  comme  constante,  donnera,  à  cause  de  Pdx  =  dZ, 

■,#+_/   ^3;-i.§rf.  =  .*(Zl  +  n(v); 

mais 

d(^] 

dy  'P      dy  "    'P     dr  ^ 

donc  on  aura 


/ 


dr       Q  Q     rfr   j     1"  Jt'df  Q  dy 


de  sorte  que  l'équation  précédente  deviendra 

laquelle  étant  multipliée  par  Qdy,  et  intégrée  derechef  en  regardant  oc- 
comme  constante,  donnera,  à  cause  de  dZ  =  Qf() , 

P^xf^  +  Q^-Y  f^  =  ^.J'i>{Z)dZ  +  T{^-)  +  \(r), 

T  (x)  et  A  [y)  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  j. 

Or,  puisque  T=¥(   j  Pdx  —  j  Qdy) ,  si  l'on  suppose  en  général 

rdp_ 


et 


-""=~iii'(p)r 
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donc  on  aura  enfin  pour  l'équation  de  condition 


;L)        {P'\-Q-Y)i(  fvdx-  CQdA=z2  f(i>{Z)dZ-hTix)-t-à 


(r)- 


Quoique  cette  équation  ne  soit  qu'un  cas  particulier  de  l'équation  (K), 
elle  est  cependant  en  quelque  sorte  plus  générale  que  celle  que  nous 
avons  trouvée  par  la  méthode  du  n°  15. 

22.  Si  l'on  fait,  comme  dans  le  n"  16, 

X  =  a  -+-  (3.r  +  yx-  -+-  èx'  -+-  zx*  -+-  Cx'  ■+  -nx^  -4-  Bx'  +  Ix^  + . . . , 
Y  =  a  -r-  (3  >■  -h  y  X'  +  <5  j'  -H  e.r'  -^  Ç  j^  4-  v)  r°  +  9  >■'  +  ^.r'  -i- . . . , 

on  trouvera  que  l'on  peut  satisfaire  à  l'équation  (L)  dans  les  cas  suivants  : 
1°  En  faisant 


•2  1  $(Z)(/Z  =  (3 +  yZ  H """s"'     à  cause  de     Z  =  x^y, 

Z  =  0,       71  =  O,       ...  ; 


c'est  le  cas  que  nous  avons  résolu  dans  le  même  numéro. 
2°  En  faisant 


P  =  x,     Q=r,     2(Ç-'^ 


-r 


2  j  <P(Z)dZ  =  x-h'2yZ-\-2zZ^-h  -~-,     à  cause  de    Z 

ex'  27)37'  £>-  271J« 

et 

S  =  o,     â  =  o,     Ç  =  o,     6  =  0,     >.  =  o. 
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3°  En  faisant 


Q=r,  i  -'    ■'■ 


/' 


'         \  3         3  /       x^  —  f^ 
(Z)É?Z  =  3yZ -h  â^' +9XZ=,     à  cause  de    Z  — 


'Cx'       2lx'  'Çy^       ily^ 

r(.r)  =  — +  -3-,      A(.r)=—  +-^ 

et 

a=rO,       (3  :=  O,       Ô  ^  O,       £=0,       ï]  =  O,       9  =  O, 

et  ainsi  des  autres. 

Au  reste,  tous  ces  différents  cas  peuvent  se  déduire  du  premier  par 
des  substitutions  convenables;  c'est  de  quoi  l'on  se  convaincra  aisément 

en  mettant,  dans  l'équation  -^  =  -^=i  x-,  œ'',...,  à  la  place  de  a-,  et  y-, 

y'^,...,  à  la  place  de  y;  de  sorte  que,  à  proprement  parler,  les  supposi- 
tions de  P  =  a;'"  et  Q  =  j'"  ne  donnent  point  d'autres  cas  que  ceux  de 
P  =  I  et  Q  =  I.  Mais  comme  ces  suppositions  sont  très-particulières,  et 
que  l'équation  (L)  n'est  elle-même  qu'un  cas  très-particulier  de  l'équa- 
tion (K)  du  n"  20,  il  n'est  pas  impossible  qu'on  ne  puisse  découvrir 
encore  par  le  moyen  de  cette  équation  d'autres  cas  d'intégrabilité  de 

ux         d'y 
l'équation  -=  =  ~=-,  ce  qui  ouvre,  comme  on  voit,  un  vaste  champ  aux 

recherches  des  analvstes. 
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SUR  LA 

MÉTHODE  DES  VARIATIONS. 


(Miscellanea  Taurinensia,  t.  IV,  1766-1769.) 


J'ai  donné,  dans  le  second  volume  des  Miscellanea  Taurinensia  {')  une 
nouvelle  méthode  pour  la  solution  des  Problèmes  où  il  s'agit  de  trouver 
les  courbes  qui  jouissent  de  quelque  propriété  du  maximum  ou  du  mini- 
mum. Cette  méthode,  qu'on  peut  très-bien  appeler,  d'après  M.  Euler, 
méthode  des  variations,  avait  déjà  été  communiquée  dès  1765  à  ce  grand 
Géomètre,  qui  l'avait  jugée  digne  de  son  attention  et  de  son  suffrage, 
comme  il  paraît  par  les  différentes  lettres  qu'il  m'a  écrites  sur  ce  sujet, 
et  que  je  conserve  encore.  Dans  une  de  ces  lettres,  datée  du  2  oc- 
tobre 175g,  il  s'exprime  en  ces  termes  : 

«  Analitica  tua  solutio  Problematis  isoperimetrici  continel,  ut  video, 
»  quidquid  in  hac  materia  desiderari  potest,  et  ego  maxime  gaudeo,  hoc 
»  argumentum,  quod  fere  solus,  post  primes  conatus,  tractaveram,  a  te 
»  potissimum  ad  summum  perfectionis  fastigium  esse  erectum.  Rei 
I)  dignitas  me  excitavit,  ut  tuis  luminibus  adjutus  ipse  solutionem  ana- 
liticam  conscripserim,  quam  autem  celare  statui,  donec  ipse  tuas 
meditationes  publici  juris  feceris,  ne  ullam  partem  glorise  tibi  debitae 
prseripiam.  »  En  effet,  M.  Euler  a  donné  depuis,  dans  le  tome  X  des 
Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg,  imprimé  en  1 766,  deux  Mémoires 
assez  étendus  sur  cette  matière,  dans  lesquels,  après  m'avoir  fait  hon- 
neur de  la  méthode  dont  il  s'agit,  il  en  explique  les  principes  et  les 

(*)  OEuvres  de  Lagi-ange,  t.  I,  p.  335. 
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usages  avec  beaucoup  de  détail  et  de  précision  (').  Après  des  témoi- 
gnages aussi  formels  de  la  part  d'un  Géomètre  tel  que  M.  Euler,  j'ai  dû 
être  surpris  du  peu  de  justice  que  m'ont  rendue  d'autres  Géomètres,  qui 
se  sont  depuis  peu  occupés  du  même  sujet.  M.  Fontaine  vient  de  donner, 
dans  le  volume  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  1767, 
un  Mémoire  intitulé  :  Addition  à  la  méthode  pour  la  solution  des  Problèmes 
de  maximis  et  minimis.  L'Auteur  débute  par  avancer  sans  aucun  fonde- 
ment que  «  je  me  suis  égaré  dans  la  route  nouvelle  que  j'ai  prise,  pour 
»  n'en  avoir  pas  connu  la  vraie  théorie.  »  Ensuite,  pour  suppléer  au 
défaut  prétendu  de  ma  méthode,  il  en  donne  deux  autres  qu'il  regarde 
comme  nouvelles  et  fort  supérieures  à  toutes  les  méthodes  connues  pour 
le  même  objet.  Je  ne  crois  pouvoir  rien  faire  de  mieux  pour  ma  justifi- 
cation que  d'inviter  les  connaisseurs  à  lire  l'Ouvrage  même  de  M.  Fon- 
taine et  à  le  comparer  avec  le  mien  et  avec  celui  de  M.  Euler.  On  verra, 
si  je  ne  me  trompe,  que  des  deux  méthodes  de  M.  Fontaine,  l'une  n'est 
autre  chose  que  celle  que  M.  Euler  avait  donnée  dans  son  excellent 
Ouvrage  intitulé  Methodus  inveniendi  lineas curvas .  etc.,  et  qu'il  a  ensuite 
abandonnée  pour  adopter  la  mienne,  et  que  l'autre  est  la  même,  quant 
au  fond,  que  ma  méthode,  dont  elle  diffère  seulement  par  la  manière 
vague  et  imparfaite  dont  elle  est  présentée. 

Les  autres  Géomètres  dont  j'aurais  aussi  en  quelque  façon  sujet  de  me 
plaindre,  quoique  par  une  raison  bien  différente  de  la  précédente,  sont 
les  Pères  minimes  Le  Seur  et  Jacquier,  qui  viennent  de  publier  à  Parme 
un  très-bon  Traité  de  Calcul  intégral. 

Ces  savants,  ayant  eu  pour  objet  de  rassembler  les  principales  mé- 
thodes relatives  au  Calcul  intégral,  n'ont  pas  oublié  la  nouvelle  méthode 
des  variations,  à  laquelle  ils  ont  même  destiné  un  Chapitre  entier  du 
second  volume  de  leur  Ouvrage.  Il  aurait  été  naturel  et  même  équitable 
qu'ils  eussent  fait  quelque  mention  de  mon  Mémoire  de  1762,  surtout 
après  en  avoir  transcrit,  comme  ils  ont  fait,  plusieurs  pages  entières  (**j  ; 

(*)  Foyez  les  pages  12  et  97  du  tome  cité. 

(**)  Foyez  les  pages  52i  et  suiv.  du  volume  cité,  et  les  pages  174  et  suiv.  du  tome  II 
des  Miscellanea  Tcwrinensia  (OEavres  de  Lagrange ,  t.  1,  p.  336  et  suiv.). 
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cependant  je  serais  bien  éloigné  de  leur  reprocher  cette  omission,  s'ils 
s'étaient  contentés  d'exposer  la  méthode  dont  il  s'agit,  sans  citer  per- 
sonne, comme  ils  en  ont  usé  dans  d'autres  endroits  du  même  volume  ('); 
mais  comme,  par  la  citation  des  Mémoires  de  M.  Euler  dont  nous  avons 
parlé  plus  haut,  ils  paraissent  vouloir  lui  attribuer  cette  méthode,  je 
crois  pouvoir  faire  remarquer  que  j'en  suis  le  premier  auteur,  et  que 
je  n'en  partage  la  possession  avec  personne. 

Je  dois  encore  observer  que  MM.  Le  Seur  et  Jacquier  ne  s'expriment 
pas  exactement  quand  ils  disent  (page  53i  du  tome  II)  que  M.  Euler  a 
démontré  que  dans  les  trajectoires  décrites  par  un  nombre  de  corps  quel- 
conque, l'intégrale  de  la  vitesse  multipliée  par  l'élément  de  la  courbe  est 
toujours  un  maximum  ou  un  minimum.  M.  Euler  n'a  donné  sur  ce  sujet 
que  ce  que  l'on  trouve  dans  un  Appendice  ajouté  à  son  excellent  Traité 
sur  les  isopérimètres,  où  il  fait  voir  que  la  trajectoire  qu'un  corps  doit 
décrire  par  des  forces  centrales  quelconques  est  la  même  que  la  courbe 
qu'on  trouverait  en  supposant  que  l'intégrale  de  la  vitesse  multipliée 
par  l'élément  de  la  courbe  fût  un  maximum  ou  un  minimum. 

L'application  de  ce  beau  théorème  à  un  système  quelconque  de  corps, 
et  surtout  la  manière  de  s'en  servir  pour  résoudre  avec  la  plus  grande 
simplicité  et  généralité  tous  les  problèmes  de  Dynamique,  m'est  entière- 
ment due,  et  ce  qui  doit  le  prouver  invinciblement,  c'est  que  cette  théo- 
rie dépend  des  mêmes  principes  que  celle  des  variations,  et  que  l'une  et 
l'autre  ont  paru  dans  le  même  volume  des  Miscellanea  Taurinensia  pour 
les  années  1760  et  1761.  Je  pourrais  ajouter  que  j'avais  aussi  communi- 
qué cette  découverte  à  M.  Euler  dès  lySô,  et  comme  ce  grand  Géomètre 
a  bien  voulu  l'honorer  alors  de  son  approbation,  je  ne  doute  pas  qu'il  ne 
fût  très-porté,  si  l'occasion  s'en  présentait,  à  me  rendre  sur  ce  sujet  la 
même  justice  qu'il  a  bien  voulu  me  rendre  à  l'égard  de  la  méthode  de 
maximis  et  minimis. 

(*)    Fojez  les  pages  448  et  suiv.  de  ce  volume,  et  les  pages  179  et  suiv.  du  tome  III 
des  Miscellanea  Taurinensia  (OEiwres  de  Lagrange ,  t.  I,  p.  471  et  suiv.). 
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Quoique  la  méthode  donnée  dans  le  lome  II  des  Miscellanea  Taurinen- 
sia  suffise  pour  trouver  la  variation  de  toute  l'onction  composée  d'un 
nombre  quelconque  de  variables,  et  contenant  autant  de  signes  d'inté- 
gration qu'on  voudra,  voici  comment  elle  peut  encore  être  généralisée 
et  simplifiée  à  quelques  égards. 

Soit  9  la  fonction  dont  on  propose  de  trouver  la  variation  §ç),  et  sup- 
posons que  cette  fonction  œ  soit  donnée  par  une  équation  différentielle 
d'un  degré  quelconque  entre  ç  e\.x,y,  z,...,  et  les  différentielles  de  ces 
variables.  Dénotons  cette  équation  par  $  =  o,  et  différentiant  par  §,  on 
aura  §$  =  o;  or,  comme  0  est  une  fonction  donnée  de  (p,cc,y,z, — 
do,  dx,  dy,  dz,...,  on  différentiera  cette  fonction  en  regardant  chacune 
des  quantités  (f,  x,  y,...,  da^,  dx,  dy,...,  comme  une  variable  particu- 
lière, et  marquant  les  différences  par  §,  on  aura 

è^  ■=z  p  à(^  -\-  p'  è d(^  +  p"  0  d- (If  +  p'"  ô d^  o  -{-  .  .  . 
-hqox-T-q'ddT-i-  q"  §d-x  4-  q'"  èdr'x  +. .  . 
-L  /•  §y  -+-  ;■'  S  dy  -h  r"  0  d'y  ■+  /■'"  è  d'Y  -I-  ■  ■ . 
-^  s  èz  -\-  s'  §dz  -h  s"  §d''z  -h  s"'  èd^z  -\-. . . 

=  0, 

où  p,  p',p",...,  q,  q',  q",...,  seront  des  fonctions  données  de  cp,  x,  y,..., 

do,  dx,  dy, 

Maintenant  il  est  assez  facile  de  voir  que  ^  do  sera  la  même  chose  que 
JSffl,  §rf-(p  la  même  chose  que  d^8(p,  et  ainsi  des  autres  expressions 
semblables;  d'où  il  s'ensuit  que  l'équation  précédente  pourra  toujours 
se  mettre  sous  cette  forme  : 

p  è^fi  -h  p'  d  0(f>  -\-  p"  d'ôo  -\-  p'"  d^ô(f  -t- . . . 
-qdx-hq'ddx-h  q"  d^Sx  -+-  q'"  d^Sx  -\-  . . . 

-  r  à  y  -+-  r'  d  èy  h-  r"  d''8y  -h  r'"  d^  ô  j  +  .  . . 

-  s  èz  -T-  s'  d  S  z  -+-  s"  d'ëz  -+-  s'"  cl^àz  -+- .    . 
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et  toute  la  clifFiculté  sera  maintenant  réduite  à  tirer  la  valeur  de  §a  de 
cette  même  équation. 

Pour  y  parvenir  d'une  manière  générale,  je  la  multiplie  par  une  indé- 
terminée &,,  et  je  prends  ensuite  l'intégrale  de  chaque  terme,  ce  qui  me 
donne 

j  p'ièo  ^  j  p'ic/ècf-h  j  p"'id'§(f-h  j  p"'ld'êcf  +..  ■ 

-H  fq'iàx+  [  q'ldàx+  jq"ld'èx-+-  i  q"'ld' èx  +  .  .  . 

-h  f  ri  ô  j  +  I  i"l  dèr  -+■  i  r"l  d-  â  j  +  /  r'"  l  d'  â  j  "!-•■• 

-h  l  s\ûz  -t-  I  s'\doz  -\-  j  s"  id-èz  +  /  s"''id^èz  -+-... 
=  const. 

Or,  en  intégrant  par  parties,  on  aura 

j  p''idS(i)=p'ldcf—  i  d{p'l)d(f, 

f p"ld'ë':f=p"'i,dè(f~d{p"l)dcf>  +  /  d'{p"'i)ôa, 

et  ainsi  du  reste;  donc,  faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  précé- 
dente, et  supposant,  pour  abréger, 

P  =p   i-d{p'  l)  +  d^p"l)-d^p"'l)^  .., 
V  =p'  l-d{p"l)  +  dnp'"l)-..., 
V"=p"l~d{p'"l)-..., 
P"'=p"'l-..., 


Q  =g   i-d{q'l)  +  d^q"l)-d^q'"l)  +  . 
q'^q'l-d(q"i)  +  dnq"'l)----, 
Q"  =  q"l-d[q-l)  +  ..., 
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W=r'l-d(r"l)+dHr"'l)-..., 
^"=r"i-d{r"'l)-.... 


S    =s  l-d{s'l)  +  d'{s"l)-d'[s"'i)-¥.... 
S"  =s"l-d[s"'i)+.... 


I  /  (P(Î9 -i-Q(5x +  R(îj  +  S(5z +. .  .) 

I  +P' ôcp +P"  rfÔffi  +P"' t/Mcp +.. 

(B)                   /  +Q'oa7  4- Q"rfâ^-t- Q"'(/M.r +. . . 

j  +  R'  ô  r  +  R"  doy  ■+-  R'"  d-  èy  + . . . 

f  +S'  ôz  +S"  f/ôz  +S"' (/M2 +..  . 


consl. 


Supposons  encore,  pour  abréger  davantage, 

M^  =  P  ô<p  +  Q  Ôx  +  R  èy  +  S  âz  -h 
et 

n  =  P'  ôcp  +  P" (/ôcp  +  P'"  rf^ ôo  + . 

+  Q'  èx  +  Çy'  dàx  +  Q'"  f/=  Ô^  -H . 
H-  R'  ô  J  +  R"  c? ô j-  +  R'"  d'  èy  -+- . 
+  S'  ôz +S"  f/ôz +S"' (/=d2  +. 


en  sorte  que  l'équation  précédente  devienne 

n  +  /  M^  =  const.; 

et  il  est  clair  que  cette  constante  ne  sera  autre  chose  que  la  valeur  de  IT 

lorsque  l'intégrale  I  W  est  nulle;  or,  si  l'on  donne  à  cette  intégrale  une 

certaine  étendue  déterminée,  il  est  visible  que  la  quantité  H  recevra 
aussi  une  valeur  déterminée  ;  ainsi,  nommant  V  la  valeur  de  IT  qui  répond 


DES  VAKrATIONS.  43 

au  commencement  de  l'intégrale   I  W,  et  A  la  valeur  de  U  qui  répond  à 
la  fin  de  la  même  intégrale,  on  aura  l'équation 


='-!"■ 


Maintenant,  comme  la  quantité  ^  est  encore  à  volonté,  je  la  suppose 

telle  que  l'on  ait  P  ==  o  dans  toute  l'étendue  de  l'intégrale  I  W  ;  ce  qui 
donne  l'équation  diflérentielle 

p'i  —  d { p'  'i)  -h  d' ip"  1}  —  d^p'" l)  -h  . .  .=  0. 

Or,  la  valeur  de  S,  renfermera  autant  de  constantes  arbitraiies  qu'il  y  a  de 
ternies  dans  cette  équation  moins  un;  et  par  conséquent  autant  qu'il  y  a, 
dans  l'expression  de  H,  de  termes  qui  contiennent  §'^  et  ses  différences. 
Donc  le  nombre  des  constantes  arbitraires  de  ^  sera  plus  grand  d'une 
unité  que  celui  des  quantités  P",  P'",...;  donc  on  pourra  toujours  prendre. 
ces  constantes  telles  que  l'on  ait,  dans  la  quantité  A,  P"=  o,  P"'  =  o,..., 
en  sorte  que  les  différences  de  §©  disparaissent  entièrement. 

Donc,  en  général,  si  pour  plus  de  simplicité  on  enferme  entre  des  cro- 
cliets  carrés  les  quantités  qui  se  rapportent  au  commencement  de.  l'inté- 
grale 1  W,  et  entre  des  crochets  ronds  celles  qui  se  rapportent  à  la  fin 
de  cette  même  intégrale,  on  aura 

(P'ô>)=:[P'b>  +P"  dS(^  -h¥"'d'ècp  +... 

+  Q'§x  +  Q"ddx-h  Q'" d'-dx--h. .. 
-4-  R'  a  ,r  +  R"  dêr  +  R'"  d' S  y  -i- . . . 
-)- S'  ô z  +  S"  ^ ôz  +  S'"  f/M^ -h . . . 


;c) 


—  (Q'  èx  -h  Q"  d èx  +  Q'" d' èx  -i- .  .. 
+  R'  ôj-i-R"rf(îj  +  R"'rfM7-(-. 

+  S'  Sz  H-  S"  f/ôz  +  S'"  d'èz  -h. 


-  jiQôx-hRèx-^^' 
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et  il  faudra  que  la  variable  ^  soit  déterminée  en  sorte  que  l'on  ait  P  =  o, 
ou  bien 

Pl~  à[p'\)  +  d'[fl)  -d^p"'l)-...  =  o, 
et  que  de  plus 

(P")  =  o,     (P"')  =  o, 

III. 

Voyons  maintenant  l'usage  qu'on  doit  faire  de  ces  formules  dans  les 
questions  de  maximis  et  minimis,  et  supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver 
la  relation  qui  doit  être  entre  les  variables  x, y,  z,...,  pour  que  la  fonc- 
tion œ  devienne  la  plus  grande  ou  la  plus  petite.  Nous  observerons 
d'abord  que  comme  cette  fonction  est  supposée  donnée  par  une  équation 
différentielle  $  =  o,  elle  renfermera  nécessairement  un  certain  nombre 
de  constantes  arbitraires,  lequel  sera  égal  à  l'exposant  de  la  plus  haute 
différentielle  de  o  dans  l'équation  $  =  0.  De  plus  il  faudra,  parla  nature 
du  problème,  que  la  fonction  y  renferme  des  expressions  intégrales  indé- 
finies, et  les  circonstances  de  la  question  détermineront  l'endroit  où  ces 
intégrales  devront  être  supposées  commencer.  Supposons  que  ce  soit 
lorsque  £c  =  a,  j  =  è,  z  =  c,...,  il  est  clair  que  les  valeurs  correspon- 
dantes de  o  et  de  ses  différentielles  seront  des  fonctions  données  de  a,  b, 
c,...,  (la,  db,  de,...,  et  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression de  ©;  de  sorte  que  si  le  nombre  de  ces  constantes  est  p.,  c'est-à- 
dire,  si  la  plus  haute  différentielle  de  ©  dans  la  valeur  de  $  est  c?'"(p,  alors' 
les  valeurs  des  quantités  (f,  do,  d'-f,...,  jusqu'à  d'"'~'  a,  lorsque  x  —  «, 
y=b,z  =  c,...,  seront  arbitraires,  et  pourront  être  supposées  données. 

Cela  posé,  supposons  que  la  valeur  de  w  qui  doit  être  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite  soit  celle  qui  répond  à  l'endroit  où  x  =:  l,  y  =  m, 
3  =  «,...,  il  faudra  donc  que  la  variation  de  cette  valeur  de  jp  soit  nulle, 
en  sorte  qu'en  la  désignant  par  la  caractéristique  5  on  ait  dans  le  même 
endroit  ào  =  o.  Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  supposer  dans  la  formule  (G)  que 

l'intégrale    j  (Q  fîa;  +  R  §j  +  ...)  soit  prise  de  manière  qu'elle  com- 
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nience  lorsque  x=ia,  y  —  b,z  =  c,...,  et  qu'elle  unisse  lorsque  00  =  l, 
y  =  m,  z=^n,...,  de  sorte  que  les  quantités  qui  dans  cette  formule  se 
trouvent  enfermées  entre  des  crochets  carrés  soient  rapportées  à  l'endroit 
où  X  =  a, y=b,  z  — c,...,  et  que  celles  qui  sont  enfermées  entre  des 
crochets  ronds  soient  rapportées  à  l'endroit  où  x  =  l,  y  =  m,  z  =  n,..., 
et  comme  la  question  demande  que  dans  ce  second  endroit  la  variation 
§0  soit  nulle,  on  fera  le  terme  {V  â^)  =  o,  ce  qui  donnera  l'équation 
cherchée  pour  le  maximum  ou  minimum.  Or  cette  équation  étant  com- 
posée de  deux  parties,  dont  l'une  contient  tous  les  termes  qui  sont  sous 
le  signe  intégral,  et  dont  l'autre  n'est  composée  que  de  ceux  qui  sont 
hors  du  signe,  il  faudra  faire  deux  équations  séparées  de  ces  deux  par- 
ties, ce  qui  donnera 

(D)  0=  j{Q§x-hR§x  +  ^àz+...), 

=  [P'  Ô9  ■+  P"  dàc»  -hVd-da  +. .  . 
+  Q' Sx  +  Q"d§x +  Q"'d'dx  +  . .  . 
-hR'  dy-hWddy-h  R'"  d-dy+... 
+  S'  ô z  -hS"  dêz  +S"'  d-dz  -+-... 


;e) 


{Q'Sx  -hQ" dëx  -\-Q"' d^ôx  +.  .  . 
-+-  R'  êj-  4-  [{"dèy  -+-  R'"  d' Ôy  -h  . 

-hS'  ôz  -+-S"  dSz  +S"'  d^-èz  H-. 


L'é(|uation  (D)  donnera  en  général,  pour  toutes  les  valeurs  de  x,y,  s,..., 
depuis  a;  —  a,j  =  è,  z  =  c,...,  jusqu'à  x^^l,  y  =  m,  z=^n,...,  celle-ci  : 

(F)  Qdx  A-Rèr-]-S§z-h...=:o. 

Or,  celte  équation  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  différences  mar- 
quées par  5;  donc  :  1°  si,  par  la  nature  du  problème,  il  n'y  a  aucune  re- 
lation donnée  entre  les  variables  as,  y,  z,...,  les  différentielles  âx,  ^y, 
àz,...,  seront  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  il  faudra  faire  les  équa- 
tions particulières  Q  =  o,  R  =  o,  S  =  o,....  Mais  si,  par  exemple,  les 


4()  SUR   LA  METHODE 

variables  3o,y,  z,...,  devaient  être  telles  que  l'on  eût  toujours 

X  dx  -t-  Y  dr  -^  Z  dz  -\- . . .  =  o, 
alors,  en  changeant  d  en  o,  on  aurait  aussi 

Xôar  +  Yo)-4-Zôz+...=:o. 


d'où 


Y  .  Z  , 

ox———àx—^àz— 


ce  qui,  étant  substitué  dans  l'équation  (F),  donnerait  celle-ci  ■ 

(  RX  —  QY  )  ô.r  -f-  { SX  -  QZ  )  ÔZ  +...=--_  o, 
de  sorte  qu'il  faudrait  faire  ensuite  les  équations  particulières 
RX— QY  =  o,     SX  — QZ  =  o,.... 

En  général,  il  faudra  réduire  les  différentielles  §x,  §y,  àz,...,  au  plus 
petit  nombre  possible,  et  égaler  ensuite  à  zéro  le  coefficient  de  chacune 
de  celles  qui  restent,  et  ces  équations  jointes  aux  équations  données, 
s'il  y  en  a,  par  la  nature  du  problème,  serviront  à  trouver  la  relation 
nécessaire  entre  les  variables  oo,y,  z,...,  pour  que  la  fonction  <p  devienne 
la  plus  grande  ou  la  plus  petite. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  cette  relation  sera  toujours  donnée  par  une 
ou  plusieurs  équations  différentielles,  de  sorte  que  l'intégration  y  intro- 
duira nécessairement  des  constantes  arbitraires;  ainsi  il  restera  encore  à 
trouver  la  relation  nécessaire  entre  ces  constantes  pour  que  la  fonction  © 
devienne  un  maximum  ou  un  minimum.  C'est  à  quoi  on  parviendra  à 
l'aide  de  l'équation  (E)  ;  en  effet,  comme  cette  équation  se  rapporte  à 
des  valeurs  déterminées  de  x,y,  z,...,  il  est  clair  qu'on  y  pourra  satis- 
faire par  le  moyen  des  constantes  dont  nous  parlons.  Pour  cela,  on  ob- 
servera que  les  différentielles  dScp,  d-àw,...,  d^x,  d^àx,...,  sont  les 
mêmes  que  celles-ci:  §d(p,  §</-©,...,  ^dx,  (id-x,...,  comme  nous 
l'avons  vu  plus  haut;  de  sorte  que  si  l'on  désigne  par /la  valeur  de  o 
qui  répond  à  l'endroit  où  a:  =  a,  y  =  è, . . . ,  et  que  l'on  désigne  de  même 
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par  F,  F",  F",...,  A',  A",  A",...,  B',  B",  B'",...,  C,  C",  C'",...,  les  valeurs 

de  P',  P",  P" Q',  Q",  Q",...,  R  ,  R",  R'",...,  S',  S",  S",...,   au   même 

endroit,  et  par  L',  L",  L'",...,  M',  M",  M'",...,  N',  N",  N'",...,  les  valeurs 
de  Q',  Q",  Q'",...,  R',  R",  R'",...,  S',  S",  S'",...,  dans  l'endroit  où  ,r  =  /. 
y  =  m,  z  =  «,...,  on  aura  cette  équation  déterminée  : 

F'  â /  +  F"  d  df  -f-  F'"  od^-f 
S.'  èa  +  A"  è  da  +  A'"  ô  d-a 
B'  ob+W  ëdh  -hW"  dd-h 
C  ôc   -h  C"  S  de   -h  C"  à  d-  c 

(G) 


-L'  àl   -L"  ôdl  —L"'od-l   ■ 

—  M' ô  m  —  M"  à  dm  —  M'"  dd-rn 

—  N'  dn  —N"§dn  —  N'"  o  d' n  ■ 


Pour  faire  usage  de  cette  équation,  on  verra  d'abord  s'il  y  a  par  la 

nature  du  problème  des  relations  données  entre  les  quantités/,  a,b,c 

l,  m,  n,...,  et  leurs  différentielles,  et  substituant  la  valeur  d'une  ou  de 
plusieurs  des  différences  de  ces  quantités  affectées  du  signe  5,  tirée  des 
relations  données,  on  égalera  à  zéro  le  coefficient  de  chacune  de  celles 
qui  restent,  et  l'on  aura  autant  de  conditions  qu'il  faudra  pour  la  solu- 
tion complète  du  problème. 

IV. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  valeurs  de  (p,  «/y,...,  lorsque  œ  =  a, 
y=:b,...,  c'est-à-dire  les  valeurs  de/,  df,...,  doivent  être  supposées  don- 
nées; or,  si  on  les  regarde  comme  données  d'une  manière  indépendante 
des  quantités  a,  b,c,...,  alors  il  est  clair  qu'on  aura  ^/=o,  §  d/=^o,...; 
mais  on  peut  supposer  que  ces  quantités  doivent  être  des  fonctions  don- 
nées de  a,  b,  c,...,  et  de  leurs  différentielles;  en  ce  cas,  on  aura 

â/=:  TTÔrt -1- pâA -*- 0"  ôc -f-.  .  .,     ddfz^n' Sa -h  p' èb -h.  .  ., 

et  il  faudra  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation  (G). 
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De  plus,  il  peut  arriver  que  la  fonction  9,  qui  doit  être  la  plus  grande 
ou  la  plus  petite,  renferme  les  quantités  a,b,c,..,,  l,m,n,...,  avec  leurs 
différentielles;  alors  ces  quantités  entrant  dans  l'expression  de  $,  leurs 
variations  donneront  dans  la  valeur  de  c?<ï>  les  termes 

ty.oa  -h  a'  ô  da  -h  oc"  ô  d^  a   -}-... 
-h  y  oc   -h  y'  §  de   -^  y"  è  d-c    -h  .  .  . 


■7.  ôl   +>.'  èdl  -hl"  SdU 
jj.  è m  -h  jj.'  S  dm  -+-  p."  ô  d'm 
■u  en   -T-  v'  è  dn  -h  v"  è  d^  n 


de  sorte  qu'il  faudra  ajouter  ces  termes  au  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (A).  De  là  il  est  facile  de  voir  qu'il  faudra  ajouter  au  premier  mem- 
bre de  l'équation  (B)  les  termes 

Sa  j  a'^-hèda  l  a' ê, -h  è  d' a  l  a"'^-h... 
-hèb  f^l  +  èdb  C^'l^èd'b  f^"l  +  ... 
-hèc    lyl-i-èdc    j  y' l -h  ô  d' c    jy"l-i---- 


-hèi  fii  +  èdi  fi'i-hèdu  fri  +  ... 

-h  ôm  j  p.^  H-  0  dm  /  [j.'  i  -h  è  d^  m  I  [j."i-i-  .  .  . 
-r-  on   j  vl  +èd?i   I  -y  '^  -h  è  d^  n    j  v"  l-h. . .' 

Par  conséquent,  il  faudra  ajouter  tous  ces  termes  à  l'équation  déter- 
minée (E)  ou  (G)  avec  des  signes  contraires,  en  ayant  soin  de  prendre 

toutes  les  intégrales   I  a§,   /  x'è,,..,,  de  telle  manière  qu'elles  soient 
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nulles,  lorsque  x  =^  a,y=b,...,  et  qu'elles  soient  complètes  lorsque 
X  =^l,  y  =  m, Ainsi  l'équation  (G)  deviendra  dans  ce  cas 

)  o  =  F'  0/  +  F"  ô  df-h¥"'èd'f-h... 

A'—   1  aM  ô«  -i-  (  A"  —  1  a'M  âc?a  +  (  A'"  —  /  <x"l\  §  d^a  -h  . . . 

B'-  f^Ùoh  H-  ^B"  -  Ç^''i\ddb  -h  U'"  -  f^"%\dd'!}  +... 

C  -  fïÙàc  +  (c"  -  fy'  i\  ddc  -f-  (c"  -  fy"  A  â rf^c  + . . . 
(H)  '         ' 


L'-i-  Cl  A  èl  ■-  (l"  h-  fv  A  ô(//   -  (l'"  +  Tr  A  ô</=/   -  ... 
M'-i-  /  |y.Mâ/n  — (M"+  /  [jJ  l\  d  dm  —  [M'" -h  /  p."A  âf/^m  —  ... 
—  ^N'+   Tv  n  â/i  -  [n"  +  jv'  n  Ôdn  -  (n'"  -+-  Cv"  ^dd'n  —... 


V. 

Comme  les  équations  différentielles  ne  renferment  pas  proprement  les 

différentielles  elles-mêmes,  mais  seulement  leurs  rapports,  il  est  clair 

que  la  fonction  $  qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 

(t>  =  o  pourra  être  regardée  comme  une  fonction  de  f,  x,  y,  z,...  de 

,  f/ffl      ,dy      ,dz 

dcù    dy     dz  dx        dx       dx  n  i        i       .     . 

-T-Lj  -r-i  -i-î  •  ■  •  )  — ; — 5  --, —  ■>  —-. —  )  —  Supposons  pour  plus  de  £;enera- 
dx    dx    dx  dx        dx        dx  '  '  ri  o 

lité  au'on  ait  $  =  Idx"",  2  étant  une  fonction  de  ©,  x,  y,  z,...,  —■>  -4-i 
1  '         ■^  dx    dx 

c/^    d'^ 

-^ ■,■■■■,  -T— )  — ; — 5-  •  ■'  et  difîérentiant  par  §,  on  aura 
dx  dx       dx  ' 

ô<I>  ^=  ni2,dx'"~^  èdx  -+-  dx""  ô2  : 

mais  l'équation  <L>  =  o  donne  1  =  o;  donc 

â^  =  dx"'èl. 
II.  1 
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Or,  soit 

^  aj;  ax 

d  — 
dy  doc 

,dz 

s      ,      I  s  dz  „  j,     dx 

dx  dx 


Donc,  multipliant  par  '^dx'",  et  intégrant  par  parties  en  sorte  qu'il  ne 
reste  sous  le  signe  intégral  que  les  différentielles  âx,  àcp,  ây,  ôs,...,  on 
aura  une  expression  qui  sera  identique  à  l'expression  ï]  -\-  j  W  de 
l'Article  II;  en  sorte  que  les  quantités  hors  du  signe  seront  identiques  à 
la  quantité  II,  et  les  quantités  sous  le  signe  identiques  à  la  quantité  ^. 
Considérons  seulement  les  quantités  qui  seront  hors  du  signe,  et  je  dis 
que,  si  dans  ces  quantités  on  change  â  en  d,  elles  deviendront  nulles 
d'elles-mêmes.  En  effet  : 

1°  Le  terme  nBtp,  n'étant  susceptible  d'aucune  intégration  par  parties, 
restera  tout  entier  sous  le  sigae. 

2°  Le  terme  n'  â -^  deviendra  d'abord 
dx 

ôd(D       d(o§dx\ 
dx  dx-     ) ' 

de  sorte  qu'en  multipliant  par  S,dx'",  et  changeant  ^dcp,  ùdx  en  d^rù, 
d^œ,  on  aura  l'intégrale 

J".     I   ,  ^  j  dè(f>        d(fi  dèx 
\  dx  dx- 

d'où,  en  intégrant  par  parties,  on  aura  les  termes  hors  du  signe 


U'dx-^r-ji- 


îcp        dcfèx 


dx  dx- 
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changeons  maintenant  §  en  d,  et  ces  termes  deviendront 

jrfœ 

d-j^  •   ■ 

3°  Le  terme  7r"§-f^  donnera,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 
doc 

dx        '  ' 

„  I od(f'       d(p'  èdx'^ 

\  dx  dx- 

d'où  l'on  tirera  d'abord,  comme  ci-devant,  les  termes  hors  du  signe 

^'"^'^\'d^--dx^)' 

lesquels,  en  changeant  5  en  d,  deviennent 

^'^^'^  1-^^-7^)=°' 
et  ainsi  de  suite. 

On  fera  le  même  raisonnement  sur  les  autres  termes  de  la  valeur 
de  §2,  et  l'on  en  conclura  que  si  l'on  change  la  caractéristique  c?en  la 
caractéristique  ordinaire  d,  dans  l'expression  de  n,  on  aura  toujours 
n  =  o.  Or,  on  a  en  général  (Art.  II) 


"*/■ 


H'  =  const.; 
donc,  lorsque  D  =  o,  on  aura 

I  ^  :=  const., 

et  de  là  ¥  =  o;  mais 

^  =  PÔ9-i-Qôjc  +  Rôj-+SÔ3  +...; 

donc,  changeant  5  en  d,  on  aura  toujours 

Pricp  +  Q,dx  -+-  ^dy  -+-  Srfz  + . . .  =  o, 

équation  identique  d'elle-même.  De  là  il  est  facile  de  conclure  que  les 
équations  du  maximum  ou  du  minimum  résultantes  de  l'équation  géné- 

7- 
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raie  (F)  de  l'Article  III  pourront  toujours  se  réduire  à  une  de  moins; 
parce  que  si  toutes  ces  équations,  hors  une,  sont  supposées  avoir  lieu, 
celle-ci  s'ensuivra  toujours  nécessairement;  en  effet,  comme  les  équa- 
tions dont  il  s'agit  doivent  être  indépendantes  des  différences  marquées 
par  §,  il  est  clair  qu'elles  devront  également  avoir  lieu  en  supposant  que 
ces  différences  deviennent  les  mêmes  que  celles  marquées  par  d;  mais 
dans  ce  cas  l'équation  (F),  qui  renferme  toutes  les  équations  particulières 
pour  le  maximum  ou  pour  le  minimum,  devient  identique,  comme  nous 
venons  de  le  démontrer;  donc,  etc. 

J'avais  déjà  prouvé  cette  proposition  en  peu  de  mots,  dans  l'Article  VIII 
de  mon  Mémoire  imprimé  dans  le  tome  II  des  Miscellanea  Taurinensia  (*)  ; 
mais  la  démonstration  que  je  viens  d'en  donner  a  l'avantage  d'être  beau- 
coup plus  simple  et  plus  générale.  Au  reste,  on  voit  par  cette  démons- 
tration que  le  théorème  cesserait  d'être  vrai  si  la  fonction  $  n'était  pas 
réductible  à  la  forme  Idx"',  1  étant  une  fonction  quelconque  de  9,  x, 
,d<s)     ,dr 

d(o    dy    dz  dx       dx  .,        ,         •  1      1    •.    , 

y,  3,...,  -r'-'  -T-->  T-Î--  •'  — r— »  — i — ■>••  ■  \  u  est  vrai  que  cela  doit  tou- 
■^  dx    dx    dx  dx       dx  ^ 

jours  être  par  la  nature  même  des  équations  différentielles;  mais  s'il 
s'agissait  des  différences  finies,  en  sorte  que  les  différentielles  c?^,  dx, 
dy,...,  qui  entrent  dans  l'équation  donnée  «P  =  o,  dussent  être  des  diffé- 
rences finies  de  's,  x,  y alors  la  condition  dont  nous  parlons  ne  serait 

plus  nécessaire  et  pourrait  très-bien  ne  pas  avoir  lieu  dans  la  fonction  $. 
On  peut  voir,  dans  le  second  Appendice  du  Mémoire  cité,  un  exemple  du 
calcul  qu'on  peut  faire  dans  le  cas  des  différences  finies;  nous  n'en 
dirons  rien  ici  pour  ne  pas  trop  nous  écarter  de  notre  objet,  mais  peut- 
être  pourrons-nous  y  revenir  une  autre  fois. 


VI. 


Supposons  que  l'on  ait 


■I- 


Z  étant  une  fonction  de  x,  y,  s,...  et  de  leurs  différentielles;  on  aura 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  345. 
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donc,  en  différentiant  (  pour  faire  disparaître  le  signe  /   j ,  l'équation 

Z  —  do  :=  O, 

laquelle,  étant  comparée  à  l'équation  $  =  o,  donnera 
$  — Z  — Jcp, 
â(I)=:âZ  —  ôc?œ. 


et  de  là 
Soit 


dT,  ^  q  S X  -h  q'  èdx  -+-  q"  od'-x  -^- .  .  . 
-+-  r  ôj  H-  /■'  àdy  -+-  r"  dd^y-h- .  .  . 
-+■  s  dz  -h  s'  odz  -+-  s"  dd^z  -+- .  .  . 

et  l'on  aura  pour  5$  la  même  expression  que  dans  l'Article  II,  en  faisant 

p  =:  o,      /»' =:  —  I,       p"  =  O,      p'"^0,.... 

Donc,  on  aura  d'abord 

p=-dl,     P'  =  ?,     P"  =  o,     ¥"'  =  o,...; 

donc,  puisqu'il  faut  que  la  variable  |  soit  déterminée  par  l'équation 
P  =  o,  on  aura 

dl  =  o, 
et  de  là 

^=zconsl., 

constante  qu'on  pourra  prendre  égale  à  l'unité  pour  plus  de  simplicité; 
à  l'égard  des  équations  (P")  =  o,  (P")  =  o,...,  il  est  clair  qu'elles  auront 
lieu  d'elles-mêmes,  à  cause  de  P"  =  o,....  On  mettra  donc  partout  i  à  la 
place  de  §,  et  l'on  aura  pour  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  fonc- 
tion (p  :  1°  l'équation  variable  (F);  2"  l'équation  constante  (G)  (Art.  III). 
Il  faut  remarquer,  à  l'égard  de  cette  dernière  équation,  que,  comme  on 
a  P'  =  ^  =  I,  P"  =  o,...,  on  aura  F'  =  i,  F"  =  o,  F"=  o,...  ;  de  plus, 

comme  h  valeur  de  f  est  nulle  lorsque  l'intégrale    /  Z  commence,  on 

aura/=  o,  et  par  conséquent  B/=  o,  de  sorte  qu'il  faudra  effacer  entiè- 
rement dans  l'équation  (G)  tous  les  termes  affectés  de  âf,  §d/,.... 
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Si  l'on  compare  cette  solution  avec  celle  que  nous  avons  donnée  dans 
l'Article  I  du  Mémoire  cité ,  on  verra  qu'elles  s'accordent  parfaitement 
entre  elles;  l'équation  variable  (F)  répond  à  l'équation  que  nous  avons 
désignée  dans  cet  endroit-là  par  (B),  et  l'équation  constante  que  nous 
nommons  ici  (G)  répond  à  l'équation  (C)  du  même  endroit  en  faisant 
attention  à  la  remarque  que  nous  y  avons  faite  touchant  la  manière  de 
compléter  cette  même  équation  (C),  et  de  laquelle  nous  avons  conclu 
que  l'expression  complète  de  cette  équation  était 

M'  -  ^M  =  o, 

où  M'  représente  les  termes  que  nous  avons  désignés  dans  l'équation  (G) 
par  L'  8l-i-L" àdl-^...,  et  'M  les  termes  désignés  par  A'§a+A"5û?a-i- 

VII. 

Soit  ensuite 

.=/z, 

Z  étant  une  fonction  de  a;,  j,  z,...  et  de  leurs  différentielles,  et  en  même 
temps  de  la  quantité 

(Z)  étant  de  même  une  fonction  de  x,  y,  z,...  et  de  leurs  différentielles. 
On  aura  donc,  en  différentiant, 

Z  —  d<f  =  o, 
et  différentiant  ensuite  par  §, 

(5Z  —  èd(f  =:  o; 

or,  soit 

ôZ  =  qèx  +  q'  §dx  -h  q"  §d''x  -h  .  .  . 

-h  r  §f  -h  ;■'  ddf  -4-  r"  èd'f  -4-  .  .-. 
-h  s  Sz  -h  s'  ddz  -+-  s"  ôd'  z  -i-  .  .  . 


-+-  7TÔ(<p), 

et  désignons,  pour  abréger,  cette  valeur  de  ^Z  par 

-  <5V-l-7;ô(cp), 
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en  sorte  que  §V  exprime  tous  les  termes  affectés  de  Sx,  âdx,...,  §y, 
âdy,...,  on  aura  donc 

ôV  +  7T«5(cp)  —  §d(f>  =  o; 

or,  comme  {(p)  =  j  (Z),  on  aura,  en  différentiant,  c?((p)=(Z),  et  différen- 

tiant  ensuite  par  5, 

dd{(f)  =  dè{Q)  =  d(Z); 

on  substituera  donc  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  et  pour  cela 
on  la  différentiera  après  l'avoir  divisée  par  ;:,  ce  qui  donnera 

,-.,    ,        ,ôV         ,dda 
a  d  (  ç  )  -)-  a  — d  —^  =  o  ; 

de  sorte  qu'on  aura 

,T>  ^,r,v  ,âV  ,§d(0 

(I)  §(Z)-hd d ^=o, 

n  TT 

où  §(Z)  sera  de  cette  forme  : 

è{Z):={q)êx  -h  (q')èdx  -\-  {q")§d^x  -h .  . . 
+  (  »■  )  ôj  -I-  (  r'  )  §dy  -+-  (  r"}ôd-f  +  .  .  . 
-h{s)èz  -h{s')èdz  -h{s")âd'z  -h.  .  . 

On  traitera  maintenant  l'équation  (I)  comme  nous  avons  traité  l'équa- 
tion §$  =  o  de  l'Article  II;  pour  cela,  on  la  multipliera  par  ^,  et  ensuite 
on  l'intégrera  par  parties,  ce  qui  donnera  d'abord 


.èY       .rtVffl        rry.,,>      dl  ^^-      di  ^ ,  ^ 


or,  si  l'on  substitue  pour  §V  et  t?(Z)  leurs  valeurs,  la  quantité  sous  le 
signe  sera  susceptible  des  mêmes  réductions  que  nous  avons  faites  dans 
l'Article  cité,  et  le  calcul  s'achèvera  de  la  même  manière.  Nous  nous 
contenterons  de  remarquer  ici  que  l'on  trouvera  dans  le  cas  présent 

v^-d^,   p'  =  ^,    p"  =  -i,    p"'  =  o,.... 
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de  sorte  que  pour  la  détermination  de  la  variable  2  on  aura  l'équation 

a  —^  ^  o, 
laquelle  donne 

h  et  g  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Or,  il  faut  que  (P")  =o,  c'est-à-dire  que  la  valeur  de  P",  qui  répond 
au    point   où  x  =  l,  y  =  m,...,   soit   nulle  (Art.  II);  donc,  puisque 

P"=z:  -,  il  faudra  que  la  valeur  de  ?  soit  nulle  dans  ce  cas;  soit  donc  H 
la  valeur  de  /  7:  qui  répond  au  même  endroit,  et  l'on  aura 

h  -+-  gU  =  o, 
d'où 

donc 

ou  bien,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  g  =:  —  \, 

et  de  là 

n-/-7T 

P'  =  — I,    P"  = -f!—; 

ayant  ainsi  trouvé  la  valeur  de  ?  il  n'y  aura  qu'à  la  substituer,  et  l'on 
trouvera  pour  le  maximum  ou  le  minimum  des  formules  analogues  à 
celles  de  l'Article  IX  du  Mémoire  de  1762  déjà  cité.  On  observera  seule- 
ment que  l'on  aura  ici,  comme  dans  le  cas  du  Problème  précédent, 
/=  o,  et  par  conséquent  5/=  o  ;  ensuite  on  aura 

en  rapportant  la  valeur  de  §Z  au  point  où  a:  =  a,  j  =  è,  z=c,...;  ruais 
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dans  ce  point  on  a  aussi 


=/' 


donc 

ô((p)  =  o; 

de  sorte  que  la  valeur  de  8dfsev3i  égale  à  ce  que  devient  la  quantité 

qèx  -+-  q' §dx  -+-  q" àd^x  + . . . 
+  ;'(5j-H  r'  èdf+  r"  èd^f  +  .  .  . 
-f-  5  â  z  -+-  s'  è  dz  -^  s"  èd^  z  -\-  .  .  . 


lorsque  x  =  a,  y=  b,  z  =  c,.... 

Quant  aux  valeurs  de  ^d^f,  §d^/,...,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  les 
chercher,  parce  qu'elles  n'entreront  point  dans  l'équation  déterminée  (G) . 

On  voit  par  ces  deux  exemples  comment  il  faudra  s'y  prendre  dans 
des  cas  plus  compliqués,  ainsi  nous  n'en  dirons  pas  davantage  ici.  Nous 
nous  contenterons  seulement  d'observer  en  général  que  la  variable  indé- 
terminée ?  pourra  toujours  se  déterminer  par  l'intégration  de  l'équation 
P  =  o,  lorsque  la  fonction  f  sera  donnée  par  une  expression  formée 
comme  on  voudra  des  variables  a;,  j,  z,...,  et  de  leurs  différentielles,  et 
qui  renfermé  de  plus  autant  de  signes  d'intégration  qu'on  voudra;  mais 
lorsque  la  fonction  y  ne  sera  donnée  que  par  une  équation  différentielle 
d'un  degré  quelconque,  alors  l'indéterminée  'S,  dépendra  d'une  équation 
différentielle  du  même  degré,  laquelle  pourra  n'être  pas  intégrable;  mais 
cela  n'apportera  aucun  obstacle  à  la  solution  du  Problème;  car  dès  qu'on 
aura  trouvé  les  équations  du  maximum  ou  du  minimum  il  n'y  aura  qu'à 
éliminer  la  quantité  ^  par  le  moyen  de  l'équation  différentielle  P  =  o; 
mais  il  faudra  ensuite  avoir  égard,  dans  l'introduction  des  constantes 
arbitraires,  aux  conditions  (P")  =  o,  (P")=:o,.... 

VIII. 

Les  principaux  avantages  de  ma  méthode  des  variations  pour  la  solu- 
tion des  problèmes  de  maximis  et  minimis  consistent  : 

1°  Dans  la  simplicité  et  la  généralité  du  calcul,  comme  on  peut 
II.  8 
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s'en  conYaincre  aisément  en  comparant  cette  méthode  avec  celle  que 
M.  Eulei"  a  donnée  dans  son  excellent  ouvrage  intitulé  :  Methodus  inve- 
niendi  lineas  curvas,  etc.,  et  même  avec  celle  que  M.  Fontaine  vient  de 
donner  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Addition  à  la  méthode,  etc.,  déjà  cité 
plus  haut, 

2°  En  ce  que  ma  méthode  fournit  des  équations  déterminées  qui 
servent  à  résoudre  les  Problèmes  d'une  manière  plus  générale  et  plus 
complète  qu'on  ne  l'avait  fait  avant  moi.  Quoique  ces  équations  soient 
une  suite  nécessaire  et  naturelle  de  mon  analyse  des  variations,  et  que 
leur  usage  ne  soit  qu'une  application  très-simple  des  principes  de  la  mé- 
thode générale  de  maximis  et  minimis,  cependant  un  illustre  Géomètre 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  vient  de  donner,  dans  le  volume  déjà 
cité  pour  l'année  1767  un  savant  Mémoire,  dans  lequel  il  paraît  révoquer 
en  doute  l'exactitude  de  ces  mêmes  équations  déterminées,  et  surtout 
l'application  que  j'en  ai  faite  dans  la  solution  du  Problème  de  la  plus 
vite  descente  donnée  dans  mon  Mémoire  déjà  cité  du  second  volume  de 
la  Société  royale.  Pour  éclaircir  les  difficultés  de  ce  savant  Mathémati- 
cien, et  faire  mieux  sentir  en  même  temps  l'usage  de  nos  formules,  nous 
allons  résoudre  ici  le  même  Problème  d'une  manière  encore  plus  géné- 
rale, en  y  ajoutant  de  nouvelles  considérations,  qui  ne  laisseront,  si  je 
ne  me  trompe,  plus  rien  à  désirer  sur  ce  sujet. 

Problème.  —  Etant  données  d'espèce  et  de  position  deux  courbes  quel- 
conques placées  dans  un  même  plan,  on  demande  de  trouver  une  troisième 
courbe,  sur  laquelle  un  corps  pesant  puisse  descendre  de  l'une  à  l'autre  des 
deux  courbes  données,  dans  le  plus  petit  temps  possible. 

Prenons  une  droite  horizontale  qui  soit  l'axe  des  abscisses  des  deux 
courbes  données  et  de  la  courbe  cherchée,  et  une  droite  verticale  qui 
soit  l'axe  commun  des  ordonnées  des  mêmes  courbes;  soient  a,  b  l'ab- 
.  scisse  et  l'ordonnée  de  la  première  courbe  donnée,  c'est-à-dire  de  celle 
d'où  le  corps  doit  partir,  et  /,  m  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  l'autre 
courbe,  à  laquelle  le  corps  doit  arriver;  enfin  soient  x,  y  l'abscisse  et 
l'ordonnée  de  la  courbe  cherchée,  sur  laquelle  le  corps  doit  se  mouvoir; 
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nommant  u  la  vitesse  du  corps,  et  prenant  l'unité  pour  la  force  accéléra- 
trice de  la  gravité,  on  aura,  comme  on  sait. 


M  du  =  dy,     et  de  là     ?<  =  y/2  (  j  —  h), 

k  étant  une  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer,  supposons  que  dans 
l'endroit  où  le  corps  commence  à  se  mouvoir  on  ait  j  =  è  [b  étant  une,, 
des  ordonnées  de  la  première  courbe  donnée),  et  que  la  vitesse  initiale 
du  corps  soit  celle  qu'il  aurait  acquise  en  tombant  librement  de  la  hau- 
teur A;  il  faudra  donc  qu'en  faisant  j  =  b  on  ait  u  =  sj-^h,  ce  qui  donnera 

■2h  =  i(b  —  k)    et  de  là     h  —  b  —  U. 

J^  ds 
— ,  s  étant 

l'arc  de  la  courbe;  de  sorte  qu'en  comparant  cette  formule  à  celle  de 
l'Article  VI,  on  aura 

ds 


=/ 


—      et     Z: 


et  de  là,  à  cause  de  ds  =  \idx^  -+-  dy^,  et  u  =  sj^  [y  —  k). 


èz  =  ~ 


ds  êy       dx  ê  dx        dy  S  dy 
u^  uds  uds    ' 


donc 


,        dx 

ds  , dy 

m'  uds 


de  là,  à  cause  de  ^  =  i ,  on  aura  (Art.  II) 


q   =0, 


.  dx 
uds 

A,_  dx 

^^llds' 

Q"  =  o,..., 

w          uds 

uds 

R"  =  0, . .  " 

ce  qui  donnera  : 

i^  L'équation  variable 

Qô. 

x^Kèy—o, 
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et  par  conséquent 

Q  =  o     et    R  =  o  ; 

l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  équations  servira  à  déterminer  la  courbe  de 
la  plus  vite  descente,  et  il  serait  inutile  de  les  employer  toutes  deux  à  la 
fois,  parce  que  l'une  suit  nécessairement  de  l'autre  à  cause  qu'en  chan- 
geant 5  en  d  on-à  l'équation  identique  Qrfa;  +  Rdj  =  o  (Art.  V).  Prenant 
donc  l'équation  Q  =  o  qui  est  la  plus  simple,  on  aura 


,  dx 
uds 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant. 


ds 
et  de  là 

dx 


:^=/"=/v/2(r-/o, 


v/i-2/=(r-/r 


pour  l'équation  de  la  courbe  brachistochrone,  où  /  est  une  constante 
arbitraire. 

2"  On  aura  l'équation  constante 

A'  èa^^èb—L'èl—  M' àm  =  o, 

où  A',  B'  sont  les  valeurs  de  Q',  R',  c'est-à-dire  de  —j-^  —4-  dans  le  pre- 
^  uds    uds  "^ 

niier  point  de  la  courbe,  dans  lequel  a?  =  a,  j  =  è,  et  L',  M'  sont  les  va- 
leurs des  mêmes  quantités  pour  le  dernier  point  de  la  courbe,  dans  lequel 
X  ^=  l,  y:^  m. 

Mais  pour  donner  à  cette  équation  constante  toute  l'étendue  dont  la 
question  peut  être  susceptible,  il  faudra  avoir  égard  à  la  Remarque  que 
nous  avons  faite  dans  l'Article  IV,  et  faire  varier  aussi  la  constante  k  qui 
entre  dans  la  valeur  de  u;  or,  comme  (Art.  VI) 

$  =-  Z  —  e?(p  =  —  —  do, 
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il  faudra  ajouter  à  la  valeur  de  §<!>  le  terme 

ds  ô  h  ds  ^ , 

=  —  â/r; 


/ds 
—  à  ajouter  au  pre- 
mier membre  de  l'équation  précédente,  laquelle  deviendra  par  consé- 
quent 

J'ds 
—  =o, 

J' ds 
—  étant  supposée  prise  de  manière  qu'elle  commence  au 

premier  point  de  la  courbe,  et  qu'elle  finisse  au  dernier  point.  Or,  je  re- 
marque d'abord  qu'ayant  déjà  trouvé  ~-t-  =/,  on  aura  Q'  =/,  et  par  con- 
séquent 

A'  =  L'=/; 

j'observe  ensuite  qu'en  prenant  l'équation  R  =  o,  on  a 

ds       ,  dy 

d  -^  =o, 

u'  u  ds 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

C*  cls         dy  I  *  ils 

i  —  H 4-  =  const.     ou  bien      / h  R'  =  const.  ; 

J   h'        uds  J  u' 

r  ds 

or,  en  faisant  commencer  l'intégrale  I  —  au  premier  point  de  la  courbe, 

/ds 
—  =  o,  et  R'  :=  B';  et  comme  au  dernier  point 

/ds 
—  sei-a 

égale  à  B'  —  M'.  De  plus,  comme  k^=b  —  h,  si  l'on  suppose  en  général 
que  h  soit  une  fonction  quelconque  donnée  de  a  et  6  telle,  que  l'on  ait 
dh  =  Gida  +  Rdb,  on  aura 

èk  —  èh  —  èh  —  èb  —  Gèa—  Hâft, 
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de  sorte  que  par  toutes  ces  substitutions  l'équation  précédente  deviendra 

[/-  ( M'  -  B'  )  G]  ôa  +  [M'  -  (M'  -  B'  )  H]  âè  -/ô/  -  M' ôm  =  o, 

laquelle  (à  cause  que  la  première  courbe  dont  les  ordonnées  sont  a  et  b 
est  supposée  indépendante  de  la  dernière  dont  les  ordonnées  sont  /et  m) 
peut  d'abord  se  partager  entre  ces  deux-ci  : 

[/—  ( M'  —  B'  )  G]  ôa  +  [M'  -  (M'  —  B'  )H]  â6  =  o,     /ô/  +  M' ôm  =  o. 

Maintenant,  comme  les  coordonnées  a  et  b  appartiennent  à  une  courbe 
donnée,  on  aura,  par  la  nature  de  ces  courbes, 

daz^edb  et  dl=^r]dm, 
et  changeant  la  caractéristique  d  en  S,  on  aura  aussi 

èa^ièb  et  àl^-nàm; 
donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  on  aura 

[/-  ( M'  -  B'  )  G]  e  +  M' -  ( M'  -  B'  )  H  =  o,     /■/,  +  M'  =  o; 

ou  bien,  en  remettant  pour  s  et  •/]  leurs  valeurs  ^7 ?  -r-'  on  aura 
*  db    dm 

[/-(M'  — B')G]</a  +  [M'-  (M'-B')H](/i  =  o,    fdt-hM' dm  =  o. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  que  la  hauteur  h  qui  répond  à  la  vitesse  ini- 
tiale soit  égale  à  b,  en  sorte  que  le  corps  commence  à  se  mouvoir  sur  la 
brachistochrone  avec  la  même  vitesse  qu'il  aurait  acquise  en  descendant 
depuis  l'axe  des  abscisses,  on  aura  G  =  o  et  H  =  i,  et  les  deux  équations 
précédentes  deviendront 

fda  -hB'db  =  o,     fdl  -+■  M' dm  =  o  ; 

mais  f—  —ri  B'  =  -^  au  premier  point  de  la  courbe,  et  M'  —  -K  au 
•"        uds  uds        ^  ^  uds 

dernier  point  de  la  courbe;  donc  on  aura  pour  le  premier  point  de  la 

courbe 

dxda  -\-  drdb  =  o,     ou  bien     — -  = ti 

■^  dy  da 


DES  VARIATIONS.  63 

et  pour  le  dernier  point  de  la  courbe 

dxdl  -+-  drdm  =  o     ou  bien     -r-  = r— j 

■^  df  dm 

ce  qui  fait  voir  que  la  courbe  de  la  plus  vite  descente  doit  couper  à 
angles  droits  les  deux  courbes  données,  et  cela  s'accorde  avec  ce  que 
nous  avons  trouvé  dans  l'Article  IV  du  Mémoire  déjà  cité  du  second  vo- 
lume. 

Mais  si  l'on  veut  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle,  alors  on  aura  h  =  o, 
et  par  conséquent  G  =  o,  et  H  =  o  ce  qui  donnera  les  deux  équations 

fda  +  M'db  =  o,     fdl  -hW  dm  =  o. 

La  seconde  de  ces  équations  étant  la  même  que  dans  le  cas  précédent,  il 
en  résulte  que  la  brachistocbrone  doit  aussi  couper  la  seconde  courbe  à 
angles  droits;  mais  quant  à  la  première  courbe,  l'équation 


donnera 


/« 

(a  + 

M'db: 

—  o 

da 

M' 

dl 

db 

f 

dm 

da 

_  dl 

db 

dm 

de  sorte  qu'on  aura 


ce  qui  fait  voir  que  la  tangente  menée  à  la  première  courbe  par  le  point 
où  commence  la  brachistocbrone  doit  être  parallèle  à  la  tangente  menée 
à  la  seconde  courbe  par  le  point  où  la  brachistocbrone  se  termine;  et 
c'est  ce  qui  s'accorde  parfaitement  avec  le  résultat  de  la  solution  donnée 
par  M.  le  chevalier  de  Borda  dans  son  Mémoire  imprimé  dans  le  volume 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  1767. 
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RECHERCHES 


LE  MOUVEMENT  D'UN  CORPS 


QUI    EST    ATTIRÉ     VEKS    DEUX    CENTRES    FIXES. 


[Mi.sreUanen  Taurinenxia,  t.  IV.  1766-1769.) 


PREMIER  MÉMOIRE, 

ou  L'ON  SUPPOSE   QUE  L'ATTRACTION  EST  EN  RAISON   INVERSE 
DES  CARRÉS  DES  DISTANCES. 


Le  Problème  que  je  me  propose  de  résoudre  dans  ce  Mémoire  l'a  déjà 
été  par  M.  Euler,  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  pour  l'année 
1760,  et  dans  le  tome  X  des  Nouveaux;  Commentaires  de  Pétersbourg  qui 
vient  de  paraître,  mais  pour  le  cas  seulement  où  le  corps  se  meut  dans 
un  plan  passant  par  les  deux  centres  des  forces.  La  solution  que  j'en  vais 
donner  ici  est  générale,  quelle  que  soit  la  courbe  décrite  par  le  corps,  et 
la  méthode  sur  laquelle  elle  est  fondée  a  l'avantage  de  conduire  directe- 
ment à  des  équations  où  les  indétei'minées  seront  séparées  d'elles-mêmes , 
sans  qu'on  ait  besoin  pour  cela  des  transformations  et  des  substitutions 
épineuses  que  M.  Euler  a  employées. 

Comme  le  Problème  dont  il  s'agit  a  un  rapport  immédiat  avec  celui 
des  trois  corps,  il  ne  serait  pas  impossible  que  la  méthode  de  ce  Mémoire 
ne  fût  de  quelque  utilité  pour  la  solution  de  ce  fameux  Problème  qui  fait 

9- 
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depuis  si  longtemps  l'objet  des  travaux  des  plus  grands  Géomètres.  Cette 
considération  est  même  le  principal  motif  qui  me  détermine  à  publier 
ces  recherches;  je  souhaite  qu'elles  puissent  mériter  au  moins  par  là 
quelque  attention  de  la  part  des  Savants. 

I. 

Ayant  pris  trois  axes  fixes  quelconques  et  perpendiculaires  entre  eux, 
soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  de  la  courbe  décrite  par  le 
corps  et  rapportée  à  ces  axes;  et  soient  de  même  a,  b,  c  les  coordonnées 
qui  déterminent  la  position  de  l'un  des  centres  des  forces  par  rapport 
aux  mêmes  axes,  et  a,  j3,  y  les  coordonnées  pour  l'autre  centre  :  il  est 
clair  que  si  j'appelle  uQiv  les  distances  du  corps  à  ces  deux  centres,  on 
aura 

M  =  \J[x  —  af  +  {y  —  b)-  +  [z  —  cf, 


de  sorte  qu'en  exprimant  par  A  et  B  leurs  forces  attractives  à  une  dis- 
tance égale  à  l'unité,  on  aura  —  et  —  pour  les  forces  qui  agissent  sur  le 
corps  suivant  les  rayons  vecteurs  u  et  v. 

Ces  forces  étant  décomposées  chacune  en  trois  autres  suivant  les 
directions  des  coordonnées  œ,  y,  z,  on  trouvera  que  la  force  totale  sui- 
vant X  est  égale  à 

A(^  —  a)       B(x  —  a) 


que  la  force  suivant/  est  égale  à 

A(j-6)  ,  B(.:r-P) 

; 1 z ' 

II?'  v^ 

et  que  la  force  suivant  z  est  égale  à 

k{z-c)    ^    B(^-y)     ■ 

Donc,  nommant  t  le  temps  écoulé  depuis  le  commencement  du  mouve- 


dr- 

u' 

v' 

d-  r 
df- 

-+- 

A(r- 

-11 

-h 

B(r- 

u 

d'^z 
dp 

-h 

A(z- 

-^ 

-+- 

B{z- 

-_y) 
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ment,  et  prenant  dt  pour  constant,  on  aura  ces  trois  équations  : 

d-x       A{x  —  a)    ^   B{x  —  a) 

(a; 

lesquelles  renferment  la  solution  du  Problème. 

II. 

Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  2dcc,  la  seconde 
par  2dy,  la  troisième  par  2dz,  et  qu'après  les  avoir  ajoutées  ensemble 
on  en  prenne  l'intégrale,  on  aura,  en  ajoutant  la  constante  4C, 

,„,  dx^ -h  dr' -h  dz''       2  A        2B       ,„ 

^     '  dp  u  V 

équation  qui  renferme,  comme  on  le  voit,  le  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives. 

Si  l'on  multiplie  de  plus  les  mêmes  équations  par  x  —  a,y—b,  z  —  c, 
et  qu'on  les  ajoute  ensemble,  on  aura 

[x  —  a]d^x  -hix—  b)d^f  -h  {z  —  c)d'z 
dp 

A    ,    B[(x-a){x-a)  +  ir-b){r-^)+{z-c){z~y)]_^ 

H H —  O. 

Or, 

2.{x  —  a)(x  —  cx)  =  {x  —  a)'  -+-  {x  —  a)'  —  {a  —  a)^, 

et,  de  même, 

2(j-6)(r-P)  =  (j-ir  +  (.r-(3)^-(6-(3)', 
2{z  —c){z  —y)—{z  -cY-\-(z  —  yY  —  {c  —  yY; 

donc,  si  l'on  dénote  par/  la  distance  entre  les  deux  centres,  en  sorte  que 
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l'on  ait 


/=^(«-a)^  +  (6-Pr-+-(c-y)% 


{x  —  a)d'x-h(r—b)d'x-^(z~c)d'z  _^  A  _^  R(k'+c'-/^)  ^  ^ 

Donc,  ajoutant  cette  équation  à  l'équation  (B),  on  aura,  à  cause  de 
u-=:  {x  —  a)--\-{y—b)-^[z-  —  c)-, 

^*->  1      dt'  u         ^\v    ■         v^      )       ^    ' 

et  l'on  trouvera  de  la  même  manière 

^      '  7.      dp  V  1  \u  là      j 

deux  équations  par  lesquelles  on  connaîtra  les  valeurs  de  m  et  (^  en  t. 


III. 

Je  remarque  maintenant  que  si  l'on  multiplie  l'équation  (C)  par  d{v-), 
et  l'équation  (D)  par  d{u^),  et  qu'ensuite  on  les  ajoute  ensemble,  on  a 
une  équation  intégrable,  laquelle  est 

A   Zdu 


dp 


L  M  "  J 

de  sorte  qu'on  aura,  en  intégrant  et  en  ajoutant  une  constante  arbi- 
traire 2D, 

De  plus,  si  l'on  multiplie  les  mêmes  équations  (C)  et  (D)  par  <,'-d{u-) 
et  M-rf(c-),  savoir,  la  première  par  v-d[u-)  et  la  seconde  par  u^d(v-),  et 
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qu'on  les  ajoute  ensemble,  on  aura 

I  v'^d{u'')d^(u')-k-  u-d{v'')d-{v- 


A    zv'du  +  -  ud(v-)  -h    ■^ ^ 

L  3  2M  J 


2  dt' 

D  r  ,  7    3  ,.  ,    (p-u'-)d(u'n 

—  B    lu-dv  -+--  vd[u-]  4-  -^ —^ — - 

L  2  21/  J 

=  4Crf(M'C=). 

Cette  équation  étant  multipliée  par  2  et  ensuite  ajoutée  à   l'écjua- 
tion  (E)  multipliée  par  d{u^)  -+-d{v^),  on  aura 

i    ,\'v'-[d{u-)V+u'[d{v')]n       .  ,,.       ,         ,,  ,,  ^    ,, 

_  ^  j     ^    ^     ^^  ^^,     '■    ^     ^^  J  -  A  [bu^du  -+-  bd{iw^)  -  ^f^du] 

-^{<ov^dv+&d[vu')-ipdv] 

=  2C  [rf{  M^ -I-  C')' +  4c?(M^  (/=)]-(-  2D<f(  t«' +  l.'^), 

dont  l'intégrale  est  évidemment 

'      =  2  C  (  «^  +  c*  +  6  «^  (/^  )  +  2  D  (  ?<-'  +  t'^  )  -t-  2  E , 

E  étant  une  constante  indéterminée. 

Or,  si  à  cette  équation  on  ajoute  l'équation  (E)  multipliée  par  2uv,  ou 
qu'on  l'en  retranche,  on  aura  ces  deux-ci  : 

=:2C(m  +  1')'-I-  2D(M-4-l')^+  2E, 
=:2C(«^c)'+2D(m—  t')^+2E, 

d'où,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

U  -\-  V    =^  p,         U   —   V   ^=  (J, 
A+B  =  M,       A-B=::N, 


on  tire 


I  f^  =  ^/cp'  +  Mp^  +  Bp^ -  Upp  +  E, 
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et,  par  conséquent, 


(H) 


dp 


v/Cp'  +  M/j'  +  Dyo^— M/=/>-t-E       sl^q'  +  Nç'  +  Dg'- -  ^f'q  +  E ' 


ensuite  on  aura,  à  cause  de  uv  ■■ 


p-  -  r 
4 


ji^  {p'-q')dp 

4  \JCp'  -+-  Mp^  +  D/>^  —  Mf'p  +  E 

c'est-à-dire,  en  mettant  pour  ^    ^  =^  sa  valeur 

^         sJCp'  +  mp'  +  Tip-  —  Mf'p  +  ^ 

q^ 


en  q 


(I)    dt 


y/Cq'  -h  Ng'  +  Dg=  —  Hif'q  -+-  E 

p-dp q-dq 


/i^Cp'  +  Mp'  +  Bp'-Mf'p-hE      i^JCq'-^'Nq'  +  'Dq'-Nf'q-hÉ 


Ainsi  on  a  deux  équations  dans  lesquelles  les  indéterminées  sont  sé- 
parées, et  qui  serviront  à  déterminer/?  en  q,  ettenp  et  q,  c'est-à-dire  u 
en  v,  et  t  en  u  et  v. 

IV. 

Les  équations  (H)  et  (I)  que  nous  venons  de  trouver  ont  également 
lieu,  soit  que  le  corps  se  meuve  dans  un  plan  fixe  passant  par  les  deux 
centres  des  forces,  comme  M.  Euler  le  suppose  dans  sa  solution,  soit 
qu'il  décrive  une  courbe  quelconque  à  double  courbure;  mais  dans  ce 
dernier  cas,  il  ne  suffit  pas  de  connaître  à  chaque  instant  les  distances 
du  corps  aux  deux  centres;  il  faut  de  plus  connaître  l'angle  que  le  corps 
décrit  autour  de  la  ligne  qui  joint  ces  mêmes  centres. 

Or,  si  l'on  imagine  que  A  et  B  {/ig- 1 ,  page  yS)  soient  les  deux  centres 
des  forces,  et  que  C  soit  le  lieu  du  corps,  en  sorte  que  l'on  ait 

AB=/,     AC  =  u,     et    BC  =  i', 

et  qu'ayant  mené  la  perpendiculaire  CD,  on  nomme  CD,  r,  AD,  s,  et 
l'angle  que  le  corps  C  parcourt  autour  de  AB,  <p,  il  est  clair  qu'on  aura 
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pour  le  petit  arc  que  le  corps  décrit  dans  le  temps  clt 
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de  sorte  qu'on  aura 


et,  par  conséquent, 


\/dr-  -i-  ds^  -h  r'do'; 
dr-  +  ds''  +  r^ddf''  =  dx^  -+-  dy^  -f-  dz''; 

r'^d<f  =  dx'  +  dj-  +  dz-  —  dr-  —  ds''. 

Fig.  I. 


Or,  en  considérant  le  triangle  ABC,  il  est  facile  de  trouver  que 

n-  —  v-  +  f' 

2/ 


d'où 


ds. 


udu  —  vdv 


dr 


Donc 

ds'  -+-  dr' 


f         ' 
if'^udu  —  (li'  —  v'-\-f')[udu  —  vdv) 


(udu  —  vdvf       [sf'udu  —  (u-  —  v'^  -^  f''){  udu  —  vdv)]' 


ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur  et  effaçant  ce  qui  se  détruit, 

_  ,^[d(u^)Y+u'[d[,')Y-{u^+,'-f')d[u')d[,') 

II.  10 
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Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  et  multi- 
pliant par  4/^"^  —  iu^  —  ^^  +/^)^.  on  aura 

Qu'on  mette  au  lieu  de  dx^ -h  dy- -\- dz^ ,  de  d{u^),  de  d{p^),  et  de 
i>^ld(ç^)]^  -{-u^  [d{v^)Y,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  fB),  (E)  et 
(F),  et  l'on  aura,  en  divisant  par  dt-  et  réduisant  et  ôtant  ce  qui  se 
détruit, 

ir-dt^ 

=  [4/^M=— («=-t'^+/^f]f^4C-(-  —  +  ~]  -  ^A{u'  -h  3uv'  -f'u) 
—  4B  (  i'3  +  3vu-  —f-v)  —  4C  (  M»  +  i'"  +  6m'('=)  —  4D  (  II'  +  1'^)  —  4E 

=  -4(C/'  +  D/^  +  E). 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

K^=-C/«-D/^-E, 
on  aura,  en  extrayant  la  racine  carrée  et  multipliant  par 
ïZ , 


[K 


4/K 


Supposons  maintenant,  comme  nous  avons  fait  ci-dessus, 

U  -i-  V  =:  p,       U  —  l'  ==  g, 

c'est-à-dire 
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et  nous  aurons 

d^  ^  4/K      

dt        Pip  +  qY-ipq+pY 

4/K 

ip'-Dit-r) 

_    4/K 


p'-q"\p'-.f'     f-f' 

Mais  on  a  par  l'Article  III 

4c?<     _  dp 


p'  —  q'     ^/'Cp'  +  Mp'  +  i)p'--mpp-hE 

dq 


sjCq'  +  Nfy^  -1-  D^^  —  N/r/  +  E 
donc  on  aura  enfin 

fKdp 


P'  —f  )  \/^P'  +  M/>'  -h  Dp'  —  Mpp  +  E 
f^àq 


(  ç=  — /=  )  ^Cq'  -^nq'-hT)q-—  TSf'q  -+-  E 

ce  qui  donnera  ©  enp  et  ^,  c'est-à-dire  en- m  et  v. 

Ainsi,  la  solution  du  Problème  est  réduite  maintenant  a  l'intégration 
de  trois  équations  ditTérentielles  dans  lesquelles  les  indéterminées  sont 
toutes  séparées. 

Au  reste,  l'équation  (K)  donne 

dcp         K  .  .  ,.        fr-d<f 

-r^  = -jr-,5     ou  bien     dt  =      ,.     , 
dt        jr'  K 

ce  qui  montre  que  le  corps  décrit  autour  de  la  ligne  BA,  c'est-à-dire  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  cette  ligne,  des  aires  proportionnelles  au  temps. 

V. 

A  l'égard  des  constantes  C,  D,  E,  elles  sont  entièrement  arbitraires  et 
ne  dépendent  que  de  l'état  initial  du  corps.  Pour  les  déterminer,  suppo- 
sons que  tjuand  ^  =  o  on  ait 


,       du  di,'  Jdx^  -+-  dv-  -+-  dz- 

''  dt  dt  dt 
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et  les  équations  (B),  (E)  et  (F)  donneront 

.,  2  A  2B 

^.ghmn  -  A  Ug  +  '-^-^^  -  B  (s/!  +  ^^^')  =  4C( g'^  +  lr-)  +  2D, 

=  C  (g-^  +  A^  +  &g-h-)  H-  D  (g=  +  A=)  +  E; 
d'oïl  l'on  tire 

P  _  A_  _  _B 

et  comme  K-  =  —  C/'  —  D/^  —  E,  on  aura 

K=  =  7  [4/^g-'^  -  (g=  -  /»'  ^P  y]  -  g'-  h'  (  '"'  +  «')  +  gl'^S'-  +  h'-p)mn. 

Si,  au  lieu  de  la  vitesse  j,  on  veut  introduire  la  vitesse  que  le  corps  a 
pour  tourner  autour  de  la  ligne  des  centres,  on  nommera  cette  vitesse  /, 
et  l'équation  (K)  donnera 

,  4/K    

4/'g-=-(g^-/'^+,r)^' 

d'où  l'on  aura 

K,_  [4/'g--(g--^'+.fn  i\ 

donc 

-  -  [4/V-irziii±/!)!]J!  ^  4g^  A=  (  '"=  +  «=  )  -  4g'/*  (  g^  +  /'=  -/'^  )  '"« . 
'■-  4y.  +  4/^g'-(g^-/i'+rr  ' 

ainsi,  il  n'y  aura  qu'à  substituer  cette  valeur  dans  celles  des  quantités  C, 
D,  E,  que  nous  avons  trouvées  plus  haut. 
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VI. 

La  solution  du  Problème  est  donc  réduite  à  l'intégration  des  trois 
équations  (H),  (I)  et  (L).  Or,  comme  les  indéterminées  sont  séparées 
dans  ces  équations,  il  est  clair  qu'il  n'y  aura  qu'à  intégrer  chaque 
membre  comme  une  différentielle  particulière  qui  ne  contient  ({u'une 
variable;  mais,  en  examinant  ces  différentielles,  on  reconnaîtra  bientôt 
qu'elles  dépendent  en  général  de  la  rectification  des  sections  coniques, 
et  peut-être  aussi  de  la  quadrature  de  quelque  courbe  du  troisième 
ordre;  de  sorte  qu'il  est  impossible  d'arriver  par  ce  moyen  à  des  équa- 
tions intégrales  et  finies.  Cependant,  si  l'on  suppose  B  =  o  ou  A  =  o,  ce 
qui  rend  N  =  -l-  M,  il  est  certain  que  le  Problème  ne  dépendra  que  de  la 
quadrature  du  cercle  ou  de  l'hyperbole,  car  alors  on  aura  le  cas  d'un 
corps  qui  se  meut  en  vertu  d'une  seule  force  tendant  vers  un  centre. 

Comme  le  développement  de  ce  cas  renferme  des  discussions  délicates 
dont  l'analyse  pourra  tirer  quelque  fruit,  je  crois  devoir  l'examiner  un 
peu  en  détail. 

Supposons  d'abord  B  =  o,  et  les  équations  du  Problème  deviendront, 
en  mettant  A  à  la  place  de  M  et  de  N, 

'II. ^ ^ 


(N) 


(0) 


4  \J^p*  -1-  A/>'  • 

■+-Dp^-A/V 
q'dq 

+  E 

4^/Cg*  +  A 

q^  +  Df-Kf 
fKdp 

q  +  E 

ip"—.f')\l^p' 

-i-Ap'-i-Bp'- 
fJidq 

-^PP 

+  E 

iq'-D  s/Cq'  +  \q'  -^Bq^-Apq  +  E 


78  RECHERCHES  SUR  LE  MOUVEMENT  D'UN   CORPS 

Or,  si  l'on  reprend  l'équation  fC)  de  l'Article  II,  et  qu'on  y  suppose 
B  =  o,  on  aura 

i  d-{u-)        A 

-  =  4C, 


dt- 


laquelle,  étant  multipliée  par  d{u-)  et  ensuite  intégrée,  donne,  en  ajou- 
tant la  constante  H, 

(Q)  iI^=-.A«  =  4C«^+H, 

d'où  l'on  tire 

I  d(u-) 


:R)  ^  =  v/H-I-2Am4-4Cm^ 


Or 


I  diu') udu  u{dp  -\-  dq) 

1     dt  dt  idt        ' 


donc,  mettant  au  lieu  de  -jj  et  -^  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (G), 
on  aura,  à  cause  de  m  =  ^ — -■>  v  =  - — -  et  de  M  =  N  =  A, 


j  (/;-g)v/C(/>  +  5)^  +  A(/7  +  9)  +  H 

(       =  ^ç.p"  +  kp'  -\-  {)p'  —  kpp  -+■  E  +  ^iCq*  +  kq'-^Dq'-  kp  q  -ht. 

C'est  l'intégrale  de  l'équation  (Mj,  dans  laquelle  H  est  une  nouvelle 
constante. 

De  plus,  l'équation  (R)  donnera 

(T)  dt:  "'^^ 


y/H  +  aÂM  -+  4C«^ 


de  sorte  qu'on  aura  t  en  u  par  les  logarithmes  ou  par  les  arcs  circulaires, 
et  cette  valeur  de  t  donnera  (en  mettant  ^ — ~  à  la  place  de  u)  l'intégrale 
du  second  membre  de  l'équation  (N). 


QUI  EST   ATTIRÉ   VERS  DEUX   CENTRES  FIXES.  79 

VIII. 

Pour  trouver  maintenant  l'intégrale  de  l'équation  fOj,  je  reprends 
l'équation  (K),  et  faisant  (Art.  IV), 

j'ai 

—  •      d  ou      ace  =r 


Or,  en  retranchant  l'équation  (Dj  de  l'équation  (C)  et  mettant  if'^s 
au  lieu  de  u^  —  v"^  +/^,  on  a,  à  cause  de  B  =  o, 

d'^s        ks 
dt^         «=• 

Soit  *=  Mz,  et  l'on  aura 

zd^u-\- idzdu-^  ud''z       kz 
df^ +  "^  =°- 

Mais  l'équation  (P)  donne 

ud^u  +  du'       ,_       A 
.     dP       -^^-"17' 
et  l'équation  (Q)  donne 

— 7— -  =H  +  2Am  +  4Cm^; 
dt^  ^ 

de  sorte  qu'on  aura 

d'u  _      A       H 

df^  M^       «/'' 

donc,  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  elle  deviendra 

celle-ci 

idzdu-^  ud''z       Hz 

df-  M^^°' 

laquelle,  étant  multipliée  par  iii^dz  et  ensuite  intégrée,  donne 
(U)  ^-H^^  =  L. 
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d'où  l'on  tire 

dt  dz 


mais  à  cause  de  s  =  uz,  on  a 

Kdt 

d(. 


/«'  (  I  —  z- 
donc  on  aura 

Kdz 


da 


f{i  —  z-)s/L-hUz' 
Pour  mettre  cette  équation  sous  une  forme  plus  simple,  je  fais 


ce  qui  me  donne 


dz  = ji      1  —  z^= -,      iJL  -hïiz-  =  ^ ^^ '— 


(i +  ;■=)  = 

et,  par  conséquent, 

(V)  dr.  ""'' 


I  +  ;-        '  ^iH-  ,-= 


/v/L  +  (L  +  H)r 


d'où  il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  de  o  en  r;  après  quoi  il  n'y  aura  plus 
qu'à  substituer  pour  rsa  valeur  tirée  de  l'équation 


IC-—  v-  +  f 

K —  =z  S^  UZ  . 


laquelle  est 


I  -I-  r- 


^i^Pu^-(u^-.^-+ pr- 
it faisan-t  ensuite 


ce  qui  donnera 


on  aura  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  iO). 


QUI   EST   AÏTIKÉ   VERS  DEUX  CENTRES  FIXES.  81 


IX. 


Nous  avons  vu  que  la  constante  H  est  entièrement  arbitraire;  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  de  la  constante  L  :  en  effet,  si  l'on  reprend  l'équa- 
tion fU)  et  que  l'on  y  substitue  pour  u  et  pour  z  leurs  valeurs  en  p  et  q, 
lesquelles  sont 

„  _  p  +  q      ,  _  PÇI+f' 

on  aura,  en  multipliant  par  16/-, 

[{f-f'-)dq  +  {f--.ndpY       16 jpg +f  nu  _  ,6 ... r 
dp  {p  +  qY        ^     ■^      ' 

c'est-à-dire 

(p'--fn'dq^  +  (q^-fn'df  +  o^[f-f'){q'-fndpdq 
dt- 

[p  +  qY  ■> 

Mais 

■3.dpdq=^(dp  +  dqf—  dp-  —  dq'  =  4  du-  —  dp'  —  dq-; 

donc  on  aura 

iP'-qn[{p'-fndq'-{f-fndp'] 
dt- 

dP  {p  +  qY  ^       ' 

Substituons  maintenant,  au  lieu  de  -t-,5  -^j  -^-,5  leurs  valeurs  résultant 

dt^    dt-    dt  ^ 

des  équations  (Q)  et  (G),  c'est-à-dire 

du-  H-i-2Am-)-4Cm' 

~dF  ' 
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ou  hien,  à  cause  de  u=  - — -^ 

2 

du'        ,r       H  2  A  ,,,| 

dp-  _  i6{Cp'  -h  A/)'+  D;;-—  \f-p  +  E) 
dr-  ~  {p'—q'f  ' 

dq'  _  i6{Cq>  +  Aq'  +  Bq'—  Af'q  +  E) 
dP  -  (f--q'Y  ' 

et  nous  aurons  l'équation 

-{q'-f'}{Cp'  +  A/;'  +  Dp^-  A/=/;  +  E)] 
+  ^b(p'-f'){q'  —  f']\  -, ■ — ^H ; I-4C '^^     f    '  =ibf-L, 

laquelle  se  réduit,  en  effaçant  ce  qui  se  détruit,  à  celle-ci  : 

C/^  +  D/^  +  E-/  =  H=/a. 

Or,  nous  avons  supposé  plus  haut  (Art.  IV)  K^  =  —  C/'  —  D/^  —  Ë: 
donc  on  aura  —  K-  —./"H  =/-L,  et,  par  conséquent, 

K'+/'H 

Cette  valeur  de  L  étant  substituée  dans  l'équation  (Vj,  on  aura 
,  ^^.dt■ 

d(f  : 


ou  bien,  en  divisant  le  haut  et  le  bas  de  la  i'raction  par  K, 
,  dr 

d<a  = 


^_K^ 


pq  +.P 
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donc,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 


/- 


p._ ^P^\ />?+/- 


eu  sorte  que  l'on  ait 


V^ 


,  de 

dw  = 


et,  pai'  conséquent, 


(p  =:arcsinp  -f-  G, 
G  étant  une  constante  arbitraire. 

X. 

On  aurait  pu  aussi- tirer  l'intégrale  de  l'équation  (M)  de  l'équation  (U) 
car',  en  extrayant  la  racine  carrée,  on  aura 

mais 

,_    Pl-^f      „.     ,._P  +  (I. 


fip  +  q) 

donc 


donc,  substituant  cette  valeur  et  mettant  ensuite  à  la  place  des  quantités 
^  et  -^  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (G),  on  aura 


^f>.-.V'-'7e^'• 


où  l'on  se  souviendra  que/-L  =  C/'  +  D/-  +  E  —/-H. 

Si  l'on  compare  cette  équation  à  l'équation  (S)  trouvée  ci-dessus,  on 
verra  qu'elles  s'accordent  parfaitement,  ce  qui  peut  servir  à  confirmer  la 
bonté  de  nos  calculs. 
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XI. 

Supposant  toujours  B  =  o,  en  sorte  que  l'orbite  du  corps  soit  (comme 
on  sait)  une  section  conique  dont  l'un  des  foyers  tombe  dans  le  centre  A, 
on  pourra  placer  l'autre  centre  B  partout  où  l'on  voudra.  Prenons  ce 
centre  dans  le  point  d'où  l'on  suppose  que  le  corps  est  parti,  et  l'on  aura, 
dans  les  formules  de  l'Article  V, 


et  par  conséquent. 


B  =  o,      /«  =  o,     g=r/; 


c-i^-A, 


2  A 

ou  bien,  à  cause  de  i'-  =  4C  H — 7^5 

D  =  -2C/^-A/; 
E  =  C/'  +  A/'. 

Donc  on  aura,  en  substituant, 

Cp'  -h  Ap'  -+-  Dp'  —  kf-p  -h  E 

=  Cp'  +  A;,=  -  2  Cpp'  -  kfp^  -  A/>  +  C/^  +  kp 

=  C{p^--pY  +  k{f-~f')(p-f) 
=  {p-.fnc{p+fy  +  kip+f)], 

et,  de  même, 

Cq'  +  kq'  +  T)q'-  -  kf'q  +  E  =  {q-fY  [C(q  +fY  +  k(q  +/)  |. 
De  sorte  que  les  équations  (M)  et  fN)  de  l'Article  VII  deviendront 

dp  "  dq 

ip  -f)  ^CTp  +fy  +  k{p  +f)  '  [q  ~f)  ^''C(q  +fY^  kiq^TJ)' 

dt^  —P^ 'i^ 


i(p-f)s/C{p-^fY  +  k{p+f)     ^/i{q-f)^C{q+fY  +  kiq+f) 
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fi 
Multiplions  la  première  par '^  et  ajoutons-la  à  la  seconde,  on  aura 


dt: 


[p"-f")dp {q'—f'')dq 


Mp-f)^JCp+fy-  +  k(p+f)       ^(q-f)s!C{q-fY  +  k{q+f) 


c'est-à-dire 

j^^  iP+.f)dp  _  {q+f)(iq 

i^C{p+fY  +  A(p+f)       4v'C(î+/r-l-A(ç+/)' 

donc,  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité  . 

,.^P_±f^'L±JL±f, 

2  2 


,  rdr  sds 

dt: 


Or,  lorsque  ^  =  o,  on  a,  par  hypothèse,  (>=  o,  donc  r=^s\  ainsi  il  ne 

faudra  point  de  constante  dans  l'intégration,  pourvu  que  les  intégrales 

des  deux  formules 

rdr  sds 


^4Cc^+2A;'  \/^Cs-  -{-  zAs 

soient  prises  de  la  même  manière. 

Cette  expression  du  temps  t  est  remarquable  en  ce  qu'elle  ne  contient 
qu'une  seule  constante  C  dépendante  de  la  nature  de  la  section  conique, 
au  lieu  que  les  expressions  ordinaires  en  contiennent  nécessairement 
deux.  Pour  voir  ce  que  c'est  que  cette  constante  C,  il  n'y  a  qu'à  consi- 
dérer l'équation  fT)  de  l'Article  VU  dans  laquelle,  u  étant  le  rayon  vec- 
teur, il  est  clair  que  les  absides  de  l'orbite  seront  aux  points  où  jt  =  o. 
c'est-à-dire  où  H  +  2 Au  +  liCir  =  o;  d'où  il  s'ensuit  que  si  l'on  nomme 
u'  et  u"  les  valeurs  de  u  tirées  de  cette  équation ,  on  aura  u'  -h  u"  pour  le 
grand  axe,  et  u'—  u"  pour  l'excentricité;  mais,  sans  résoudre  l'équation, 
on  sait  que 

2A 
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dont',  si  l'on  nomme  a  le  grand  axe  de  l'orbite,  on  aura 


— ■  =:  a,     et  pai'  conséquent     C  ^ ^-i 

>.C  la 


le  sorte  que  I  on  aura 


dt  y'a  A  =  — - 


■dr 


sds 


\A-7    s/'-^ 


Donc,  si  BC  {Jig.  i)  est  une  portion  quelconque  de  la  section  conique 
décrite  par  le  corps  autour  du  foyer  A,  le  temps  employé  à  parcourir 


Fig. 


l'arc  BC  sera  donné  par  la  somme  des  deux  rayons  vecteurs  AB  et  AC, 
par  la  corde  BC  et  par  le  grand  axe  de  la  section:  car  faisant  AB  =/, 
AC  =  M,  on  aura  BC  =  (';  donc 


AB  +  AC  +  BC 


AB  +  AC  —  BC 


et  le  temps  cherché  sera  exprimé  par 

C      rdr  r*      sds 


V'' 


V'-J 


v/aA 


Au  reste,  ce  théorème  a  déjà  été   démontré  synthétiquement  par 
M.  Lambert  dans  son  Traité  sur  les  Orbites  des  comètes. 
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XII. 

Comme  la  difficulté  de  l'intégration  des  équations  (H),  (Ij  et,(L), 
qui  renferment  la  solution  du  Problème  général,  ne  vient  que  des  radi- 
caux \!Cp''  +  M/>»  -H  0/^==-  mpp  +  E  et  v/C^''4-N^'+D7--N/^^+Tî, 
supposons  que  les  constantes  C,  D  et  E,  dépendantes  de  l'impulsion  pri- 
mitive du  corps,  soient  telles,  que  les  quantités 

C/)^  +  My>' +  Dyy=  —  M/-/?  +  E     et     C^' +  N^' 4- D^- —  N/-(/ +  E 

contiennent  chacune  un  facteur  carré;  et  il  est  clair  que  les  radicaux 
dont  il  s'aait  se  réduiront  aux  formes 


[p  —  a)  v^Cp--!-  (^T?  +  y 
et 


de  sorte  que  les  équations  du  Problème  ne  dépendront  plus. que  de  |;i 
quadrature  du  cercle  ou  de  l'hyperbole. 

Pour  cela  je  fais  p  —  r/,=ix,  et  je  substitue  a;  +  a  au  lieu  de  p  dans  la 
quantité  C/)' +  M/>^ -h  D/j^— M/-/?  + E;  j'ai,  en  ordonnant  les  termes 
par  rapport  à  x, 

<C.x'  +  (4Ca  -I-  M)  X'  -f-  (6Ca-  +  3Ma  -h  D)  x' 

+  (4Ca'-)-  3Ma^  H-  ?,Da  —  M/--)x  +  Klc,}  +  Ma' +  Da- —  M/-a  +  E. 

Or,  afin  que  cette  quantité  contienne  le  facteur  r-,  il  faut  nécessai- 
rement que  les  deux  derniers  termes  évanouissent;  ainsi  l'on  aura  les 
deux  équations 

(  Ca'-l-Ma'-l-Da^— M/'=a  +  E=:::o, 
(X)  y  • 

I  4C«'  +  3Ma=-l-2Da  — M/^  =  o, 

par  le  moyen  desquelles  on  déterminera  tant  la  quantité  a  cjue  la  rela- 
tion qui  doit  avoir  lieu  entre  les  constantes  C,  D,  E. 
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De  cette  manière,  la  quantité  dont  il  s'agit  deviendra 

jc^  [C^'=  +  (4Ca -+- M)  ar  +  6Ca=  +  3Ma  +  D], 

OU  l»ien,  en  remeUant/)  —  a  pour  x, 

(/>  -  a)=  [Cyj-' +  (  aCa -h  M  )p -(- 3Ca= -h  aMa  +  D]  ; 

de  sorte  que  l'on  aura 

(3  =  2Ca-)-M     el     y  =  3Ca'-(-2Ma-h  D. 
On  trouvera  de  la  même  manière  les  deux  équations  en  ), 


(Y) 

et  ensuite 


CX'  +  N?i'  +  DX=-  N/^X  +  E  =  o, 
4X^+3NX'+2DX— N/^=o, 

=  2CX  +  N     et    v  =  3C>,^-4-2NX-(-D. 


XIII. 

En  faisant  p  —  u  =  x,  et  supposant  que  les  deux  équations  fXj  aient 
lieu  en  même  temps,  on  aura 

dp  dx 


v/C/>^  +  M/7'  +  D/>'  — M/^/>  +  E       xv/C^=-f-(4Ca  +  M),r  +  6Ca=  +  3Ma  +  D' 

supposons  X  infiniment  petit,  et  le  second  membre  de  cette  équation 
deviendra 

dx 


x^/6Ca^+  3Ma  +  D 
dont  rintésrale  est 


l0£ 


v'6Ca'-+3Ma  +  I)         >^ 

X  étant  une  constante  indéterminée. 

Or,  si  l'on  fait  (ce  qui  est  permis)  X  =  o,  et  que  l'on  suppose  aussi  a;  =  o, 

la  quantité  -^deviendra  -?  c'est-à-dire  indéterminée;  d'oii  il  s'ensuit 
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qu'en  faisant  p  =  a,  la  valeur  de 

dp 


h 


^C/)<  +  M;?'  +  Dp''  —  Mpp  -+-  E 

restera  indéterminée,  et  qu'ainsi  l'équation  (H)  aura  toujours  lieu  quelle 
que  soit  d'ailleurs  la  valeur  de  q. 

Donc,  lorsque  les  constantes  C,  D,  E  sont  telles,  que  les  deux  équa- 
tions (X)  aient  lieu  en  même  temps,  on  pourra  supposer />  =  «,  et  les 
deux  autres  équations  du  Problème  seront 

j,  _  (cc'-q')dq 


d(if^=. 


4  v/Cg'  +  Nç'  +  \)q'  -  N/^g  -)-  E 


(f^-an{r~r-)s/Cq^  +  '^q'  +  T)q^--!if-q+-E 


Or,  puisque/?  =  «  +  (',  il  est  visible  que  la  courbe  décrite  par  le  corps 
sera  une  ellipse  mobile  autour  de  son  grand  axe,  et  dont  les  foyers  tom- 
beront dans  les  deux  centres  des  forces. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  si  les  équations  (Yj  ont  lieu  et 
qu'on  fasse  q  =  1,  l'équation  (H)  aura  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  p, 
et  que  les  deux  autres  équations  du  Problème  deviendront 

dt  = ir--^')dp 


4  sJCp'  +  M/j'  -+-  Djo^  -  m.f-p  -f-  E 

do=  - ^ .mp^-->^')dp 


et  comme  q^  u  —  v,  on  voit  que  la  courbe  ne  sera  autre  chose  qu'une 
hyperbole  mobile  autour  de  son  axe,  et  ayant  ses  deux  foyers  dans  les 
centres  mêmes  des  forces. 

XIV. 

Si  l'un  des  centres  des  forces  s'éloignait  à  l'infini,  alors  la  force  ten- 
dant à  ce  centre  infiniment  distant  deviendrait  uniforme  et  agirait  sui- 
vant des  lignes  parallèles;  ainsi  l'on  aurait  le  cas  d'un  corps  attiré  vers 
un  centre  fixe  par  une  force  réciproquement  proportionnelle  aux  carrés 

II.  12 
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des  distances,  et  poussé  en  même  temps  par  une  force  de  valeur  et  de 
direction  constantes. 

Pour  appliquer  nos  formules  à  ce  cas,  il  est  visible  qu'il  n'v  a  qu'à 
faire/ ^  ce  ,  et  ensuite  c  :=  ce  si  c'est  le  centre  B  qui  s'éloigne  à  l'infini, 
ou  bien  ^^  =  oo  si  c'était  le  centre  A  qui  fût  infiniment  distant. 

Soient  donc  /=  ce  et  (^  =  oc  ,  et  soit  z  la  différence  de  ces  deux  quan- 
tités, en  sorte  que 

il  est  clair  qu'en  supposant  que  A  (Jig.  3)  soit  le  centre  des  forces  A, 
AB  la  ligne  suivant  laquelle  agissent  les  forces  constantes  et  parallèles, 

Fig.  3. 


C  le  lieu  du  corps  dans  un  instant  quelconque,  et  CD  une  perpendiculaire 
abaissée  du  point  C  sur  la  ligne  AB,  on  aura  AC  =  «  et  AD  =  z  ;  de  sorte 
que  les  équations  en  u  et  i>  devront  se  changer  en  d'autres  équations 
en  u  et  z. 

Soit  A  =  2ag^  et  B  =  2|3A^,  en  sorte  que  2x  et  2^  soient  les  forces 
qui  agissent  sur  le  corps  au  commencement  de  son  mouvement,  la  pre- 
mière de  ces  forces  étant  dirigée  vers  le  centre  A,  et  la  seconde  parallè- 
lement à  la  ligne  AB  ;  les  constantes  C,  D  et  E  déterminées  dans  l'Ar- 
ticle V  deviendront 


(3/î, 


E  =  g'^/j=(m^-f-  n^)  —  gh{g''  +■  h- 


-f^)-i^h(h^-g'-p), 


■^h). 
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Or,  puisque  h  est  la  valeur  de  v  au  premier  instant,  si  l'on  suppose 
que  Z  soit  alors  la  valeur  de  z.,  on  aura  h=f—  Z,  et  les  expressions 
précédentes  deviendront,  en  ordonnant  les  ternies  par  rapport  à/, 


c  = 

=  y  +  //. 

D  = 

=  ô  +  o'f  -+- 

ô"/^ 

E  = 

=  e  +£'/  + 

E"/'  + 

£"'/'-HE' 

\P 

-+-  £' 

',r. 

où 

l'on 

y 

aura 

'4  ~ 

ag--t- 

^z, 

y' 

=  — .? 

mnZ  - 

(r  +  z^)' 

'-(ai 

r  +  ^Z)( 

g' 

-Z^ 

), 

^^"  =  -  ^+2(ag+^Z), 

^   =  j(g'^-Z=f-t-^/w«Z(g'=  +  Z')  +  ^Mm=  +  «MZ% 
£'  ^  i''2-{g- —  Z^)  —  gmnig^  -+-  3Z')  —  2g-=(m^-t-  n')Z, 
£"=g^=('n^+«^)  +  3g^/,mZ-  -^(g.^_3Z^)  +  (ag+(3Z)(g-^-Z^), 
£'"  =  — g-/n/i  — Z(/=— 2a^)  — P(g-^— 3Z^), 
^■'=^-«*— 3PZ, 
£^-  =  j3. 

De  plus,  si  l'on  fait 

M  =  a  -h  u.'f+  u"f-, 
N  =  V  +  v'/-f-  v"/-, 

on  aura 

lJ.  —  lixg'  +  ïP,Z\      p.'=  — 4(3Z,      a"  =  2(3, 
v^^2ag^ — 2[3ZS     v'=4(^Z,  v"  ^  —  2(3. 

Maintenant,  puisque/?  =^u-\-v  et  q=^u—  v,  on  aura 

p=f+u  —  z,     et     q  =z  —f-h  u  -i-  z; 
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soient  donc  «  +  s  =  Q  et  a  —  z  =  P,  en  sorte  que 

p^f+?    et    ^  =  -/+Q; 
on  aura,  après  toutes  les  substitutions, 

Cp'  -+-  Mp'  -h  Bp^  —  Mfp  -+-  E 

=  f'(y'  +  e^)  +/ny  +  ^"  +  e-  +  (4y'  +  ^f"  )  p] 

+  /'  [ô'  +  e'"  +  {4y  +  2^'  +  2Ô")P  +  (6/  +  3,;.")  P=] 

+  p  [ô  +  e"  +  2  (  fx  +  Ô'  )  P  +  (6y  +  3//'  +  â")  P=  +  (4y'  +  ,""  )  ?'] 

+  /  [e'  M-  2ÔP  +  (3fz  4-  Ô'  )  P^  +  (4)/  -f-  /7.'  )  P'  +  y'P^] 

-)-£-i- ôP^  +  p-P=  +  yP*. 

Or, 

y'  +  e'  =;  o, 

y  +  ô"  H-  £■"  =  o, 
4y'  +  2|a"  =  o, 
ô'  +  £'"=  o, 

4y  +  2f/.'  -+-  2Ô"  =  o, 

6y'  4-  3p,"  =  o, 

ô  H-  e" :^  g'' {  m' -¥-  II')  +  igmn'L  —  i-{g-  —  Z''), 

l^-h  è'  ^  gmn  +  PZ  H-  2ag(g-—  Z)  +  (3(g-'—  Z-), 

6y  +  3f/'  +  ô"=f=-4(ag  +  (3Z), 

4y'  +  f^"  =  -2(3, 

Donc,  puisque  les  coefficients  des  ternies  affectés  de /%  de/^  et 
de/^  sont  nuls,  et  que  ceux  des  termes  aff'ectés  de/-  ne  le  sont  pas, 
il  s'ensuit,  à  cause  de /=  =0  ,  que  ces  deux  derniers  termes  sont  les 
seuls  qui  doivent  être  conservés;  de  sorte  qu'on  aura 

Cp'  +  Mp'  -h  Bp'  —  Mf'p  +  E 

=  /^  [( 4y' 4- p."  )  P=' +  ( 6y  +  3p.' -h  d'"  )  P' -f- 2  ( /jH- ô' )  P  +  ô  +  e" ]. 

De  même,  en  changeant/?  en  5-  et  M  en  N,  et,  par  conséquent,  P  en  Q, 
yen  —/et  pi  en  v,  fx'  en  v',  p."  en  v",  on  aura 

Cç'  +  Nç'  +  Dç=  -  N/^7  +  E 

=  /'  [(4y'  +  v")  Q'  +  (6y  +  3v'  4-  ô" ) Q^+  2  (v  +  ô'  )Q  +  ô"  4-  e"]. 
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Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

n  =  gmn  -h  i'Z  +  iag{g— Z)  +  ^{g- —  Z'), 
B  ^  g^{m?  +  n-)  —  igmnZ  —  P  [g"^  —  Z-  ), 

17=  gmn  +  i  =  Z  +  lagig—  Z)  +  (3(g-^—  5Z-), 


y/C/?'  -+-  Mp'-\-Dp'—Mpp  -+-  E  =  fy/-  2(3P'  +  ÇP=  4-  2r)P 


v/Cç^  H-  Ng=  -4-  Dç=  —  N/^ç  -4-  Ë  =/v/-  6(5Q=  -t  pQ^  +  9.crQ  +  e, 
et  l'équation  (H)  de  l'Article  III  deviendra 

rfP dQ 

y/— 2|3P'  +  ÇP^  +  2-/)P  +  0  ~  \/—6^Q'  +  pQ'-i-  20-0  +  9 

Ensuite ,  on  aura 

(P  +  Q)rf/, 


2^- 

-2pP'-f-ÇP=+2ï)P+9 

ou  bien 

dt  — 

PrfP 

Q6?Q 

2  y/-  2(3 P'  +  ÇP=  +  2nP  +  0       2  v'-  6(3Q=  +  pQ^  -t-  ao-Q  + 

Enfin,  pour  avoir  la  transformée  de  l'équation  (L),  on  remarquera  que 
—  K-  est  égal  à  ce  que  devient  la  quantité  Cjo''  +  Mjd^+  Dp^—M/^p  +  E 
lorsque  p^=f,  de  sorte  qu'à  cause  de/j=/+P  il  n'y  aura  qu'à  faire 
P  =  o  dans  la  quantité  (— 2jSP'+  ÇP-+2vîP-i-5)/^  pour  avoir  la  valeur 
de  —  K^  laquelle  sera  par  conséquent  égale  à  ô/^;  mettant  doncf\/—d 
au  lieu  de  K  et  faisant  les  autres  substitutions,  on  aura 


2P  y/—  2(3P'  +  ÇP'  +  2y)P  +  ô         2Qy/-6(3Q'  +  pQ=-f-2(7Q  +  e 
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'       XV. 

Ce  Mémoire  a  été  composé  en  1767,  avant  la  publication  du  tome  XI 
des  Nouveaux  Commentaires  de  Pétershourg.  J'ai  trouvé  depuis  dans  ce 
tome  de  nouvelles  recherches  de  M.  Euler  sur  le  Problème  cjue  nous  ve- 
nons de  traiter,  dans  lesquelles  ce  savant  résout  aussi  le  cas  où  l'orbite 
du  corps  serait  à  double  courbure,  ce  qu'il  n'avait  point  fait  dans  ses 
premières  recherches  sur  cette  matière.  Au  reste,  le  lecteur  peut  com- 
parer notre  solution  avec  celle  qu'on  trouve  dans  le  tome  cité,  et  juger 
laquelle  des  deux  est  la  plus  directe  et  la  plus  simple. 


SECOND  MÉMOIRE, 

ou   L'ON   APPLIQUE   LA   MÉTHODE   PRÉCÉDENTE    A   DIFFÉRENTES 
HYPOTHÈSES   D'ATTRACTION. 


Nous  avons  supposé  dans  le  Mémoire  précédent  que  le  corps  était 
attiré  par  des  forces  réciproquement  proportionnelles  aux  carrés  des 
distances,  et  nous  avons  trouvé  que  dans  cette  hypothèse  les  équations 
du  mouvement  du  corps  étaient  intégrables.  Nous  allons  maintenant 
examiner  en  général  s'il  n'y  aurait  point  d'autres  hypothèses  d'attraction 
où  l'intégration  réussirait  aussi;  c'est  une  recherche  qui  peut,  je  crois, 
n'être  pas  sans  utilité,  soit  dans  le  Calcul  intégral,  soit  dans  la  Méca- 
nique. 

I. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  de  l'orbite  du  corps,  p  sa 
distance  à  l'un  des  centres  et  P  la  force  d'attraction  de  ce  centre,  q  la 
distance  du  corps  à  l'autre  centre  et  Q  la  force  d'attraction  de  ce  second 
centre;  enfin,  soient  a,  b,  c  les  coordonnées  qui  déterminent  la  position 
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du  centre  des  forces  P,  et  a,  /S,  7  les  coordonnées  qui  répondent  au 
centre  des  forces  Q;  on  aura,  en  prenant  l'élément  du  temps  dt  pour 
constant,  les  trois  équations  suivantes 

d''x       (x  —  a)V       (x  — a)Q 
dt-  p  q 

d-y   ,  (,r-6)P  ^  (j-^)Q_„ 


dv 

d^ 
df 


d'z       (z  — c)P       (2  — y)Q 


dans  lesquelles 


p^^{x  —  ay-h(x—h)'-+-{z  —  c)\ 


II. 

Supposons  que  P  soit  une  fonction  dep,  et  Q  une  fonction  de  q,  cl  les 
équations  précédentes  donneront  d'abord  cette  intégrale 

,  .  ,  dx^ -h  dr' -i~  dz^  r ,,  .  C r^  j 

(A)  -^^ h2  j   Vdp-h2  j  Qdq=:o. 

Ensuite,  nommant /la  distance  entre  les  deux  centres,  en  sorte  que 


on  trouvera,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  de  l'Article  II  du 
Mémoire  précédent,  ces  deux  équations  en/»,  q  et  t, 

l^^(^q^^Pl±Jt:zm^.jvdp  +  .jiidq=.o. 

Ou  bien,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité, 

_        p'=rx,     q^-^f\r,     ^  =  X.     |=Y     (*), 

(*)  Il  ne  faut  pas  confondre,  les  quantités  .r  et  j  que  nous  employons  ici  avec  celles  que 
nous, avons  déjà  eniployées  dans  l'Article  précédent. 
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on  aura  ces  deux-ci  : 


(B) 


j—  -h\x  -h  ^ h  j  \dx  -h  j  Ydy  =  o, 

— j^  -+-  Yr  -)- 1-  I  ^dx  -+-  j  \dr=o, 


flans  lesquelles  X  est  une  fonction  de  x,  et  Y  une  fonction  de  y. 

Ainsi,  la  solution  du  Problème  dépend  maintenant  de  l'intégration  de 
ces  deux  équations. 

III. 

Pour  rendre  nos  recherches  plus  générales,  proposons-nous  les  équa- 
tions 

-  —nr  +M  =  o, 
2    dt' 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  x,  y,  et  voyons  quelles  sont  les  conditions 
de  l'intégrabilité  de  ces  équations. 

Nous  supposerons  que  ces  deux  équations  étant  multipliées  l'une  et 
l'autre  par  des  quantités  convenables,  et  ensuite  ajoutées  ensemble, 
forment  une  équation  intégrable.  Cette  supposition  est  peut-être  la  seule 
qui  convienne  à  la  nature  des  équations  proposées,  et  elle  est  d'ailleurs 
la  plus  naturelle,  et  en  même  temps  la  plus  générale  qu'on  puisse  faire. 
Or,  comme  les  deux  membres  M  et  N  sont  des  quantités  finies,  il  est 
visible  que  les  multiplicateurs  ne  sauraient  être  que  des  quantités  diffé- 
rentielles du  premier  ordre.  Prenons  donc  mdx  -h  ndy  et  ixdx-hvdy 
pour  les  multiplicateurs  dont  il  s'agit,  m,  n,  p.  et  v  étant  des  fonctions 
de  X  ely,  et  nous  aurons  l'équation 

mdxd'-x-hndyd'x-hu.dxd^r-hvdyd'y      ,     ■.,        », ,  ,        ,    ,,       -,j ,  , 

■- j-f ^ ^ — '-  -i-(/reM  +  fy.N)</a7-t-(«M-t-vN)</j=o, 

laquelle  ne  saurait  être  intégrable  à  moins  que  les  deux  parties  (savoir 
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celle  qui  conlienl  des  diiïéreiices  se(;oii(les  el  celle  (|ui  ne  conliciil  <|ii(' 
des  difïerences  premières)  ne  soient  intégrahles  cliacuiK^  (!m  piu  riciilicr. 
Or  il  n'est  pas  difficile  de  voir  que  rinléi-rale  de  la  pretnii'ic  ne  peiil 
être  que  de  cette  forme  : 

A,  B,  C  étant  des  fonctions  de  x  etj;  doue,  (;oniparant  la  dillerenliellc 
de  la  quantité  kdx^  -hBdxdy-h  Cdy"  qui  est 

j.Kdxd'x  +  \i{dfd''x  H-  dxd''f)  -h  9AU/.fd'y 

dk    ,  Idk       d\\\   ,  .  ,        IdW       dC\  ,  ,  ,         dV. 

dx'  -+-[—, 1-  -^    dx'dv  -4-    -7 1-  -^ 


dx  '"^  ^  \  df  ^  dx  j  ""^    ■^       \dy       dx  j   ■'  d,y    '    ' 

avec  la  <pjaMlilé 

mdxd'x  -+-  ndyd'x  +  ij.dx d'y  ■+-  vdyd'y, 
on  aura 

iS.=^  m,      !$=:«=  p.,      7,  C  :=  V, 

dh._         dC_ 
dx         '      dy 

dA      dB_         cTB       dC  _ 

dy       dx         '      dy       dx 

Les  eriuatious  -j—  =  o  et  -;-  =  o  donnent  d  at)or(l 
'  ax  dy 

A  =  fond,  y    et    C  =  Concl.  x  ; 

.      ,       .        ..        dA       d\\  .  dïi   ,   </C  , 

ensuite  l(!s  eciuations  -; — h  -7—  =  o  et  -; — h  -7—  =  o  (lonncnl 
'  dy       dx  dy       dx 

d'\  _  d'C_ 
dy''  ~"  dx''  ' 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  (pie  les  quantités  A  et  C  ne  peuvent  élre  (pu: 

de  la  forme  suivante, 

A  =  «  +  6j  +  cy'', 

C  =  g  +  hx-h  ex'', 

a,  h,  c,  g  l'I  h  étant  des  constantes. 

II.  i3 
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Maintenant  l'équation  -, — i-  -^  =  o  donnera 


dy 


=  —  b  —  2  Cf, 


dx 
d'où,  en  intégrant, 

B  =:  —  (b  +  icy')x  -+-  l'onct.  y: 

■    v      ^       ■        ,■       dB       dC  ,  ,         , 

mais  I  autre  équation  —, — l-  -?-  =  o  donnera  de  même 
^  dj-      dx 

B  =  —  (  A  +  2  ex  )  j  +  fond.  *■  ; 
de  sorte  qu'on  aura 

B  ^  K  —  bx  —  hy  —  1  ex  y, 

K  étant  une  constante  arbitraire. 

Ayant  déterminé  ainsi  les  quantités  A,  B  et  C,  on  aura  pour  les  multi- 
plicateurs des  équations  proposées  les  deux  quantités 

ikdx  +  làdy,     et    Bdx  -\-  i(^dy\ 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  rendre  intégrable  la  formule 

(2AM-f-BN)rfx  +  (BM  +  2CN)ij; 

car  alors,  en  nommant  Z  l'intégrale  de  cette  formule,  on  aura  l'équation 
du  premier  ordre 

h.dx^-\-Bdxdy-^Cdr-       „ 

^ ^^ h  Z  =  const. 

idP 

Or,  pour  qu'une  quantité  telle  que 

(aAM  +  BN  )(/.*■ -f- (BM  +  aCN)<(r 

soit  une  différentielle  exacte,  il  faut,  comme  on  sait,  que  l'on  ait 

rf(2AM+BN)  _  i(BM-t-3CN), 
dy  dx  ' 

c'est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  les  équations 
proposées  admettent  une  intégrale  du  premier  ordre. 
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Puisque 

(2AM  +  BN)rfa;+(BM  -h  iCN)dy=^  dZ, 
1  aura 

2AM-^BN  =  ^, 

dx 


dy 


et,  par  conséquent, 


2L  -; B  -r- 

,,  dx  dy 

^=      4AC-B^'' 

A  —  — R  — 

4AC-B=      ' 

où  l'on  pourra  prendre  pour  Z  une  fonction  quelconque  de  x  et  y. 
Si  l'on  fait  encore 

4AC  — B=  =  D     el    Z  =  D=V 

(V  étant  une  fonction  quelconque  de  x  et  yj,  on  aura 

M:.2v(2C^-B^Ud(2C^_B^V- 

\ ,       dx  dj  ]  \        dx  dy  ] 

N  =  2V    2A-J B-j—     +D    2A-Î B-T— 

\         dy  dx  \        dy  dx 


dC 
dx 


Or,  à  cause  de 

dA 

dx 

_         dC  _        dli 

dy         '      dx 

_       dA       du 
~        dy^      dy 

on  trouvera 

dB  _ 
dx 

l'dC       „  dk\ 

dD           (    ^i 

-j—  =  2      20- 

dy           \        , 

donc,  on  aura 

dA       D^C\ 
dy  dx  I 


n  =  d(4v^  +  2A^-b^ 

\        dy  dy  dx 

i3. 
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Ainsi,  toutes  les  fois  que  les  quantités  M  et  N  pourront  se  ramener  à 
cette  forme,  les  équations 

1  d^x       -^  I  d''  y 

; h  M  =  o     et r^  +  N  =  o 

2  dt^  1   dt- 

auront  pour  intégrale 

A  dx^  -+-  B  dx  dy  +  C  dy 


<.dV- 


D^V=:const. 


A  l'égard  de  la  quantité  D  on  trouvera,  en  substituant  les  valeurs 
de  A,  B,  C  et  effaçant  ce  qui  se  détruit, 

+  (4ac—  6^)^:^  +  (4cg'—  h'^)j'-  -{-{ibh  +4cK)^j-. 


IV. 

Pour  appliquer  la  méthode  de  l'Article  précédent  aux  équations  (B),  il 
est  visible  qu'il  ne  faut  que  faire 

M  =  ^-X+  '^(x+y—i)\+  Çlidx-h  [\dy; 
N=jY  + -(x+j-i)Xh-  rXrfx+  Ty^^-, 
ce  qui  donnera 

<^Z=2A^+-B(^+j— i)Xûfa;-l-  [Bj  -+■  h.{x  -\-  y  —  \)\Y  dx 
-+-    iCf  -4-  -  B(x  +  r—  i)    Ydy  +  [Kx  -h  C(a-  +  j—  ^)]^dy 
j\dx  +  fYdy\  [(2A  +  B)^*-  +  (aC  -hB)dy], 


quantité  qui  devra  donc  être  intégrable  par  elle-même. 

Supposons  que  la  quantité  {2A -hB) dx  -\-  {2C-\-B) dy  soit  elle-même 
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une  différentielle  exacte  dont  l'intégrale  soit  E,  et  faisant 

dy=  \ikx+  ^B(a^+j-i)  — e1x£/x-i-[Bj  + A(x-i-j— i)]Yc/x 
4-  1  aCj  +  ^B{x  +  r— i)-E]Yo(r +  [Bx  +  C(x+j— i)]X</)-, 

on  aura 

dl  =  d{EJ'\dx-^Ef\dÀ+d\; 

de  sorte  qu'il  ne  s'agira  plus  que  de  rendre  la  quantité  rfV  une  différen- 
tielle complète. 

Or,  pour  que  la  quantité  (2A-l-B)(&+ (2C  + Bjrfj  soit  une  diffé- 
rentielle exacte,  il  faudra  que  l'on  ait  c  =  o  et  A  =  6  dans  les  valeurs  de 
A,  B,  C,  moyennant  quoi  on  aura 

A  =  a-i-6>'-,     Q^^g+bx,     d'où     B  =  K  — 6(x+j); 
d'où 

E  =  /+(2«-^K)x  +  (2g'-»-K)j--(^-j)% 

i  étant  une  constante  arbitraire. 

De  cette  manière,  la  quantité  dN  deviendra 

(x  -t-j)—  ag-j —  \^dx  +  [a(x  +  y)  —  [b  —  yL)r  —  a]Y dx 

~^'\dy  +  [g(x+y)-(b-K)x-g]l^dy; 


[x  -\-  y)  —  a a^ • 


laquelle  étant  supposée  une  différentielle  complète,  en  sorte  que  V  soit 
une  quantité  algébrique,  on  aura  l'intégrale 


;c) 


kdx-  -+-  Bdxdf  -+■  Cdy^ 


E  (  f\dx  +  /  YdA  -hY=  const. 
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Je  remarque  d'abord  qu'en  faisant 

a  =  o,    g'^o,    A  =  R, 
la  quantité  dY  devient 

d\=-  ^-^^  (Xf/a;  H-  Ydr), 
de  sorte  qu'on  aura 

Or,  on  a  dans  ce  cas 

A  = /»j,     C  =  bx,     h  =  b(i  —  x—x),     E:=  i -i- b\x -hy (ar— j)-    -, 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (C),  on  aura,  en  ôtant  ce 
qui  se  détruit  et  divisant  par  b, 

I  rdx--\- xdy- -\- {i  —  X  —  y)dxdr 
y  ^dF         ^  " 

j       ^-_(E±l)^AfL=Llï^(^jxdx+JYdr)=\^ 
£  étant  une  constante  quelconque. 

VI. 

Cette  intégrale  a  lieu  en  général  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X  et 
de  Y;  ainsi,  en  donnant  à  ces  quantités  des  valeurs  particulières,  on  doit 
pouvoir  encore  trouver  d'autres  intégrales. 

En  effet,  comme  il  ne  s'agit  que  de  rendre  la  quantité  dN  une  ditTé- 
rentielle  exacte,  on  n'aura  qu'à  satisfaire  à  l'équation  suivante  : 

en  prenant  pour  X  une  fonction  de  x,  et  pour  Y  une  fonction  de  j. 
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Or,  si  l'on  fait  disparaître  dans  cette  équation  les  termes  qui  ren- 
ferment X  et  y,  en  supposant  fl  =  o  et  g=o,  on  aura,  après  avoii' 

divisé  par  6  —  K, 

X       d{Yy)       Y       rf(Xa;) 


2  df  2  dx 

c'est-à-dire 

X       d(y^x)       Y       d{Yr 


2  dx  1  dy 

équation  qui  ne  saurait  subsister  à  moins  que  chaque  membre  ne  soil 
égal  à  une  quantité  constante. 

Soit  donc,  en  prenant  une  constante  quelconque  a, 

X       c?(Xic)       , 

1 —. ■  =  3a, 

2  dx 

2  dy 

multipliant  la  première  de  ces  équations  par  \l.xdx,  la  seconde   par 
\lydy ,  et  les  intégrant,  on  aura 


d'où  l'on  tire 


^xslx 

:=  lax  \Jx  +  (3, 

Y  y  ^-  : 

=  2aj 

■  sjy  -+-  y. 

x  = 

■3.0L  + 

X  \jx 

Y  = 

lot.  H- 

y 

a,  |3,  7  étant  des  constantes  quelconques. 

Dans  ce  cas  on  aura  donc,  à  cause  de  a  =  o  et  g  =  o, 


dv=<b-K)\^±^ùoc  '   P-^-.,./'.~-.-J^^ 


L    ^    V  '     -^V-^y     "  V        r\/r 

-^±^\  (  .a  ^  ^]dx  -  (  .a^  ^)  drl 
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dont  rintéajrale  est 


[b 


L  \Jx     \lr] 

Ainsi,  mettant  cette  quantité  au  lieu  de  V  dans  l'équation  (C),  on 
aura  une  nouvelle  intégrale;  de  sorte  que  les  deux  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  (B)  se  trouveront  maintenant  réduites  à  deux 
autres  du  premier  seulement. 

Puisque  (Art.  II) 

p  q  f-     '     f- 

on  aura  dans  le  cas  présent 

P- 

Q  =  laq  -+-  i^- 

VII. 

Pour  trouver  encore  d'autres  cas  d'intégrabilité,  supposons 

li.=z  a.  +  i^x  -hyx\ 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  condition  (Ej  et  faisant  pour 
plus  de  simplicité  b  —  K  =  h,  on  aura 

-  —  2g- )  (a  +  par  H-  yx-)  -+■  aix  +  la'Qxy  +  [ô  (a  —  A)  —  ta\ 


-\-i\i{a  —  h)  —  ctÇ]  j  +  3Ç(a  —  h)f' 
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ce  qui  donne 

al-  —  2g-)  -!-ô(a—  A)  —  E«  =  â    -  —  2a)  +  a(g-—  /O  — (3g', 


?>[--^g]+'.a=o^^{g-li]-^yi 


ia\  +  Sg-=  2.e  {a  —  h)  —  l'Ca, 


y('7--ê)=3y(g-/0, 


ç(  -  —  la]  =3Ç(«  —  /i), 


d'où  l'on  tire 


a  —  s  — 


10  ■       ' 

OU  bien 

Ç  =  o^      y  =  o,       3^^~^^A  +  ((5-3a)g-— (e  — 3a)ar=o, 

— /t  —  4Pg' +  e«^=  "j      — /'  —  4E^  +  Pg"=^o, 

par  OÙ  l'on  pourra  déterminer  a,  g  et  h. 

Ainsi  l'intégration  aura  lieu  encore  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1°  Lorsque  X  =  a-h  ^œ  -hyx^,  et  Y  =  «4-|Sy^-7y^  ce  qui  donne 

r  —  ap  -+-  H 77V  '       \l  —  IX  Ç  -\-  —p~   H-   ~~pT  ' 

a,  /3  et  7  étant  des  coefficients  quelconques; 

2"  Lorsque  X  =  (z  -i-  /Sa:,  et  Y  =  §  +  ej,  c'est-à-dire, 

P  =  «/.+  ^,      Q  =  ôfy  +  ^, 

a,  |S,  §  et  s  étant  aussi  des  coefficients  quelconques  (*). 

f  *)  Cette  conclusion  n'est  pas  exacte;  les  coefficients  qui  figurent  dans  les  expressions  des 

nh 
forces  P  et  Q  ne  sont  pas  tous  arbitraires.  Effectivement,  dans  le  premier  cas,  où  n  =  g  =  ^ — ^ 

II.  .4 
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YIII. 

(Considérons  plus  pai'tioulièrement  le  cas  de  l'Article  VI.  dans  lequel 


P=2C 


el  nous  remarquerons  d'abord  que  les  deux  parties  sap  et  zaq  des 
forces  P  et  Q  tendant  vers  les  deux  centres  donnés  peuvent  se  réduire 
à  une  force  unique  dirigée  vers  le  point  du  milieu  de  la  ligne  qui  joint 
les  deux  centres,  et  égale  a  lixr,  r  étant  la  distance  du  corps  à  ce  même 
point.  De  cette  manière,  le  corps  sera  attiré  vers  trois  centres  fixes 
rangés  en  ligne  droite  el  à  égale  distance  l'un  de  l'autre,  el  la  force 
d'attraction  du  centre  du  milieu  sera  proportionnelle  à  la  dislance,  et 
celle  des  deux  extrêmes  sera  réciproquement  proportionnelle  au  carré 
(le  la  dislance. 

Or,  si  l'on  prend  les  deux  centres  extrêmes  pour  les  foyers  d'une  sec- 
tion conique,  en  sorte  que  le  troisième  centre  tombe  dans  le  centre 
même  de  la  section,  il  est  clair  que  cette  courbe  pourra  être  décrite  en 

vertu  de  chacune  des  trois  forces  li/xr,  ^  et  ^  en  particulier;  mais 

p-       q-        ' 

nous  allons  voir  qu'elle  peut  l'être  aussi  par  l'action  combinée  de  deux 
quelconques  de  ces  forces,  et  même  par  les  trois  forces  agissantes  à  la 
fois,  ce  qui  me  parait  bien  digne  de  l'attention  des  Géomètres. 

IX. 

Puisque 

\=:o.a+-^  el         Y=:2a-t--^^, 

X  \jx  y  \Jf 

on  a,  non-seulement  Ç  =  7,  s  =  p,  (î  =  a,  mais  encore  2^-1-77  =0.  Dans  le  second  cas,  où 
l'on  a  i;  =  o.  7  =  0,  les  trois  dernières  des  équations  de  condition  écrites  par  Lagrange. 
sont  homogènes  relativement  à  «,  g-,  /;,  et  l'élimination  de  ces  c|uantités  donne  la  relation 

(as  —  firî)((3  +  s)  —  pE((5  -  =)  =  0.  iNntc  fie  VÉditviir.) 
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on  aura 

f\dx  +  fYdr=2a{x  +  x)—-^_-~^  —  è, 

5  étant  une  constante  arbitraire. 
Ainsi  l'équation  (D)  deviendra 


ydx'^  -)-  xdy"-  -f-  (  i  —  x  —  y]  dxdy 


\  2.dt- 

'F) 

■?.{x-hy)  —  {x—yY  — 


L  \/x      v/j       J 


Pour  avoir  maintenant  l'autre  équation  intégrale,  il  ne  s'agira  que  de 
faire  dans  l'équation  (C)  les  substitutions  indiquées  dans  l'Article  VI;  et 
comme  les  quantités  b,  K  et  i  sont  encore  indéterminées,  on  pourra 
faire,  pour  une  plus  grande  simplicité,  K  =  i,  /'  =  o,  2?'+K=:o,  c'est- 
à-dire,  «= 5  moyennant  quoi  on  aura 

A  =  o,     C  =  o,     B  =  ,,     E=il£±iill, 

2 

et  l'équation  (C)  deviendra 

dx  dy        Q.{x  -\-  y)  —  if       ,  ,        23        ay        ."] 
-^~ — \^<x(x-hy)-  ^-     i  +Ô 

L  v/'*      vT       J 

ou  bien,  en  prenant  une  constante  quelconque  'Ç  et  réduisant, 

idxdy       <x        ,  ' 
r^  H {  6x-  -h  ir'  -h  10 xy  —  2X  —  2y) 
idP         i                 ■'  ''  ■'  ' 
'-  ^Ufx+  ■^')  -  y  U  v/J  +  ^  V  ô{.r  +  j)  _  i  =  o. 

Et  si  l'on  multiplie  cette  équation  par  i  —  x  —y,  et  qu'ensuite  on 

.4. 


\df 
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la  retranche  de  l'équation  (F),  on  aura  celle-ci 

ydx'  -hxdy-        oc,  ^  .  .        > 

■ -T- — "^ 1 —  (x^  + j'H-  i5xj-'  -\-  i5j-x-  —  X-  — y'' —  bxf) 

(H)       '  —2^{x,^^/x-h^yiJx  —  \Jx)  —  o.y{yy/'f--\-3xy/y~^y) 

\  {x^  +  j-^ -\-6xf) —  -{x-hy) ^=;o, 

•/î  étant  égal  à  c  —  Ç —  §  (*). 

Ainsi,  tout  se  réduit  maintenant  à  intégrer  ces  deux  équations,  ou  au 
moins  à  en  séparer  les  indéterminées. 

X. 

Pour  cela,  je  remarque  que  si  l'on  multiplie  l'équation  (G)  par 
±4\/a7j,  et  qu'on  l'ajoute  ensuite  à  l'équation  (H)  multipliée  par  2, 
on  aura  celle-ci 

-4((3±y)[(v/^±v'rr-(v/^±v/r)] 

—  d{^'x±:  ^JfY  —'Ç{\/x±:  yjyf  —  n  =  o. 

De  sorte  que  si  l'on  t'ait 

s  =  y/x  +  ^f  =  l^-jr^  , 


ce  qui  donne 


U=:^X-sJr=^-J—-- 


\jy  dx  +  \jxdy  r=  \jxy    —=  H — 7=  )  = ds, 

\s/x     slrl        ^' 

\Jy  dx  —  \lxdy  =  du, 


(*)  Le  texte  primitif  porte  =  —  i;  au  lieu  de  z  —  'C,  —  H;  l'omission  du  terme  —  fJ  altère 
toutes  les  formules  de  l'Article  XI.  Nous  avons  cru  devoir  faire  la  rectification  nécessaire 
pour  l'exactitude  de  ces  formules.  [Note  de  l'Éditeur.) 
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on  aura,  en  tirant  la  racine  carrée,  les  deux  équations  suivantes,  dans 
lesquelles  a  =  4  (j3  +  7)  et  v  =  4  (/3  —  7), 


il 

—  Il-]  as 
idt 

=  /')- 

-  IJ.S  -h  'Çs" 

+  [J-S- 

'+(ô 

+  a) 

s'— 

xs" 

= 

J-l 

—  u')du 
idt 

=  s/-/i- 

-vu-\-'C,u^ 

+  V  II' 

'  +  {d 

+  a) 

w*  — 

xu" 

d'où 

il  est 

aisé  de  tirer 

) 

ds 

(I) 

1       V-'î  - 

[j-S  +  'Ç 

s-  ■+-  IJ.  s'^  ■+ 

du 

■  (d  + 

a)  s' 

—  a«" 

i       V^n  — 

MU  -(-  Ç) 

Y=  -f-  V  u^  -+- 

{d  + 

a)u'  - 

—  xu" 

et  ensuite 

1 

dt  — 

s- 

ds 

(K) 

\            ^-V 

'■n  —  \i.s 

'.  «'  -1- 
du 

(ô^-< 

7.)  s'  - 

-  xs' 

2  y/r)  —  V  u-  -i-  'Cu-  -h  V  u^  +  {d  -h  x)  u"  —  a  m" 
équations  où  les  indéterminées  sont  toutes  séparées. 

XI. 

L'équation  (I)  étant  intégrée  donnera  s  en  u,  et  par  conséquentyy  en  q; 
ensuite  l'équation  fH)  donnera  t  en  s  et  u,  c'est-à-dire,/?  et  q;  ainsi  l'on 
aura/7  et  q  en  t,  ce  qui  servira  à  connaître  à  chaque  instant  la  position 
du  corps  par  rapport  à  la  ligne  des  centres;  mais  la  position  du  corps 
dans  l'espace  absolu  ne  sera  pas  déterminée  pour  cela;  car,  comme  le 
corps  peut  tourner  autour  de  cette  ligne,  il  faut  savoir  de  plus  l'angle 
(ju'il  parcourt  dans  un  temps  quelconque. 

Nommons  donc  cet  angle  f,  et  soient  p  et  cr  les  deux  coordonnées 
rectangles  qui  délerminent  la  position  du  corps  par  rapport  à  la  ligne 
des  centres  (p  est  la  distancé  du  corps  à  cette  ligne,  et  a  est  la  partie  de 
cette  même  ligne  interceptée  entre  la  perpendiculaire  p  et  le  centre  des 
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forces  P),  en  sorte  que  l'on  ait 


./         -^.-      '' 


f    

p  =  v7?^  —  -7-  ^  •'—  sj'^x  —  (x  —  r 


-i-iY; 


il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  pour  le  carré  de  l'espace  absolu  par- 
couru par  le  corps  dans  un  instant  quelconque 

dp--i-  d&'-h  p'dc^-, 

ou  dx^ -\- dV- +  ch- ,  en  employant  les  trois  coordonnées  rectangles  x, 
y,  z  de  l'Article  II,  ou,  en  vertu  de  l'équation  (A), 

-  ndP  (  fvdp  -h  fQdq\  =-r-[  f'^d^  +  f'idr)  dt\ 

de  sorte  qu'on  aura 

-     d(f' _  /Xd'^+jYafj       dp'  +  d(T\ 

~dF-~J  ^^  p-'dP      ' 

mais 

„    rdx'^+ xdr''~{x  +  r—l)dxdr 
dp''  -\-  d(T'^=:  f -, — - — -, 7-^ r^ - 

•'  [\x  —  [x  —  _f+l)^ 

= tl^ p  (  f\dx  -f-  [Ydr]  dV, 

en  vertu  de  l'équation  (Dj;  donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura 

d(f' __       /'£_       /.^  ^  j-  i^  +  Y) _ 

'dë^^J^^"''       4p^     ' 
d'où 

do  _p\j'—à—'Ç  —  -n_ 
'^^)  dt  "  ?.p= 

par  conséquent 


,1  p\/—d—'C  —  -ridt 


ce  qui  montre  que  le  corps  décrit  autour  de  la  ligne  des  centres  des  aires 
proportionnelles  au  temps. 
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Mainteiianl,  puisque  (Art.  II) 

^  =4;r  — (.r— j  +  i)» 

:=  (  2  i^.X  H-  X  —  X  +  1)  (2  \Jx  —  X  ~\-  y  —  I  ) 

^=^(s  +  u  +  su -\- i){s -^  Il  —  su —  l) 


^  _  _  2  y—  d  —  'Ç—-0  _  1  y  —  â  —  g  —  •/] 


lit  [s''  —  i)  {W  —  I )  s^  —  u-  \s-  —  r         m'  — 

mais  on  a,  par  l'Article  X, 


donc,. 


■idt 

ds 

s"  —  u- 

\/-n- 

[J.S  -h  'Çs'  -+-  !j.s'-+  (â  -\-  x]s* 
du 

—  as'- 

y-/)  — 

vu  -\-Ç u-  +  y  z/,'  +  (  d  H-  a )  u' 

—  xW'' 

^—è—Ç  —  Tids 

is' 

-Ov'v;- 

-  us  -h  'Çs'-h  iJ.s^-i-{d  -+-  oc)s' 

—  xs" 

v" —  à  —  'Ç  —  -ndu 

(  u-  —  l)  y  y)  —  VU  -h  'Çu'  -+   VU^  -h  {è  ~h  x)u'  —  X  W' 

Ainsi  l'on  connaîtra  ©  en  s  et  u,  c'est-à-dire,  enp  et  q. 

A  l'égard  des  constantes  vj,  'Ç  et  &,  elles  dépendent  du  mouvement 
initial  du  corps,  et  l'on  pourra  les  déterminer  si  l'on  veut  au  moven  des 
équations  (G),  (H)  et  (L). 

Si  l'on  avait  rî  +  Ç  4-  -/j  =  o,  alors  dca  serait  égal  à  zéro,  et  par  consé- 
quent le  corps  se  mouvrait  dans  un  plan  fixe  passant  par  les  centres  des 
forces. 

Au  reste,  si  l'on  fait  a  =  o,  on  verra  que  les  formules  précédentes 
s'accordent  avec  celles  qui  ont  été  trouvées  dans  le  Mémoire  précédent. 

XII. 

Supposons  s  =  a-\-'li,  a  étant  une  constante  et  di  une  variable;  la 

quantité 

n  —  y.s -h 'Çs- +  ij.s^ -h  {ô -h  x)s' — xs'' 
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se  changera  en  celle-ci 

A  -f-  Bip  +  C'\i'  +  Dij;'  +  EtL*  +  F  A^  -h  G'ii'. 
dans  laquelle 

A  =  •/)  —  fxa  +  'Ça-  -+-  [j.a'  +  { o  +  a ) a*  —  ««", 
B.  ==  —  f/.  +  aÇa  +  3/jta'  +  4{ô  +  a  )  a' —  6afl% 
C:=Ç  +  3/:;.aH-6(ô  +  a)a- —  i5aa*, 


Donc  le  premier  membre  de  l'équation  (I)  se  changera  en 

d^ 

^A  +  B4j  +  C4>=-hDd;'  +  Et|j*  +  F|'-i-G4'"' 

expression  qui,  en  faisant  A  =  o  et  B  =  o,  devient  celle-ci 

d^^ 

ij;  v'C  -h  D|  H-  E<^--^  +  F|=  -1-  G^/' 

Supposons  (f  infiniment  petit,  et  l'on  aura  — ^  dont  l'intégrale  est 

-^  loe  %^  K  étant  une  constante  quelconque;  donc,  si  l'on  t'ait  K  =  o  et 
s/C     ^  K  *  ' 

(1/  =  o,  la  valeur  de  l'intégrale  du  premier  membre  de  l'équation  (I)  de- 
meurera indéterminée,  de  sorte  que  l'équation  aura  lieu  indépendam- 
ment de  la  quantité  u;  d'où  il  s'ensuit  que  l'équation  s=^a  satisfait  au 
Problème,  pourvu  que  les  deux  équations  A  =  o  et  B  =  o  aient  lieu  à  la 
fois,  et  que  la  quantité  C  n'évanouisse  pas  en  même  temps. 

L'équation  *  =  a  donne  p  -^  q  ^  qf,  ce  qui  montre  que  la  courbe  dé- 
crite par  le  corps  sera  une  ellipse  ayant  ses  deux  foyers  dans  les  deux 
centres  des  forces  P  et  Q,  et  tournant  autour  de  son  grand  axe,  à  moins 
que  l'on  n'ait  5  +  Ç  +  v;  =  o,  auquel  cas  le  corps  se  meut  dans  un  plan 
tixe. 

En  faisant  de  même 

L  =  •/!  —  V  6  -f-  Ç  6=  +  V  6'  -)-  (  ô  -)-  a  )  6*  —  a  6", 
M^  —  v  A-  l'Çb  +  'ivb-  +  lit[à  ^  !x)b^  —  6oi.b\ 
N  =(;-i-3vè-l-6(ô-Ha)6-— i5aè% 
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et  supposant  que  les  quantités  L  et  M  soient  nulles  à  la  fois,  sans  que  N 
le  soit,  on  trouvera  que  l'équation  u  =  b,  c'est-à-dire/?  — ^r^è/,  satisfait 
au  Problème,  de  sorte  que  la  courbe  pourra  être  aussi  une  hyperbole 
ayant  ses  foyers  dans  les  mêmes  centres  des  forces. 

Ainsi,  en  réunissant  les  deux  cas,  on  en  conclura  que  le  corps  peut 
toujours  décrire  une  section  conique,  pourvu  qu'il  reçoive  une  impul- 
sion convenable. 

XllI. 

Si  l'on  fait  de  plus  «j/  =  0'+  ^' ,  a'  étant  une  constante  et  é'  une  va- 
riable, et  qu'on  substitue  cette  valeur  dans  la  quantité 

elle  se  changera  en  celle-ci 

A'  +  R'  ij;'  +  C 1'^  -)-  D'  ^"  +  E'  4/'^ 
OÙ 

A'  =  C  4-Da'-^E«'=-fF«''  +  G«'S 
R'  =  D  +  2Ea'  +  3F«'=  +  4Ga", 


et  la  transformée 


41  \/C  +  IJ  4'  +  JE i]>"  -H  F  ij;"  -I-  G 4^' 
du  premier  membre  de  l'équation  (I)  deviendra 

cby 


(  «'  +  4'  )  v/A'  -+-  R'  4'  +  c  4'=  +  D'  4'=  +  E'  4'^ 

soient  maintenant  A'  =  o  et  B'  =  o,  et  la  diflérentielle  se  changera  en 

d'Y     . 

(  «'  4'  +  4'^  )  ^c  -)-  D'  4'  H-  E'  4'^  ■ 

qui  ne  dépend  plus  que  de  la  quadrature  du  cercle  ou  de  l'hyperbole. 
II.  i5 
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On  trouvera  de  la  même  manière  les  conditions  qui  réduiront  l'autre 
membre  de  l'équation  (1)  à  la  quadrature  des  sections  coniques. 

Ainsi  l'on  pourra  toujours  dans  ces  cas  construire  l'orbite  que  le  mo- 

bile  décrira  en  vertu  des  trois  forces  4»^.  ^  et  ^^• 


XIV. 

Mais  outre  les  cas  dont  nous  venons  de  parler,  il  est  évident  que 
l'équation  (I)  doit  aussi  être  intégrable  quand  deux  quelconques  de  ces 
trois  forces  s'évanouissent,  parce  qu'alors  on  a  le  cas  d'un  corps  attiré 
vers  un  seul  centre  fixe  par  une  force  proportionnelle  à  la  distance,  ou 
réciproquement  proportionnelle  au  carré  de  la  distance. 

Les  cas  où  la  force  [\are?,i  nulle  ayant  déjà  été  examinés  fort  au  long 
dans  le  Mémoire  précédent,  je  me  bornerai  ici  à  examiner  ceux  oîi  les 

deux  autres  forces  !-^  et  ^  disparaissent  à  la  fois,  en  sorte  que  le  mo- 

bile  ne  soit  assujetti  qu'à  la  seule  force  [\oi.r  proportionnelle  à  la  distance. 
Soient  donc  /3  =  o  et  7  =  o,  on  aura  aussi  p.  =  0  et  v  =  o  (Art.  X),  et 
les  équations  (I)  et  (Kj  deviendront 


(NI 


du 


(0)    f/<  = 


s-  ds  u-  du 


2.  v'"/)  +  Ç*'  -t-  (  <5  +  a  )  **  —  ««"        2  ^/y)  +  Ç  ?<=  +  (  (5  +  a  )  f<*.—  a ii<^ 


Or,  si  l'on  reprend  les  équations  primitives  (B)  et  qu'on  y  substitue 
2«  au  lieu  de  X  et  de  Y  (Art.  IX),  on  aura 

; h  5ax  -\-'ia)'  —  a.  —  â^o, 

2   dv 


1  d^y 

2  dt- 


-+-  5 <x.y  -\-  Zax  —  or.  —  â  ^  o, 

ou  bien,  en  prenant  la  somme  et  la  différence,  et  faisant  a;-hj  =  if. 
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-  ^-7-i  +8a:d;  —  ?.(a  +  cJ)  — o, 

2      dt-  TV 

(P) 

d'où  il  est  aisé  de  tirer 

l  <\i  =  —, h  Acosf/U  v'«j  -I-  Bsin(4<  v'a)> 

(Q)  4« 

A,  B,  C,  D  étant  des  constantes  arbitraires;  et  ces  deux  équations  seront 
nécessairement  les  intégrales  des  équations  (N)  et  (0);  il  faudra  seule- 
ment faire  en  sorte  que  les  deux  constantes  y;  et  Ç  s'accordent  avec  les 
constantes  A,  B,  C,  D;  ce  qui  est  facile,  car  on  n'aura  qu'à  effacer  dans 
les  équations  (G)  et  (H)  les  termes  affectés  des  quantités  |S  et  y,  et  y  suh- 

tituer  ensuite,  au  lieu  de  x,  y,  -r-  et  -j^»  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (Q),  en. Y  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  i!  =  o;  on  aura  par  ce 
moyen  deux  équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  deux  quel- 
conques des  constantes  A,  B,  C,  D;  et  les  deux  autres  demeureront  arbi- 
traires. 

On  pourrait  encore,  si  l'on  voulait,  trouver  l'intégrale  de  l'équa- 
tion fNj  d'une  manière  plus  simple,  que  voici.  La  seconde  des  équa- 
tions fP),  étant  multipliée  par  d^  et  intégrée,  donne 

i  dP        ^      -, 
4  dP 

H  étant  une  constante  arbitraire;  d'où  l'on  tire 

dl 


01" 

'E^^  X  —  y  =  us; 

donc 

u  ds  -+-  s  du 


,  —  ^  i/H  —  au^s-; 

dt 
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mais  on  a,  par  les  équations  (N)  et  (0), 


dt  i^  —  u- 

du 2  y/y)  +  Ç M=  -I-  ( â  -f-  a )  m"  —  (XU!^ 

dt  s'^—  u'  ' 


donc,  substituant  ces  valeurs,  on  aura 


—  \J-n  -\-  'ÇS'  +  (è  +  or.)  s"  —  OLS^  +  ~ y/-/î=  -+-  Ç  M"  +(  ô  +  «)?<'—  st  ^^' 


=  y/H  —  xu's'. 

XV. 

Nous  avons  supposé  dans  l'Article  IV  que  la  quantité 

(aA  +  B)dx-h{2C-f-B)dr 

était  une  différentielle  complète;  et  nous  avons  réduit  par  ce  moyen  la 
différentielle  dZ  à  la  différentielle  dY,  dont  nous  avons  ensuite  cherché 
les  conditions  d'intégrabilité.  Considérons  maintenant  la  quantité  dZ 
elle-même,  et  voyons  quelles  sont  les  valeurs  les  plus  générales  de  X  et 
de  Y  qui  peuvent  la  rendre  une  différentielle  exacte. 

Pour  cela,  on  aura,  suivant  le  théorème  général,  l'équation 

x/f      ^C       I  dB      El     ^r    dB     ,  ^dC      ,„        „n 

^§[B.^C(.-.,-.)]-.(/x..+/Y.,-)(2^^g). 


Mais  (Art.  III) 


dB_dk  dB  _       dC 

dx  df  df  dx 


QUI  EST  ATTIRÉ  VERS  DEUX  CENTRES  FIXES.  117 

donc  l'équation  précédente  deviendra 

.3(/x.../v.,)(^--)=o. 

Substituons  pour  A,  B  et  C  leurs  valeurs 

a  +  by  +  cy\     K  —  bx  —  hy  —  2  ex  y,     g  +  hx  -^  cx'^, 
et  nous  aurons 

3X 

[ix  [b -\- icy)  — (x  +  y  —  i)(li -^- icx) 

—  K  -+-  6x  +  /i j  H-  2 c^ )-•  —  2g'  —  ihx  —  2 cr •' ] 

3Y 

[iy{h  -h  icx)  —  (x  -\-  y  —  \)(b  +  icy) 

—  K  +  6x  -t-  hy  +  2 cxj  —  ia  —  7.by  —  2 cy^'\ 

—  -T—  [x  {']L  —  bx  —  hy—  icxy)  +  (x  -^-y  —  i)[g-^-  hx  +  ex'')] 

d\ 

-\-  -y—  [j"' ( K  —  bx  —  hy  —  2 cxy  ]  -{-  [x  -^ y  —  \)[a  ■+-  by  +  cy'')\ 

+  3  ('  Ç\dx-i-  fYdy\  [b-  h-hieiy  —  x)]  =0, 

ou  bien,  en  ordonnant  les  termes  et  effaçant  ce  qui  se  détruit, 

3X 

[2.bx  —  [x  —  i){h  -h  icx)  —  K  —  o.g -\-  {b  —  ih]  x  —  icx'^] 

d\  r 

—  -j—  [Kx  —  bx''  -h  {x  —  t){g-i-  hx  H-  ex'')]  +  3(6  —  h  —  7. ex)  j  \dx 

3Y 

[ 2 A^'  —  iy  —  i){b  -+-  2cy)  —  K  —  2 a  +  (  A  —  2 6 )  j-  —  2 cj^ ] 

dY  r 

+  -^  [Kj  -  h'^^ir  -  i)(a  +  67  -I-  eyn]  -+•  3  (6  -  /*  +  loy)      Y  dy 

-h  ylGcXx  — -j- {g-hex^)-i-6c  1  \dx\ 

—  x\  6cYy  —  —j—  (a  +  cj-J  +6c  1  Y  dy    =  o. 
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Or,  à  cause  que  X  doit  être  une  fonction  de  x  seul,  et  Y  une  fonction 
de  r  seul,  il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  ne  saurait  avoir  lieu  à 
moins  que  l'on  n'ait 

1°  6eXx .'-  (g-y-  ex')  -+-  6c  I  ^dx  t=  a-\-  (3x, 

El 
dr 


6cY.)- -^(a-^cy-)-\-  6c  i  Y </r  =  y -i- (3,) ■, 


3X 

[/(  —  K— 2g-t-(36  —  3AH-ac)x  —  4  ex'] 

-I-  -^  [g-h{/>  —  K—  g)x  -\-{c  -h  h  —  /i)x'~  ex''] 


dx 


+  3(6  —  //  —  %ex)  1  \dx  =  â  +  yx, 


(3  Y     • 
[è  —  K  —  2«-)-  (3/î  —  31)  -+-  2c)  r  —  4cr^] 

4"         i       -h  -j^la-h  {b  —  K  —  g]r-h(e  -h  /i  —  b)x'—  er'] 


dr 


-h  3{fi  ~  6  —  2  cj'-)  l  Y dy  ^  d  +  a.y 


Cf.,  |3,  y  et  ô  étant  des  constantes  quelconques. 

Ainsi  il  faudra  que  les  quantités  X  et  Y  soient  telles,  qu'elles  satis- 
fassent à  ces  quatre  équations  à  la  fois;  autrement  les  équations  (B)  ne 
seront  point  intégrables,  au  moins  par  notre  méthode. 

Si  l'on  fait 

a  =  o,     g"=o,     c  =:  o,     a=;o,     j3  ^  o,     y  =  o, 

et  qu'on  suppose 

m  =z  h  —  K,     et    n=  b  —  h, 

les  quatre  équations  de  condition  se  réduiront  à  ces  deux-ci 

(  /?(  -k-  inx)  H ; —  (  mx  -h  nx^)  -h  3n  t  \dx  =  ô, 

3  '        dx  J 

3  Y  dY  r 

(m  -h  n  —  Sny)  -\ — —  [{m  -\-  n}  }■  —  nr']  —  3n  /  Y dy=^  o, 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  X  et  Y. 
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Si  l'on  fait  dans  ces  dernières  équations  m  =  o,  n  =  o  el  5  =  o,  on 
aura  le  cas  de  l'Article  V,  qui  est  indépendant  des  valeurs  de  X  et  de  Y; 
et  si  l'on  fait  seulement  n  =  o,  on  aura  celui  de  l'Article  VI,  d'où  l'on 
voit  que  ce  dernier  cas  n'est  qu'un  cas  particulier  des  valeurs  de  X  et 
de  Y  que  fournira  l'intégration  des  équations  précédentes.  Mais  nous  ne 
pousserons  pas  plus  loin  nos  recherches  sur  ce  sujet. 

XVI. 

Au  reste,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X  et  de  Y,  l'équation  (Dj 
donnera  toujours  (en  faisant  c  =  o)  cette  intégrale  particulière 

les  radicaux  pouvant  être  pris  en  +  ou  en  — . 
Pour  le  faire  voir,  je  suppose 

.r  -f-  t'  =  u,      X  —  .r  =  ''> 
ce  qui  donne 

U-\-  V  U  —  V 

X  = et     y  = 5 


et  l'équation  dont  il  s'agit  deviendra,  après  les  substitutions, 


fxrf^  -f-  Ç\ 


Xdr\  =-• 


du?  +  (  2  M  —  \)dv''  —  7.V  dudv  2.U  —  t'-  —  I 

8dF-  2 

Or 

du'  -h  {lu  —  I )  dv-  —  y.v dudv  r=  [du  —  i/dv)'-  —  {v^  —  2U  -i-  t)  dv''; 

donc,  si  l'on  fait 

2  M  —  ('-  —  I   =  V, 

on  aura 


v(  f\dx+  Çy  d:r 


i6dr- 
équation  à  laquelle  satisfait  évidemment  V=  o  dans  le  cas  de  s=  o; 
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ainsi  l'on  aura  cette  intégrale  particulière, 

2  M  —  C^  —  I  =  O, 

c'est-à-dire 

1  {x  -h  f)  —  {x  —  j-y-  ~  1  =  o: 

or  je  dis  que  cette  équation  est  la  même  que  celle-ci 

I  +  y/a;  +  y/j  =  o  ; 

c'est  de  quoi  l'on  peut  se  convaincre  aisément  en  taisant  disparaître  les 
radicaux  par  la  méthode  ordinaire:  ou  bien  il  suffira  de  remarquer  que 

I  —  ■!  {X  -h  X)  -h  {X  —  j)- 

=;  (  r  H-  y/x  -+-  y/j)  (  I  —  y/x  -1-  y/_)-j  f  I  +  y/'.r  —  y/r  j  (  I  —  y/x  —  y/j), 

comme  on  peut  s'en  assurer  aisément  par  la  multiplication  actuelle. 

Maintenant,  puisque  a:=  ^  et  y^^j?  il  est  clair  que  l'intégrale 
dont  il  s'agit  donnera 

ce  qui  est  le  cas  où  le  corps  se  meut  dans  la  même  ligne  droite  qui  passe 
par  les  centres  des  forces;  ainsi  cette  intégrale  ne  nous  apprend  rien  de 
nouveau  touchant  le  mouvement  du  corps. 

XVII. 

Nous  terminerons  ce  Mémoire  par  une  remarque  qu'il  est  bon  de  ne 
pas  omettre.  Le  Problème  du  mouvement  d'un  corps  attiré  vers  deux 
centres  fixes  ne  peut  s'appliquer  à  la  Lune,  en  tant  qu'elle  est  attirée  à 
la  fois  vers  la  Terre  et  vers  le  Soleil,  qu'en  supposant  que  cet  astre  soit 
en  repos  par  rapport  à  la  Terre;  mais  comme  la  force,  qui  altère  le  mou- 
vement de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  ne  vient  que  de  la  différence  qu'il 
y  a  entre  l'attraction  du  Soleil  sur  la  Lune  et  son  attraction  sur  la  Terre, 
il  ne  suffira  pas  de  regarder  le  corps  comme  attiré  vers  les  deux  centres 
fixes  par  des  forces  réciproquement  proportionnelles  aux  carrés  des 
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distances;  il  faudra  de  plus  y  ajouter  une  troisième  force  dirigée  paral- 
lèlement à  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres,  et  dont  la  quantité  pourra 
être  supposée  constante;  cette  force  représentera  celle  que  le  Soleil 
exerce  sur  la  Terre,  et  qui  doit  être  transportée  à  la  Lune  en  sens 

contraire;  or,  si  l'on  nomme  cette  force  -^d /"  étant  la  distance  des 

/ 

deux  centres,  et  qu'on  la  décompose  en  deux  autres  dirigées  vers  ces 
mêmes  centres,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  seront  exprimées  par  lap 
et  —  2 «^;  de  sorte  que  les  forces  totales  P  et  Q  seront 

g  f  3  y  f  3 

ce  qui  donnera 

X=2aH !^     et      Y  =  — 2aH ^■ 

X  sjx  y  six 

Telle  est  donc  l'hypothèse  qu'il  faudrait  adopter  pour  que  la  solution 
du  Problème  dont  il  s'agit  donnât  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la 
Terre  regardée  comme  en  repos,  et  abstraction  faite  du  mouvement  du 
Soleil;  mais  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  X  et  de  Y  dans  les 
équations  de  condition  de  l'Article  XV,  on  verra  d'abord  qu'il  est  impos- 
sible de  satisfaire  à  ces  quatre  équations  à  la  fois,  à  moins  que  de  sup- 
poser les  coefficients  a,  b,c  tels,  que  chacun  de  leurs  termes  s'évanouisse 
en  particulier,  ce  qui  est  le  cas  de  l'Article  V;  d'où  il  s'ensuit  qu'on 
n'aura  dans  ce  cas  qu'une  seule  intégrale,  et  qu'ainsi  le  Problème  ne 
pourra  pas  même  se  réduire  aux  premières  différences. 
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{Mi.scellanea  Tnurinensia,  t.  V,  1770-1773. 


1.  On  a  coutume  de  donner  aux  colonnes  la  figure  d'un  conoïde  qui 
ait  sa  plus  grande  largeur  vers  le  tiers  de  sa  hauteur,  et  qui  aille  de  là 
en  diminuant  vers  les  deux  extrémités;  d'où  résulte  ce  qu'on  appelle 
vulgairement  le  renflement  et  la  diminution  des  colonnes;  mais  personne 
que  je  sache  n'a  encore  donné  une  raison  satisfaisante  de  cette  pratique; 
car  je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  regarder  comme  telle  celle  que  la  plu- 
part des  Auteurs  qui  ont  écrit  sur  cette  matière  apportent,  et  qui  con- 
siste dans  la  ressemblance  qu'ils  prétendent  qu'une  colonne  doit  avoir 
avec  le  corps  humain.  Il  me  parait  au  contraire  qu'il  serait  bien  plus 
naturel  de  faire  les  colonnes  plus  minces  en  haut  qu'en  bas,  et  cela  à 
l'imitation  des  troncs  d'arbres  qu'on  a  du  nécessairement  employer  dans 
les  premiers  bâtiments;  c'est  ainsi  que  les  anciens  architectes  en  ont  usé, 
comme  on  le  voit  par  les  ouvrages  antiques  qui  sont  restés  à  Rome,  dans 
lesquels  la  plus  grande  partie  des  colonnes  commencent  à  avoir  leur 
diminution  dès  le  bas;  mais  comme  Vitruve,  qui  est  devenu  le  législateur 
des  architectes  modernes,  prescrit  formellement  le  renflement  des  co- 
lonnes, en  disant  qu'il  faut  ajouter  quelque  chose  à  leur  milieu  (Liv.  III, 
Ghap.  II),  quoique  par  la  perte  qu'on  a  faite  des  figures  qui  étaient 
jointes  à  son  ouvrage  on  ignore  la  méthode  dont  il  s'y  prenait  pour  tra- 
cer la  ligne  du  contour  des  colonnes,  l'usage  de  renfler  les  colonnes  au 
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milieu  et  de  les  diminuer  aux  deux  extrémités  est  devenu  général,  et  l'on 
ne  varie  plus  que  sur  la  courbe  qui  doit  former  le  renflement  et  la  dimi- 
nution. 

Palladio  propose  pour  cela  un  moyen  mécanique  qui  consiste  à  plier 
tant  soit  peu  une  règle  de  bois;  Vignole  donne  deux  espèces  de  construc- 
tions géométriques  par  lesquelles  on  peut  décrire  le  profil  d'une  colonne 
par  plusieurs  points;  enfin  M.  Blondel  a  imaginé  de  faire  servir  à  ce  des- 
sein l'instrument  de  Nicomède,  en  sorte  que  le  profil  de  la  colonne  ait  la 
figure  d'une  conchoïde.  Il  serait  très-aisé  d'inventer  plusieurs  autres 
moyens  pour  remplir  le  même  objet,  car  tant  qu'il  n'y  a  d'autres  don- 
nées que  l'épaisseur  de  la  colonne  aux  deux  extrémités  et  au  point  du 
plus  grand  renflement,  il  est  clair  que  le  Problème  est  très-indéterminé, 
puisqu'il  ne  s'agit  que  de  faire  passer  une  ligne  courbe  et  concave  vers 
l'axe  par  trois  points  donnés.  Mais  n'y  aurait-il  pas  dans  la  nature  même 
de  la  chose  quelque  principe  qui  pût  servir  à  déterminer  la  question? 
Parmi  ceux  qui  servent  de  fondement  à  l'architecture,  il  n'y  en  a  qu'un 
seul  qui  ait  des  règles  fixes  et  invariables,  et  par  conséquent  susceptibles 
de  calcul  :  c'est  la  solidité;  il  faut  donc  examiner  si  l'on  peut  déduire  de 
cette  considération  les  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  et 
la  solution  du  Problème  dont  il  s'agit;  c'est  l'objet  du  Mémoire  qu'on  va 
lire. 

2.  Comme  les  colonnes  sont  toujours  destinées  à  supporter  des 
charges  plus  ou  moins  considérables,  suivant  les  circonstances  où  on  les 
emploie,  il  est  évident  que  si  une  colonne  est  trop  chargée,  elle  com- 
mencera à  se  courber  un  peu  du  côté  où  la  matière  fera  moins  de  résis- 
tance, après  quoi  elle  se  cassera  faute  d'élasticité,  surtout  si  c'est  une 
colonne  de  pierre  ou  de  briques;  or  il  n'est  pas  difficile  de  comprendre 
que  la  courbure  suivant  laquelle  la  colonne  se  pliera  sera  différente  sui- 
vant la  figure  même  de  la  colonne;  de  sorte  qu'à  hauteurs  et  à  masses 
égales,  la  force  d'une  colonne  pourra  être  plus  ou  moins  grande  suivant 
la  nature  de  la  courbe  qui  en  formera  le  profil.  Ainsi  c'est  un  Problème 
de  maximis  et  minimis  de  déterminer  la  courbe,  qui  par  sa  rotation  au- 
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tour  de  son  axe  formera  une  colonne  capable  de  supporter  la  plus  grande 
charge  possible,  la  hauteur  et  la  masse  de  la  colonne  étant  données; 
c'est  là,  ce  me  semble,  le  véritable  point  de  vue  sous  lequel  on  doit  en- 
visager la  question  du  renflement  et  de  la  diminution  des  colonnes. 

3.  Quoique  la  théorie  de  la  force  des  colonnes  en  tant  qu'elle  dépend 
de  leur  figure  ait  déjà  fait  le  sujet  d'un  très-beau  Mémoire  que  M.  Euler 
a  donné  dans  le  volume  des  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  pour 
l'année  1757,  cependant,  comme  le  point  de  vue  sous  lequel  cet  illustre 
Auteur  a  discuté  cette  matière  est  différent  de  celui  dans  lequel  nous 
nous  proposons  de  la  traiter,  nous  croyons  faire  quelque  plaisir  aux 
Géomètres  en  leur  communiquant  les  recherches  que  nous  avons  faites 
sur  un  sujet  qui  intéresse  également  la  Mécanique  et  l'Analyse. 

4-.  Soit  AMB  ifig.  i)  une  colonne  dressée  verticalement  en  A,  et  char- 

Fig.  I. 


gée  à  l'autre  extrémité  B  par  un  poids  qui  l'oblige  à  se  courber  intini- 
ment  peu,  en  sorte  qu'elle  prenne  la  figure  ANB.  Supposons  d'abord  que 
cette  colonne  soit  d'une  figure  cylindrique,  et  que  F  soit  la  force  absolue 
qu'elle  a  dans  chaque  point  pour  résister  à  être  pliée,  et  qui  sera  par 
conséquent  la  même  partout,  suivant  la  loi  générale  des  corps  élastiques, 
cette  force  croîtra  en  raison  de  l'angle  de  courbure;  de  sorte  que  dans 
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l'état  ANB  la  force  de  la  colonne  à  un  point  quelconque  N  sera  propor- 

tionnelle  à  —■,  en  désignant  par  p  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  ANB. 

D'un  autre  côté,  si  l'on  nomme  P  le  poids  comprimant  à  l'extrémité  B, 
il  est  facile  de  voir  que  le  moment  de  ce  poids  par  rapport  au  point  N 
sera  exprimé  par  PxMN;  de  sorte  que  la  condition  de  l'équilibre  don- 

nera  d'abord  cette  équation,  P  x  MN  =     ?  d'où  l'on  pourra  connaître 

tant  la  nature  de  la  courbe  ANB  que  la  valeur  de  P. 

5.  Nommons  pour  cela  les  abscisses  AM  =  a;  et  les  ordonnées  MN=j; 
et  comme  on  suppose  que  la  courbure  de  la  colonne  soit  partout  infini- 
ment petite,  on  aura  j  infiniment  petit  par  rapport  à  x,  et  dv  infiniment 
petit  par  rapport  a  dx;  de  sorte  que  l'élément  de  la  courbe 


ds  ■=  i^dx'  -)-  dy'' 

sera  à  très-peu  près  et  sans  erreur  sensible  égal  à  dx.  Or  on  sait  qu'en 

ds' 
prenant  dx  constant,  on  a  p  =  — ,         ;  donc  on  aura  dans  notre  cas 

(0  =  — -jt-.'i  P^i"  conséquent  l'équation  a  la  courbe  ANB  sera 

c'est-à-dire 

Il  faudra  donc  intégrer  d'abord  cette  équation,  ensuite  faire  en  sorte 
que  l'expression  de  y  soit  nulle  aux  deux  points  A  et  B,  c'est-à-dire  lors- 
que a;  =  o  et  lorsque  x  =  AB,  bauteur  de  la  colonne.  Or  l'intégration 
est  facile,  à  cause  que  P  et  K  sont  des  quantités  constantes,  et  l'on  aura 
en  général 

/et  pétant  des  constantes  arbitraires;  donc,  si  l'on  nomme  a  la  hauteur 
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donnée  de  la  colonne,  il  faudra  que  l'on  ait 


[       'P        \ 
/sing^=o,     /sini^ay  ^^g-)=o: 


donc,  puisqu'on  ne  peut  pas  faire/=  o,  ce  qui  donnerait  r  =  o,  il  faudra 
faire  d'abord  ^  =  o,  et  ensuite  il  faudra  encore  que  l'on  ait 

et  par  conséquent  que 

-  étant  l'angle  de  i8o  degrés,  et  m  un  nombre  quelconque  entier;  d'où 
l'on  tire 

(2- 

L'équation  à  la  courbe  AKB  deviendra  par  là 

où  la  constante/  demeure  arbitraire,  et  exprime  la  plus  grande  valeur 
dej. 

6.  Si  l'on  fait  m  =  i ,  on  aura 

r  =  fsiB 

-'  a 

d'où  l'on  voit  que  la  courbe  AXB  ne  coupe  l'axe  qu'aux  deux  extrémités 
A  et  B;  et  le  poids  requis  pour  donner  à  la  colonne  cette  courbure  sera 

-=K    „. 

— — .  bi  ??i  =  2,  on  aura 

et  la  courbe  coupera  l'axe  au  point  où  ^  =  -?  c'est-à-dire,  au  point  du* 
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milieu  C,  en  sorte  que  la  colonne  prendra  X^fig.  2;  mais  il  faudra  pour 
cela  que  le  poids  P  soit  ^-^'  c'est-à-dire,  quadruple  du  précédent.  Si 
l'on  faisait  tw  =  3,  on  aurait 

r=^f  sm 5 

de  sorte  que  la  courbure  couperait  l'axe  aux  points  ou  a?  =  ^  et  ^r  =  ^, 
et  serait  semblable  à  \^fig.  3;  or,  pour  que  la  colonne  soit  pliée  de  cette 

Fig.  2.  Fig.3. 


manière,  il  faudra  que  le  poids  P  soit  — p-'  c'est-à-dire,  neuf  fois  plus 
grand  que  le  premier;  et  ainsi  de  suite. 

7.  Maintenant,  puisque  le  plus  petit  poids  qui  soit  en  état  de  faire 

plier  la  colonne  est  — ^j  il  semble  qu'on  en  peut  conclure  que  tout  poids 

qui  sera  moindre  que  celui-ci  ne  fera  absolument  aucun  effet,  et  qu'ainsi 

on  doit  regarder  la  quantité  ^^  comme  la  vraie  mesure  de  la  force 

de  la  colonne  cylindrique  AB.  C'est  par  ce  principe  que  M.  Euler  a  dé- 
terminé dans  le  Mémoire  cité  la  force  de  plusieurs  sortes  de  colonnes 
tant  cylindriques  que  paraboloïdiques,  et  ce  sera  aussi  sur  le  même  prin- 
cipe que  nous  fonderons  nos  recherches  sur  la  figure  qu'on  doit  donner 
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aux  colonnes  pour  qu'elles  aient  la  plus  grande  force  possible;  mais 
avant  d'en  faire  usage  il  est  bon  d'examiner  ce  qui  doit  arriver  lorsque 

le  poids  sera  un  peu  différent  de  — —■■,  pour  cela,  il  faut  déterminer  rigou- 
reusement la  nature  de  la  courbe  ANB  sans  négliger  la  petite  différence 
qu'il  y  a  entre  l'élément  de  l'arc  ds  et  celui  de  l'abscisse  dx. 

Qu'on  substitue  donc  dans  l'équation  Py  =  —  du  n*^  4  à  la  place  de  p  sa 

valeur  rieoureuse ; — t-—>  et  l'on  aura  celle-ci 

"  — dxd'x 

laquelle  étant  multipliée  par  dy  et  ensuite  intégrée  donne 

1  _  Kdx 

-  P  r^ ; —  =  consl. 

2  •  as 

Pour  déterminer  cette  constante,  soit/ la  plus  grande  valeur  de  j,  et 
comme  on  doit  avoir  au  point  du  maximum  dy  =  o,  et  par  conséquent 

ds  —  dx,  on  aura  pour  la  valeur  de  la  quantité  -^- -j—  dans  ce  point, 

— K,  qui  sera  donc  la  constante  cberchée.  Ainsi  l'équation  deviendra 


lais  dx  =  s/ds'-'  —  dy^  ;  donc 


î</--r)=K(,->*^ 


ou  bien,  en  faisant  -j-  =p. 


P 


d'où  l'on  tire 
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donc,  à  cause  de  ds  = 

P 


ds 


On  intégrera  donc  cette  équation  en  sorte  que  j  =  o  lorsque  5  =  0;  en- 
suite on  supposera  aussi  j=  o  lorsque  s  =  a,  et  cette  dernière  condition 
servira  à  déterminer  la  valeur  de  P. 

8.  Puisque  la  plus  grande  valeur  de  j  est/,  onpeutsupposerj=/sin(p, 
et  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  elle  deviendra 


/P       P^/^      ., 


par  laquelle  on  déterminera  la  valeur  de  a  en  s;  et  comme  on  veut  que  y 
soit  nul  lorsque  5  =  o  et  lorsque  ^  =  a,  il  faudra  que  0  =  0  lorsque  ^  =  o, 
et  que  y  ^mn  lorsque  s  =  a.  Lorsque  t?i:=  1,  la  courbe  n'aura  qu'un 
seul  ventre  comme  dans  \&  fig-  i  (p.  127);  en  faisant  m  =  2,  elle  aura 
deux  ventres  comme  dans  \'àjig.  2  (p.  i3o);  et  ainsi  de  suite. 

9.  Si  /  est  une  quantité  infiniment  petite,   on   a  à  très-peu  près 

7  d((i  ■      ,  c»         ,,    >      ..  . 

as  =  — y=,  etintee;rant,.y=;  — '-=\  a  ou,  taisant  *  =  «  et  s  =  mn,  on  a  le 

/p  »  /p'  •  ' 

Vk  Vk 

même  résultat  que  ci-dessus  (5j.  Mais  si  /  n'est  pas  une  quantité 
infiniment  petite,  alors  l'équation  du  numéro  précédent  n'est  point 

susceptible  d'une  intégrale  exacte,  car  la  différentielle 


V^F 


Py  COS^CB 

dépend  en  général  de  la  rectification  des  sections  coniques.  Mais,  en  em- 
ployant les  séries,  on  aura 

,  da    r        P/' 008^9       3P-/'cos'(p       3 . 5 P"/" cos'^ cp  "1 

"^"^L''^    2(4K)    "^  TJÎIëW)  "^  2.4.6(64K^)  -^•••J" 
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Or,  les  différentielles  cos-^fdo,  cos"cpd(9,...  sont  toutes  intégrables, 
comme  on  sait,  et  pour  les  intégrer  il  n'y  a  qu'à  changer  les  puissances 
cos©  en  des  cosinus  d'angles  multiples  de  o  par  les  formules  connues 

005  2  9  +  I 
COS'^cp  =  5 


COS*<p  : 


C0S4<P  H-dcOSao  H-- 

^^  '  2.2 


,,        ,         6.5  6.5.4 

COSD9  H-  6  C0S4?  H ;;—  COS  2  G)  H 


cos«9  = 3^ 


iVlais  comme  par  l'intégration  tous  les  cosinus  deviennent  des  sinus,  il  est 
clair  qu'en  faisant  (p  —  mn  tous  ces  termes  s'évanouiront  d'eux-inènu's: 
c'est  pourquoi  il  suffira  pour  notre  objet  de  considérer  les  tei:mes  tous 
constants  des  valeurs  de  cos-©,  cos'''^,...,  et  de  les  substituei'  à  la  place 
de  ces  mêmes  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus,  ce  qui  la  réduira  à 
celle-ci 

/pL''^4(4K)"^  4.i6(i6IO)  "^  4.i6.36(64K')"^""  J' 

Vk 

qui,  étant  intégrée,  donnera,  après  y  avoir  fait  ;?  =  a  et  o  =  mn. 


^l 


|[ 


I  + 


4{4K)  "^4.i6(i6K^)  "^  4.i6.36(64K= 


par  où  l'on  pourra  déterminer  la  valeur  de/  pour  chaque  valeur  donnée 
de  P  et  de  a. 

10.  On  voit  d'abord  par  l'équation  précédente  que,  tant  que  /n'est 
pas  nul,  a  est  necessau'ement  >  — -=■,  et  par  conséquent  V  >  — -; — -, 

■     Vk 

d'où  il  s'ensuit  que  la  colonne  ne  peut  être  courbée  que  par  une  charge 
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plus  grande  que — '\ —  En  effet,  si  l'on  met  l'équation  ci-dessus  sous 
cette  forme 


'       m-  V  K  "^  4(4K)  "^  4.i6{i6K=)  ^  4.i6.36(64K^)  -^■■■^°' 

et  qu'on  regarde  la  valeur  de/-  comme  l'inconnue  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner, il  est  clair  que  puisque  les  quantités  P  et  K  sont  positives  de  leur 
propre  nature,  la  quantité/-  n'aura  que  des  valeurs  négatives  ou  imagi- 

«       /l' 
naires  tant  que  i zy  ~û^  ^'  ^^^  cette  quantité  aura  une  valeur 

a       /P 
nulle  lorsque  t ~  i /  —  =  o,  toutes  les  autres  étant  négatives  ou  ima- 
ginaires; qu'enfin  la  quantité/-  aura  toujours  une  seule  valeur  positive 

a        fP 
lorsque  ^i ::V'k^*^'  Donc  :  i"  la  quantité /sera  toujours  imagi- 
naire lorsque  i \/k--^  °'  *-"'^st-^-dife  P  <  — - — ;  2°  la  quantité/ 

aura  toujours  deux  valeurs  réelles  et  égales,  mais  l'une  positive  et  l'autre 

.        ,                       a       /P    ^              ■    T.  ^   ni-T-K       ^     , 
négative,  lorsque  i v  k  "^  °'  *''^^'0"'  "  ^ ■• — '  ^^  '^  ''^^^"■^  pomt 

d'autres  valeurs  réelles.  D'où  il  s'ensuit  que  tant  que  P  sera  <^— ^î  la 

colonne  ne  pourra  être  courbée;  que  tant  que  P  sera  renfermée  entre  les 

limites  - —  et  — — ^  la  colonne  sera  courbée,  mais  en  ne  formant  qu'un 
a'  a-  ' 

seul  ventre;  que  tant  que  P  sera  entre  les  limites  — ~  et  •  '      >  la  co- 

lonne  sera  nécessairement  courbée  et  pourra  former  ou  un  seul  ventre 
ou  deux;  et  ainsi  de  suite. 

11.  Nous  avons  donc  démontré  très-rigoureusement  que  la  quantité 
— —  est  la  limite  des  poids  que  la  colonne  peut  supporter  sans  se  plier; 
et  comme  cette  quantité  est  égale  à  la  valeur  que  doit  avoir  la  force  P 
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lorsque  /  est  nulle,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  infiniment  petite,  il 
s'ensuit  qu'on  peut  la  trouver  directement  en  supposant  d'abord  j  inti- 
niment  petite  dans  l'équation  de  la  courbe,  comme  on  l'a  fait  dans  le 
n°  5,  et  faisant  en  sorte  que  l'inlégrale  de  cette  équation  satisfasse 
aux  deux  conditions  de  j=  o  lorsque  *  =  o  et  .?  =  a,  ou  bien  lorsque 
x  =  ô  et  ce  =  a,  parce  que,  dans  le  cas  de  j  infiniment  petit,  l'arc  i-  se 
confond  sensiblement  avec  l'abscisse  x.  C'est  de  cette  manière  qu'on 
pourra  déterminer  la  limite  dont  il  s'agit  pour  les  colonnes  qui  ne  seront 
pas  d'une  épaisseur  uniforme,  et  dont  l'équation  serait  absolument  in- 
traitable par  les  méthodes  connues  sans  la  supposition  de  y  infiniment 
petit. 

12.  En  effet,  si  l'on  suppose  que  la  colonne  ne  soit  pas  cylindrique, 
mais  qu'elle  ait  la  forme  d'un  conoïde  formé  par  la  rotation  d'une  courbe 
quelconque  autour  de  son  axe,  lequel  sera  par  conséquent  aussi  l'axe  de 
la  colonne,  et  qu'on  nomme  z  l'ordonnée  de  cette  courbe  qui  répond  à 
une  abscisse  quelconque  x,  en  sorte  qu'on  ait  une  équation  entre  z  et  x 
qui  serve  à  déterminer  z  en  x,  il  est  clair  que  2z  sera  le  diamètre  de  la 
grosseur  de  la  colonne  à  la  hauteur  x  depuis  la  base,  et  il  n'est  pas 
moins  évident  que  la  force  absolue  avec  laquelle  la  colonne  résistera 
dans  cet  endroit  à  être  courbée  sera  d'autant  plus  grande  que  la  quantité 
2z  sera  plus  grande;  de  manière  que  cette  force  pourra  être  regardée 
comme  une  fonction  de  z,  et  par  conséquent  aussi  comme  une  fonction 
de  X,  que  nous  désignerons  en  général  dans  la  suite  par  X.  Ainsi  il  n'y 
aura  qu'à  mettre  simplement  X  à  la  place  de  K  dans  l'équation  du  n°  5, 
et  l'on  aura 

pour  l'équation  de  la  courbe  suivant  laquelle  la  colonne  sera  pliée  par  le 
poids  P  dont  on  la  suppose  chargée,  en  supposant  que  cette  courbe  soit 
infiniment  peu  différente  de  la  ligne  droite. 

13.  Or,  puisque,  dans  le  cas  où  X  était  une  quantité  constante  K,  on  a 
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trouvé  en  général  pour  la  valeur  de  j  cette  expression 


r=fsm[x^^ 


supposons  maintenant  j  =  çsinç!,  H  et  œ  étant  des  fonctions  inconnues 
de  œ,  et  l'on  aura,  en  difFérentiant, 

d-f=  sintp  d-'^-ï-  2  coso  dwd^  —  ^sincpc?(p-  -+-  E  cos(fd^a; 
donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  numéro  précédent,  on 


aura 


Comme  nous  avons  introduit  deux  variables  indéterminées  'i  et©,  nous 
pouvons  faire  disparaître  dans  cette  équation  les  sinus  et  cosinus  de  o, 
en  la  partageant  en  ces  deux-ci 

^  d(fd'^       .  d-Qf  _ 


d.v"  dx-  ' 

la  seconde  étant  multipliée  par  'S,dx,  et  ensuite  intégrée,  donne 

'^  dx  -    ' 
d'où  l'on  tire 

dm        h  ,   fdx 

d^  =  ^    et     9  =  /ijy. 

h  étant  une  constante  arbitraire.  Substituant  cette  valeur  dans  la  pre- 
mière équation,  elle  deviendra 

^^- (g -!)=»■ 

par  laquelle  il  faudra  déterminer  la  variable  ?;  ensuite  de  quoi  on  aura 

y  =  lsm\h  i  -^ 
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Soit  pour  plus  de  simplicité  P  =  hu,  on  aura,  en  substituant  cette  valeur 
dans  l'équation  en  ^,  celle-ci 

/  r>    ,      V  I "^ud-u  —  diû       , 

4P"^  +  >^   -jz;. 4 


dx- 
et  la  valeur  de  y  sera 


r, —   .      C  dx 
j-z=:  y//msin  / 


14.  On  remarquera  d'abord,  à  l'égard  de  cette  expression  de  j, 
qu'elle  contient  deux  constantes  arbitraires  :  l'une,  c'est  la  constante  A 
qui  ne  se  trouve  point  dans  l'équation  en  u;  l'autre,  c'est  celle  qui  est 

/dx 
—  ;  c'est  pourquoi  il  suffira 

d'y  substituer  une  valeur  quelconque  de  u  qui  satisfasse  à  l'équation 
en  u,  sans  s'embarrasser  si  elle  est  une  intégrale  complète  de  cette 
équation  ou  non. 

Un  autre  avantage  de  la  même  expression  de  y,  c'est  qu'elle  est  très- 
commode  pour  la  détermination  du  poids  P;  car,  suivant  les  conditions 

du  Problème,  il  faut  :  i°  que  y=o  lorsque  x  =  o,  condition  qu'on 

/dx 
—  en  sorte  qu'elle  s'évanouisse 

lorsque  x^=o;  2°  il  faut  aussi  quej=  o  lorsque  ^c  =  a;  et,  pour  remplir 

fdx 
—  qui  répond 

/dx 
—  sera  nul.  Or,  comme  la  quantité  u  ne 

doit  point  contenir  de  constantes  arbitraires,  il  est  visible  que  cette  der- 
nière condition  donnera  une  équation  entre  les  quantités  P  et  a,  par 
laquelle  on  pourra  déterminer  P. 

Quant  au  nombre  entier  m,  qui  demeure  indéterminé,  il  est  clair,  par 
ce  que  l'on  a  vu  plus  haut,  qu'il  sera  toujours  égal  au  nombre  des  ventres 
que  la  colonne  formera  en  se  courbant  par  la  pression  du  poids  P;  donc, 
pour  avoir  la  limite  des  fardeaux  que  la  colonne  pourra  supporter  sans 
se  courber  d'une  manière  quelconque,  il  faudra  toujours  prendre  pour  m 
le  nombre  entier  qui  rendra  la  valeur  de  P  la  plus  petite,  et  cette  valeur 
sera  la  limite  cherchée. 

IL  i8 
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15.  L'hypothèse  la  plus  simple  que  l'on  puisse  faire  sur  la  figure  des 
colonnes,  lorsqu'elles  ne  doivent  pas  être  cylindriques,  est  de  les  sup- 
poser formées  par  la  rotation  d'une  section  conique  autour  de  son  axe; 
or,  l'équation  générale  d'une  section  conique  où  les  abscisses  sont  prises 
dans  l'axe  est,  comme  on  sait, 

z^^^  a.  -^  ^x  +  y  x'\ 

X  étant  les  abscisses  et  z  les  ordonnées,  et  a,  |S,  y  étant  des  constantes 
arbitraires;  ainsi,  nous  adopterons  d'abord  cette  équation  entre  les 
varia;bles  z  et  a;,  et  nous  chercherons  quelle  est  la  valeur  de  P  qui  en 
résultera;  mais,  pour  cela,  il  faut  encore  établir  la  loi  qui  doit  avoir  lieu 
entre  les  rayons  z  et  la  force  X  avec  laquelle  la  colonne  résiste  à  se  cour- 
ber (12). 

16.  Il  parait  que  la  théorie  et  l'expérience  s'accordent  assez  a  faire 
X  proportionnelle  à  s\  comme  on  peut  le  voir  par  les  ouvrages  où 
cette  matière  est  traitée;  ainsi  nous  supposerons  en  général  X  =  Ki;%  ce 
qui  donnera,  dans  le  cas  du  numéro  précédent, 

X  =  K  (  a -1- (3  jr -f- y  X' )' ; 

ce  qui  étant  substitué  dans  l'équation  en  m  du  n°  13,  on  aura 

/r.    ,        11,  a  .,,,  ("i-ud-U  —  du''  \ 

4Pi<'  +  K  (  a  -)-  [3^  +  yx-  f  ( -j—^ 4     =  o, 


dx 

équation  à  laquelle  on  peut  satisfaire  en  faisant 

u  =  g{a  +  ^x  +  yx')  —  gz'; 
car  on  aura 

^, =4g-y(aH-Px  +  yx^)-g-((3  +  37x)-=g-=(4ay-(3-); 

de  sorte  qu'après  les  substitutions,  on  aura 

4Pg'^  +  K[^M4«y-p^)-4]=o, 
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d'où  l'on  tire 


V^ 


==y- 


4 


Cette  valeur  de  u  n'est,  comme  on  voit,  qu'une  intégrale  particulière; 
mais  elle  suffît  pour  notre  objet,  comme  on  l'a  fait  voir  plus  haut  (14). 

17.  Maintenant  on  aura 

dx 


n-h 


(  ce  H-  p  ^'  -i-  y  j;- 


dcc  •  dx 

donc,  si  l'on  nomme  A  l'intégrale  de  ^ ,,  c'est-à-dire  de  —7, 

o  a  +  px  -+-  yx-  z- 

prise  en  sorte  cju'elle  soit  nulle  lorsque  a:^  =  o  et  complète  lorsque  a?  =  o, 

A  r  dz 

on  aura  —  pour  la  valeur  de  I  —  répondant  à  a?  =  a;  on  fera  donc  (14) 

—  =zmn,  et  l'on  tirera  de  là 

r  m---\  -, 

Telle  est  donc  la  valeur  du  poids  P  qui  pourra  faire  plier  la  colonne 
infiniment  peu ,  et  comme  cette  valeur  augmente  à  mesure  que  le 
nombre  m  est  plus  grand,  on  fera  m  =  i  pour  avoir  la  limite  des  poids 
qui  pourront  être  supportés  par  la  colonne,  sans  qu'elle  soit  sujette  à  se 
courber  en  aucune  manière;  ainsi  la  force  de  la  colonne  sera  d'autant 
plus  grande  que  la  valeur  de  P  sera  plus  grande;  d'où  l'on  voit  que  la 

force  augmentera  à  mesure  que  la  quantité  K-  —  xy  croîtra  et  que  la 

quantité  A  décroîtra;  ainsi  ce  sera  une  question  de  maximis  et  minimis 
de  déterminer  les  valeurs  des  constantes  a,  ^,-^i  pour  que  la  force  P  soit 
la  plus  grande;  mais  comme  cette  force  doit  nécessairement  augmentera 
mesure  que  les  dimensions  de  la  colonne  augmentent,  on  ne  peut  cher- 
cher qu'un- maximum  relatif  à  la  masse  de  la  colonne,  en  supposant  sa 
hauteur  donnée;  c'est  sous  ce  point  de  vue  que  nous  allons  envisager  ia 
question. 
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18.  Pour  commencer  par  les  cas  les  plus  simples,  nous  supposerons 
d'abord  que  l'on  ait  ^^  —  ay  =  o,  auquel  cas  l'équation  du  profil  de  la 

colonne  deviendra 

z- ^^  {\J ex.  +  X  v/y)', 
et  tirant  la  racine  carrée 

qui  est  à  une  ligne  droite;  en  sorte  que  dans  ce  cas  la  figure  de  la 
colonne  sera  celle  d'un  cône  tronqué.  Faisons,  pour  plus  de  commodité, 
y/a  =  h,  ,Jy=:c,  et  par  conséquent  /3  =  aèc;  on  aura  donc 

z  =z  b  -+-  ex, 

et  l'intégrale  de  -^!  prise  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque  x  =^  o, 

sera  —  -  (-  —  t  1;  donc,  faisant  iv  =  a  et  b'=  h  +  ca,  on  aura 

c  \z        b 


A=-- 


c  \b -h  ca        b)        b(b+ca)       bb' 


OÙ  l'on  remarquera  que  b  est  le  rayon  de  la  base  inférieure  de  la 
colonne,  et  h'  celui  de  la  base  supérieure;  ainsi  l'on  aura  dans  ce  cas 


P^Eli^ 


Maintenant,  pour  avoir  la  solidité  de  la  colonne,  on  remarquera  que 
l'aire  du  cercle  dont  le  rayon  est  s  étant  exprimée  par  7rz^  il  n'y  aura 
qu'à  prendre  l'intégrale  de  nz^  dx,  depuis  £c  =  o  jusqu'à  a?  =  «,  laquelle 
sera 

c'est-à-dire,  à  cause  de  &  +  ca  =  è'  et  c= -, 

a 

^(b'  +  bb'  +  b'^). 
Ainsi  le  rapport  du  poids  que  la  colonne  est  en  état  de  supporter  au 


SUR  LA  FIGURE  DES  COLONNES.  141 

carré  du  poids  même  de  la  colonne  sera  exprimé  par 

a'{b-  +  bb'  +  b'-y' 


quantité  qui  ne  dépend  que  du  rapport  des  rayons  b  et  b'  des  deux 
b 


bases;  en  effet,  faisant  j-  =  r,  la  quantité  précédente  deviendra 


9Kr'  9K_ 

^  '         a'  [1  +  r  -i-  - 


Cette  quantité  sera  donc  la  plus  grande  lorsque  la  valeur  de  i  +  r-i-  - 

sera  la  plus  petite,  ce  qui  aura  lieu  en  faisant  dr -=  o,  ou  bien 

I — :t  ="0,  savoir  r=i  et  par  conséquent  b^b'.  D'où  l'on  doit  con- 
clure que  la  force  d'une  colonne  de  figure  conique,  relativement  à  sa 
solidité,  sera  toujours  la  plus  grande  lorsque  les  deux  bases  seront 
égales,  c'est-à-dire  lorsque  la  colonne  sera  cylindrique.  Ainsi,  pour  cette 
considération,  les  colonnes  cylindriques  doivent  être  préférables  aux 
coniques. 

19.  Nommons  en  général  S  la  solidité  de  la  colonne,  qui  est  égale 
à  l'intégrale  de  nz^dx  prise  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque  a;  =  o, 
et  complète  lorsque  x^=a;  le  rapport  de  P  à  S^,  c'est-à-dire  la  valeur 

P 

de  ^5  pourra  être  regardé  comme  exprimant  la  force  relative  d'une 

colonne;  cette  force  sera  donc  — -, — ~ ^  pour  les  colonnes  coni- 


ques,  où  les  diamètres  des  bases  sont  entre  elles  comme  r  est  à  i,  et-- 

pour  les  colonnes  cylindriques,  ce  qui  sert  à  déterminer  la  valeur  de  la 
constante  K;  c'est  pourquoi,  si  l'on  fait  K  =  a*r,  la  constante  F  expri- 
mera la  force  relative  d'une  colonne  cylindrique  de  même  hauteur. 

20.  Supposons  maintenant  y  =  o,  ce  qui  donnera  s^  =  a  +  jSo;,  qui 
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doc             dix 
est  l'équation   d'une    parabole,   l'intégrale    de   ^^  =^ ^;   sera    en 

général  ^log(a-i- jSa;),  d'où,  en  complétant  et  faisant  x^=a,  on  aura 
dont- 

Maintenant,  pour  avoir  S,  on  intégrera  la  formule 
et  complétant  l'intégrale,  comme  on  l'a  enseigné  plus  haut,  on  aura 


S  =  7T   («  + 

donc 

P        K 

S^  " 

«M  ô  H — 


Faisons  !—  =ret  mettons  Fa'  à  la  place  de  K,  on  aura  pour  la  force 
relative  de  la  colonne  parabolique  l'expression 


P  _  F  j     I  1  I 

s=-  /i  ^  i\=)4-=  ^[iog(i +  /•)?(' 


F  étant  celle  de  la  colonne  cylindrique  de  même  hauteur. 

21.  Cherchons  le  maximum  de  cette  expression,  et  la  diflérentiation 
donnera  cette  équation  transcendante  en  r 


4^= 
d'où  il   faudra  tirer  r.  Pour  y  parvenir,  je  fais  log  (i  + /)  =  i!,   et  par 
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conséquent  ?■  =  e'  —  i;  j'aurai,  en  substituant, 

t^  e'  —  e^' 

Je  réduis  en  séries  les  quantités  exponentielles,  ce  qui  me  donne 

e'  —  e-'  t^  P 


(.3    '    2.3.4.5 
de  sorte  que  l'équation  deviendra 

v-  V 


3       ^n'j  2.3.4.5       2.3.4.5.7 

Cette  équation  donne  d'abord  ï  =  o;  ensuite,  étant  divisée  par  t\  elle 
devient 


2.3       ^u^        2.3.4.5       2.3.4.5. 


:  O, 


laquelle,  à  cause  de  tt  >  3,  aura  tous  ses  termes  positifs,  en  sorte  que 
comme  elle  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  t,  elle  ne  pourra 
avoir  aucune  racine  réelle,  puisque  t"^  ne  saurait  avoir  aucune  valeur 
réelle  positive.  Ainsi  f  =  o  sera  la  seule  racine  réelle  de  l'équation  dont 
il  s'agit;  par  conséquent  la  valeur  cherchée  de  r  sera  aussi  égale  à  zéro, 

ce  qui  donnera  —  =  o,  et  par  conséquent  jS  =  o,  c'est-à-dire  la  colonne 

cylindrique.  Faisons  donc  r=  o  dans  l'expression  de  ^^  ou  plutôt  /•  infi- 
niment petit,  et  elle  se  réduira  à  F;  or,  si  l'on  donnait  à  r  une  tout  autre 

P        F 

valeur,   comme  si  l'on  ,faisait  r^cc,   on   trouverait  -^  =  — ,  valetir 

S        n' 

moindre  que  la  précédente;  ce  qui  prouve  que  le  cas  de  ;==  o  est  celui 
du  maximum;  d'où  il  faut  conclure  que  la  force  est  toujours  plus  grande 
dans  les  colonnes  cylindriques  que  dans  les  paraboliques. 

22.  Considérons  présentement  l'équation  générale 

z'  =  a,-\-  <^x  ~\-  y  ic% 
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laquelle  représente  une  section  conique  quelconque  rapportée  à  l'un  des 
axes,  et  faisant  j3  =  267,  a  =  07,  on  pourra  la  mettre  sous  cette  forme 

z-  =  y  [{x  -h  by-  -{-  c  —  I)-], 

laquelle,  si  c  —  b-  est  une  quantité  négative,  représentera  une  hyper- 
bole rapportée  à  son  grand  axe  lorsque  y  est  positive,  et  une  ellipse  lors- 
que y  est  négative;  mais  si  c  —  b-  est  une  quantité  positive,  y  devra  être 
positive  et  l'équation  sera  à  une  hyperbole  rapportée  à  son  axe  conjugué, 
en  sorte  que  la  colonne,  au  lieu  d'être  renflée,  se  trouvera  diminuée  au 
milieu.  C'est  pourquoi  il  suffira  d'examiner  le  premier  cas  où 

c  —  6-^  —  /■-', 
en  sorte  que  l'on  ait 

et  nous  remarquerons  d'abord  ici  que,  puisque  la  hauteur  de  la  colonne 
est  a,  il  faut,  pour  que  la  courbe  qui  répond  à  la  portion  d'axe  a  soit 
toute  réelle,  que  l'on  ait  :  1°  si  -y  >  o,  è  =  /■  ou  >  ^  (r  étant  supposée 
une  quantité  positive)  ;  2°siy<o,  ±  b  <C  r  et  a  -h  b  <C  r  {±l  b  déno- 
tant la  valeur  de  b  prise  positivement). 
Cela  posé,  on  aura 

da;  dx  dx 

z''         o.yr{x  -h  b  —  r)        2y r(x  -i-  b  -h  r) 

dont  l'intégrale,  prise  en  sorte  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  x  =  o,  sera 

I     ,       /x  -h  b  —  r        b  -h  r\    . 

log    -, X  7 ; 

■?.yr  \x -t- b -h  r        b  —  ;•/ 

donc,  faisant  x  =  a,  on  aura 

I     ,       ia-hb  —  r        b -h  r\ 

A  = log    -. X  ;; -, 

zyr      ^  \a  +  b  -h  r        b  —  rj 

de  là,  à  cause  de  y  —  ay  =  y-  [b-  —  c)  =  7-r-,  l'exffression  de  P  devien- 
dra (17) 

P  —  y'r'-\i-h-= -, j--î j ^-r,  Ml^- 


r,       fa-hb  —  r        b -h  r\~\^ 
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23.  Il  ne  reste  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  S  par  l'intégration  de  la 
formule 

iiZ^dx=:7:y[{x  +  bf— r']dx, 

laquelle  donne  l'intégrale 

V{x  +  hY~b=  1  Ix'         ,        ,,        A 

ny    ' 4 ''  ■^    =  "^^1^  (  ^  -\-  xb  ^  n'  ~  r'\\ 

de  sorte  qu'en  faisant  a:  =  «  on  aura 


donc  enfin 


S  =  7ry<2  (-77-  +  aô  +  6'—  r^  j; 


—  -4-  ai  +  6'  —  r 


1/ 

Faisons  encore  h  =^  pa,  r^qa  et  mettons  F  à  la  place  de  — ?  on  aura 


P  _  L    ^V^p  +  qp-qj}   ^. 

+  /'+/'-? 

expression  qui  peut  se  simplifier  encore  en  supposant />  +/'"  —  q^  ^  t, 
ce  qui  la  réduira  à  celle-ci 

J-  + 4 

qui  ne  contient  que  deux  indéterminées  t  et  q. 

24.  Puisque  q  =  -;  il  est  clair  que  la  quantité  q  devra  toujours  être 

positive;  voyons  donc  d'abord  quelle  sera  la  valeur  de  q  qui  rendra  l'ex- 
il- '9 
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pression  précédente  un  maximum.  Pour  cela,  il  suffit  de  rendre  un  maxi- 
mum la  quantité 


P^hfe^)'!' 


dont  la  différentielle  logarithmique  étant  égale  à  zéro  donnera  l'équation 

d'où  il  faudra  tirer  la  valeur  de  q. 

t  +  q\  ,  t  -h  q 


Faisons  pour  cela  log  ( )  =  :; ,  donc  - — -  =  e',  et  q  = 


J  —  g  /  t  —  q  ^        e'-  +  1 

l'équation  précédente  deviendra 

donc,  réduisant  l'exponentielle  e-'  en  série,  on  aura  l'équation 

laquelle  donne  d'abord  2  =  0,  et,  à  cause  que  tous  ses  termes  sont  posi- 
tifs, ne  saurait  avoir  aucune  racine  réelle  plus  grande  que  zéro.  Mais 
nous  allons  prouver  que  cette  équation  ne  peut  avoir  non  plus  de<racine 
réelle  négative.  Pour  cela  je  reprends  la  forme 


7,z  ^  e-'  —  I, 


et  je  fais  z  = ;  j'aurai  celle-ci 


iGtt- 


II  est  visible  qu'en  faisant  m  =  o  les  deux  membres  de  cette  équation 
deviennent  nuls  à  la  fois,  et  par  conséquent  égaux  entre  eux;  mais  à  me- 
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sure  que  u  augmente,  le  premier  membre  augmente  aussi  et  le  second 
diminue;  donc  il  sera  impossible  que  l'équation  puisse  jamais  avoir  lieu 
tant  que  m>o;  pour  prouver  que  le  second  membre  diminue  à  mesure 
que  u  augmente,  il  n'y  a  qu'à  prendre  sa  différentielle,  laquelle  est 

—  (  I -}\du;  or,  comme  e  >  i ,  il  est  visible  que  e"  sera  toujours  aussi 

>  I,  tant  que  «>>  o;  donc  i -^  sera  toujours  un  nombre  positif,  par 

conséquent  la  différentielle  dont  il  s'agit  sera  toujours  négative  ;  donc,  etc. 

25.  Nous  venons  donc  de  démontrer  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  valeur 

réelle  de  z  ou  de  log  - — -  qui  puisse  rendre  la  formule  proposée  un 

maximum  ou  un  minimum;  cette  valeur  est  log =  o,  d'où  l'on  tire 

^  t  —  q 

- — -  =  I ,  et  de  là  y  =  o.  Qu'on  fasse  donc,  dans  l'expression  de  k^j  5^=  o, 
ou  seulement  infiniment  petit,  elle  deviendra,  à  cause  de 


à  très-peu  près, 


J-qj  ^_q  t 

t 

P  _       FF 

S^  " 


pourvoir  maintenant  si  cette  valeur  est  un  maximum  ou  un  minimum, 

qu'on  fasse  par  exemple  y  =  /,  on  aura  log- — -  =  logco  =  00  ;  de  sorte 

t      q 

que  l'expression  de  ^  se  réduira  à  celle-ci 

F^' 


qui  est  évidemment  plus  petite  que  la  précédente,  à  cause  de  tt  >  1 


Quant  aux  valeurs  imaginaires  de  z,  c'est-à-dire  de  log -■>  il  est 
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clair  qu'elles  doivent  être  rejetées,  parce  qu'elles  rendraient  toute  la 

P  .        .     . 

valeur  de  ^^  imaginaire;  il  n'y  a  que  le  seul  cas  où  s  serait  de  1^  forme 

P 

p-V — I.  dans  lequel  ^aurait  néanmoins  une  valeur  réelle;  or,  ce  cas 

aura  lieu  quand =  —  i,  c'est-à-dire  lorsque  y  =  co  :  car  alors  on 

aura  los' =  los-  —  1  =  7:  v'—  i .  et  l'expression  de  :=r;  deviendra 

Fq^- 


laquelle  est,  à  la  vérité,  toute  réelle;  mais  comme  elle  est  en  même 
temps  négative,  ce  qui  est  absurde,  on  voit  que  le  cas  dont  il  s'agit  doit 
être  également  rejeté. 

26.  Le  maximum  de  la  quantité  05  aura  donc  lieu  uniquement  lorsque 
^  =  o,  ce  qui  donne  r  =  o,  et  par  conséquent 

Z-=:y{x-\-b)- 

pour  l'équation  de  la  courbe,  ce  qui  rentre  dans  le  cas  du  n°  18,  où  la 
colonne  était  supposée  conique;  d'où  il  s'ensuit  que  la  figure  conique 
dans  les  colonnes  est  préférable  à  la  figure  renflée  qui  proviendrait  de 
la  révolution  d'ime  section  conique  autour  de  son  axe.  Mais  si  l'on  veut 
que  la  colonne  ait  la  plus  grande  force  possible,  il  faudra  lui  donner 
la  figure  cylindrique,  comme  nous  l'avons  démontré  plus  haut  (numéro 
cité). 

27.  Je  n'examinerai  pas  ici  quelle  est  la  force  des  colonnes  qui  sont 
formées  par  d'autres  courbes  que  des  sections  coniques,  parce  que  d'un 
côté  l'équation  en  u  du  n°  13  est  rarement  intégrable,  et  que  de  l'autre 
la  considération  de  plusieurs  cas  particuliers  ne  pourrait  jamais  conduire 
à  une  conclusion  vraiment  générale.  Je  vais  tâcher  plutôt  de  résoudre  la 
question  proposée  d'une  manière  directe  et  générale,  en  cherchant 
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immédiatement  la  courbe  qui,  par  sa  rotation  autour  de  son  axe,  pro- 
duira une  colonne  qui  ajt  la  plus  grande  force  possible;  Problème  d'un 
genre  assez  neuf,  et  dont  la  solution  demande  des  artifices  particuliers 
qui  pourront  m'être  utiles  dans  d'autres  occasions. 

28.  Voici  en  quoi  consiste  ce  Problème  exprimé  analytiquement  : 


//  s'agit  de  troiwer  une  équation  entre  les  ordonnées  z  et  les  abscisses  x\ 
P 

S^ 


telle  que  la  quantité  -^,  soit  la  plus  grande  qu'il  est  possible,  S  étant  égale  a 


l'intégrale  n  i  z'^dx  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  a,  et  P  étant  une  con- 

stante  qui  doit  être  déterminée  par  cette  condition  que  l'intégrale  I  -^i 

prise  en  sorte  qu'elle  soit  nulle  lorsque  a;  =  o,  devienne  égale  à  n  lorsque 
X  =  a,  en  supposant  u  donnée  par  l'équation  différentielle 

,  i^          ^r  i  2  ud-  U  —  du- 
-^P-'-^^i ^^ 

où  X  est  une  fonction  dojinée  de  z  que  nous  dvons  supposée  plus  haut 
égale  à  K  5  ' . 

On  voit  que  ce  qui  rend  surtout  le  Problème  diiïicilc,  c'est  (jue  la 
quantité  u  n'est  pas  donnée  en  P  et  en  :;  en  termes  finis;  mais  supposons 
pour  un  moment  que  ce  soit  m'ie  fonction  couTiue  de  z  et  de  P,  en  sorte 

que 

du=Mdz  +Nc?P, 

en  faisant  aussi  P  variable;  dans  ce  cas,  voici  comment  on  pourra  s'y 
prendre. 

P       . 
Puisqiue  ^  doit  être  un  maximum,  on  aura  d'abord,  en  diti'érentiant 

et  employant  la  caractéristique  lî, 

lî  P         2  â'S 

:p-^^"' 

/dx  .  .       , 

—  est  égal  a  une  quantité  donnée  -,  laquelle  est  inde- 
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pendante  de  P,  on  aura  aussi,  en  différentiant, 

'  dxèu 


rdxSu 
—  1   — —  =0. 
J       '*' 


et  mettant  pour  §m  sa  valeur  Mo=  -t-NâP, 

MSzdx        rNôPe?x 


rMèzdx        fNÔP 


mais  P  étant  une  constante  par  rapport  à  x,  on  pourra  mettre  sa  diffé- 
rentielle âP  hors  du  signe  d'intégration,  ce  qui  donnera  l'équation 

r  Mâzdx       ,„  rNdx 

I l-ôP       =0, 

J         II-  J      u- 

d'où  l'on  lire 

ruôzdx 

J        ^' 


ÔP  =  - 


'^dx    ' 


r-i 


ces  intégrales  étant  prises  depuis  a-  =  o  jusqu'à  x  =  a. 
Quant  à  la  valeur  de  oS,  puisque  S  =  n  j  z-dx,  on  aura 

ôS  =  27c  jzôzdx; 

donc,  substituant  ces  valeurs  de  §P  et  de  §S  dans  l'équation  ci-dessus,  on 

aura  celle-ci 

r  Uèzdx 
,      Czozdx        I         u' 

/l^dx 
- — —-,  qui  peut  être  regardée  comme  une 

constante,  et  nous  aurons  l'équation 
laquelle  donne 


^^^^,hzdx  =  o. 


^nz-        M     _ 
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Or,  comme  u  est  supposée  une  fonction  de  z  et  de  constantes,  que  M  est 
par  conséquent  aussi  une  fonction  de  z  et  de  constantes,  et  que  S  et  R 
sont  aussi  des  constantes ,  il  s'ensuit  que  cette  équation  donnera 
z  =  const.  ;  mais  il  faut  que  cette  valeur  de  s  satisfasse  aussi  à  l'équa- 
tion en  u\  or,  comme  u  est  par  hypothèse  une  fonction  de  z  et  de  P,  on 
aura  aussi  u^^  const.;  donc  l'équation  dont  nous  parlons  deviendra 

4Pm^  — 4X  =  o,     ou     Pm;^  — X  =  o, 

laquelle  pourra  toujours  se  vérifier  lorsque  X  sera  une  fonction  de  z, 
comme  nous  l'avons  supposé. 

Au  reste,  comme  cette  solution  est  fondée  sur  l'hypothèse  particulière 
de  u  égal  à  une  fonction  de  s,  il  s'en  faut  beaucoup  qu'on  puisse  la 
regarder  comme  exacte  et  complète;  aussi  n'est-elle  ici  que  comme  une 
introduction  à  la  solution  générale  que  nous  allons  donner  dans  les 
numéros  suivants. 

29.  Nous  aurons  d'abord  comme  ci-dessus  les  deux  équations 

(3P        aâS  rdxàu 

-p-^-°'      j-l^=°' 

et  de  plus  nous  aurons  aussi  l'équation 

ÔS:=27Ï   I   zàz  dx  , 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  trouver  une  équation  entre  âP,  ^u  et  §s.  Pour 
cela  je  reprends  l'équation  en  u,  et  pour  la  rendre  plus  traitable,  je  la 
ramène  à  sa  première  forme  en  faisant  u  =  t-,  ce  qui  la  réduit  à  celle-ci 

\f/x-         C~ 

laquelle  est  moins  chargée  de  différentielles  que  celle  en  u;  maintenant 
je  la  différentie,  en  affectant  les  différentielles  de  la  caractéristique  â  et 
faisant  varier  à  la  fois  ^  P  et  s;  j'aurai 

l  dH         i\  ^^       ^  lèd-t        3ÔA 

Pô<+iaP+     j -)âX  +  X    -j—  H ^    =o; 

\ dx-        P  \  dx^  t   / 
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mais  puisque  X  est  supposée  une  fonction  de  z,  on  aura  dX  =  X'c?s,  et 
par  conséquent  aussi  âX  =  X'5s;  de  plus,  on  a  par  la  méthode  des 
variations,  exposée  dans  les  tomes  II  et  IV  des  Miscellanea  Taurinen- 
sia  {'],  8d'-t  =  d'^^t\  donc,  substituant  ces  valeurs  et  mettant  de  plus 

— ^  à  la  place  de  -, r?  on  aura  cette  équation 

PtX'oz       ^.  fd'ôt       3§t\ 


dx- 
c'est-à-dire 

3\\  .        ^  dr-dt        ,„       PX'td: 


('  /  dx'  X 


Je  multiplie  maintenant  cette  équation  par  c(dx,  «  étant  une  nouvelle 
indéterminée,  et  je  l'intègre  en  faisant  disparaître,  par  des  intégrations 
partielles,  les  différences  de  §t;  j'aurai 


/[(-^)-^]-^' 


Xadot        d(\oc)ot 


dx  dx 

+  (îP  /  tadx  —  P  i  ~ — ^: — ^  dx  =  const. 

Je  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  la  quantité  a  soit  telle  que  l'on  ait 

„       3X\  d'(Xa)        H 

H  étant  une  constante  quelconque;  l'équation  précédente  deviendra 
H  I  — ^ \ -, ^—^ h  ôP  I  txdx  —  P  /  — ^7 —  dx  =  coiist., 


(*)  OEucres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  335,  et  t.  II,  p.  Sy. 

3rJ< 

(**)  Le  terme  — —  devrait  avoir  ici  le  signe  +  comme  dans  la  formule  précédente.  Le  chan- 
gement de  ce  signe  a  pour  effet  d'infirmer  tous  les  résultats  qui  suivent;  ces  résultats  sont 
d'ailleurs  affectés  de  plusieurs  autres  erreurs  de  calcul.  Nous  avons  reproduit  exactement  le 
texte  primitif  en  nous  bornant  à  corriger,  comme  nous  l'avons  toujours  fait,  les  fautes  typo- 
graphiques; on  trouvera,  à  la  fin  du  Mémoire,  l'indication  des  modifications  qu'il  y  a  lieu  de 
faire  subir  aux  principales  formules.  [Note  de  l'Editeur.) 
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où  je  remarque  qu'à  cause  de  t-  =  u  on  aura 

/ètdx I    r dtidx 
t'     ~  ij      II' 

Donc,  si  l'on  étend  l'intégration  de  l'équation  précédente  depuis  x=^o 

/Su  dx 
— j— 1  laquelle  devra 

être  nulle  par  les  conditions  du  Problème. 

Pour  cela,  je  nomme  B  la  valeur  totale  de  l'intégrale  /  tadx,   prise 

depuis  x  =  o  jusqu'à  x^a,  ensuite  je  nomme  II  et  W  les  valeurs  des 

termes  — -, ^ — -  ot  pour  le  point  ou  a- =  o  et  pour  celui   ou 

. ,  .    ,  ,  -,     r ètdx        \    fèudx  , , , 

a;  =  fi;  j  aurai  donc,  a  cause  de  \  — :—  =  -  j  — r-  =  o,  I  équation 

j  rtaX'< 
J        X 


n-^  +  BôP-p  1.  -^Z'^^  dx^o. 


d'où  l'on  tire  d'abord 

ôp  _  y-n 

T  ~      BP 


B  j  ^X" 


dx. 


,,.    ,,         ,      rtaX'ëzdx    -,      .  ■  ■  •         1         •  •  ,. 

r intégrale  )  ^^ étant  aussi  supposée  prise  depuis  a;  =  o  jusqu  a 

X  =:  a. 

Donc,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  §P,  ainsi  que  celle  de  5S,  dans 
l'équation 

ÔP  2âS 

on  aura  celle-ci 

-Bi^+BJ   -^^dx--^Jzôzdx  =  o, 

ou  bien,  à  cause  que  les  quantités  B  et  S  sont  constantes  par  rapport 
à  X,  puisqu'^elles  expriment  des  intégrales  déterminées  où  x  est  supposé 

égal  à  a, 

■■'      ~        r(ta\' 


W  —  n         f(ta\'        ^T.z 

u. 


BP       ■./  V  BX  S     -•^'' 
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On  aura  donc  d'abord,  pour  tous  les  points  de  la  courbe,  l'équation  in- 
définie 

?o:X'        ^nz  

"BX  S~  ~'°' 

c'est-à-dire, 

taX'  _  4TrB 

^^~~S~~' 

ensuite  on  aura  l'équation  déterminée  ^=11,  laquelle  ne  se  rapporte 
qu'aux  points  extrêmes  de  la  courbe  oh  x  =  o  etx  =  a. 

30.  Ainsi,  pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  cherchée,  il  n'y  aura 
qu'à  éliminer  les  deux  indéterminées  t  et  ix,k  l'aide  de  ces  trois  équa- 
tions 

taX'  __  47tB 

zX    ~     S    ' 
/p       3X\  f/MXa)        H 


<'  y  dx-        t^ 

et  comme  X  est  supposée  une  fonction  connue  de  z,  on  aura  une  équa- 
tion finale  entre  les  ordonnées  z  et  les  abscisses  x. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l'on  fait  rx  =  Hr,  la  constante  H  dispa- 
raîtra de  la  seconde  équation,  et  que  la  première,  étant  divisée  par  H, 

deviendra 

rtX'  _  47rB 

7T~  HS"' 

de  sorte  que,  comme  H  est  une  constante  arbitraire,  la  quantité   ^jj^- 

aura  une  valeur  constante  quelconque  indépendante  de  B  et  de  S. 

De  cette  manière  on  aura  donc,  en  prenant  une  constante  arbitraire  C, 
les  trois  équations  suivantes 

rtX'  _  ^ 


IdH 
\dx'' 
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qui  renferment  la  solution  du  Problème  proposé,  pris  dans  toute  sa 
généralité. 

31.  Si  l'on  chasse  r  et  t,  il  viendra  une  équation  en  s  et  x  du  qua- 
trième ordre,  qui  sera  peut-être  bien  difficile  à  intégrer;  mais  je  re- 
marque que  z  =  const.  sera  sûrement  une  intégrale  particulière  de  cette 
équation;  car  supposant  z  constante,  X  et  X',  qui  sont  des  fonctions 
de  3,  seront  aussi  constantes,  de  sorte  que  si  l'on  suppose  aussi  r  et  z 
constantes  en  même  temps,  les  équations  ci-dessus  deviendront 

D       3X\  I 

" 7-  ]  r r  =0, 

f    )  t' 

X 

ft =0, 

dont  les  deux  dernières  donneront  d'abord 


^' 


X 


ensuite  la  première  donnera 


2zX  v'PX 


d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  z,  laquelle,  à  cause  de  la  constante  arbi- 
traire C,  pourra  être  une  constante  quelconque. 

32.  Cette  valeur  de  z  donne  évidemment  un  cylindre  pour  la  figure 
de  la  colonne;  mais  comme  ce  n'est  qu'une  valeur  particulière,  elle  ne 
peut  être  censée  résoudre  le  Problème  que  dans  certaines  circonstances. 
En  effet,  comme  l'équation  en  z  doit  être  du  quatrième  ordre,  ainsi  que 
nous  l'avons  remarqué  ci-dessus,  elle  renfermera  nécessairement,  étant 
intégrée,  quatre  constantes  arbitraires,  en  sorte  que  l'on  pourra  faire 
passer  la  courbe  par  quatre  points  quelconques  donnés,  ou  par  deux 
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points  et  par  deux  tangentes,  ou,  etc.  Si  l'on  veut  que  la  courbe  de  la 
colonne  qui  doit  avoir  la  plus  grande  force  possible  passe  par  quatre 
points  également  éloignés  de  l'axe,  dans  ce  cas  on  sera  assuré  qu'il  n'y 
aura  qu'une  ligne  droite  qui  résolve  le  Problème,  en  sorte  que  la  colonne 
devra  être  nécessairement  cylindrique.  La  même  chose  aura  lieu,  par 
exemple,  si  les  deux  bases  de  la  colonne  doivent  être  égales  entre  elles, 
et  que  de  plus  les  tangentes  de  la  courbe  aux  deux  extrémités  doivent 
être  parallèles  à  l'axe,  et  ainsi  du  reste. 

En  général,  toutes  les  fois  que  les  quatre  conditions  données  seront 
lelles,  qu'elles  pourront  cadrer  avec  une  ligne  droite  parallèle  à  l'axe, 
cette  ligne  sera  sûrement  celle  du  maximum;  mais  dans  tous  les  autres 
cas  le  Problème  ne  pourra  se  résoudre  que  par  l'intégration  complète  de 
l'équation  différentielle  en  z  etx. 

33.  Si  l'on  veut  que  la  colonne  soit  à  peu  près  cylindrique,  ce  qui  est 
le  cas  le  plus  ordinaire,  on  pourra  résoudre  le  Problème  d'une  manière 
approchée  que  voici. 

Puisque,  lorsque  =  est  constante,  on  a  aussi  r  et  t  constantes,  il  est 
visible  que  si  ;:  varie  peu,  r  et  t  varieront  peu  aussi. 

Supposons  donc 

Z=Z(H-Ç),       /■=:=R(l  +  p),       <  =  T(l  +  6), 

z,  R,  T  étant  des  constantes  finies,  et  Ç,  p,  0  des  variables  très-petites;  el 
substituant  ces  valeurs,  on  pourra  négliger  les  produits  de  deux  ou  de 
plusieurs  dimensions  de  Ç,  p,  0,  en  sorte  que  l'on  aura  des  équations  où 
les  variables  ne  se  trouveront  que  sous  une  forme  linéaire,  et  qui  seront 
par  conséquent  intégrables  par  les  méthodes  connues. 

Mais  avant  de  faire  ces  substitutions  on  remarquera  que,  comme  X  est 

supposée  une  fonction  donnée  de  s,  si  l'on  fait  -7-  =  X'  et  — ;—  =  X", 
^  ^  dz  dz 

les  quantités  X  et  X'  deviendront  à  très-peu  près  X  +  X'ZÇ,  X'  +  X"ZÇ, 
c'est-à-dire,  X  (  i  -1-  ^^^  u  X'  (  n ^^7^  -,  en  supposant  que  l'on  ait  mis 


Z  à  la  place  de  z  dans  X,  X',  X",  en  sorte  que  ces  quantités  seront  main 
tenant  constantes. 
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De  celte  manière,  les  équations  du  n°  30  deviendront 

RTX'r  ,     ./x"z     x'z      \]     ,,    ■ 

R[P-Tr('  +  -^C-4e)+PpJ  +  XR(^-^^+^)-^(. -36)^0, 
PT(.  +  0)  +  XtS- Jf.+  lPç-39\=o. 


dx'       P  V  X 

Or,  si  les  quantités  p,  S  et  Ç  étaient  nulles,  on  aurait 


RTX'       ^      „  /„      3X\        I  _      X 

ZX 


=  C,     R/p-^j-i^==o,     PT. 


d'où  l'on  tire 

X  =  PT%     R  =  - 


aPP 


donc,  supposant,  ce  qui  est  permis,  que  ces  équations  aient  lieu,  les 
équations  précédentes  deviendront 

.       /ZX"       ZX'        \  ,, 
,  /ZX%       ,A  _/ZX'rf=Ç       d'p\       „„ 

e  +  T^-^^'C  +  36  =  o, 
dx'         X 

ou  bien,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  ^  =  M,  i  +  -^^^ ^^  =  N, 

A  A.  X 

on  aura  ces  trois  équations-ci 

p  +  9— NÇ=:0, 

d'O 
P^+49-MÇ  =  o,       . 

de  l'intégration  desquelles  dépend  maintenant  la  solution  du  Problème. 
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34.  Pour  intégrer  ces  équations  je  suppose 

'Ç=:cxsin[s-i-x~  h 

ô  =  (3  sin  (  e  -H  a;  ~ 

a,  p,  y,  c  et  u  étant  des  constantes  indéterminées;  je  substitue  ces  va 

leurs  et  je  divise  ens 
équations  suivantes 


leurs  et  je  divise  ensuite  tous  les  ternies  par  sin  ^  :  -f-  a;  tt^  );  j'ai  les  trois 


y  +  P  — ■N«  =  o, 
—  Ma(&)-l-3)  — y(M  — i)+ 6(3  =  0, 
—  (3(w  — 4)  — Ma  =  o; 
la  dernière  donne 

_       (3(0.-4) 
"- M ' 

ce  qui  étant  substitué  dans  les  deux  premières,  on  aura 

_r      N(w-4)n 

(3[6  +  (u  +  3)(M-4)]-y(&j-i)  =  o; 
la  première  donnera  sur-le-champ 

et  substituant  ensuite  cette  valent?  dans  l'autre  équation,  on  aura,  après 
avoir  divisé  tous  les  ternies  par  fi, 

6  +  («  +  3)  (0,  -  4j  +  («  _  I)  1^,  +  ^ilii^J  =0, 

c'est-à-dire,  en  réduisant, 

(M-t-N)6j=— 5Nw  +  (4N— 7M)  =  o, 
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équation  d'où  l'on  tirera  deux  valeurs  de  w,  lesquelles  seront  toujoui's 
nécessairement  réelles,  à  cause  que 

(5N  )^  -  4(M  +  N )  (4N  —  7 M  )  =  gN^  +  laMN  +  28M'  =  ( 3N  +  2M )^  +  i^M\ 

et  ces  valeurs  seront 


_  5N  +  v/(3N  +  2M)^+24M' 
"~  2(M4-N) 

Comme  la  quantité  j3  a  disparu  de  l'équation  en  w,  il  s'ensuit  qu'elle 
reste  indéterminée,  de  sorte  qu'on  pourra  la  prendre  à  volonté;  mais  on 
peut,  si  l'on  veut,  prendre  a  à  volonté  au  lieu  de  p,  ce  qui  sera  plus 
commode,  parce  que  c'est  proprement  la  quantité  Ç  que  l'on  cherche; 
alors  les  quantités  j3  et  7  devront  être  déterminées  ainsi 

Ma  /',  M 

.,     7=    N  + 


M  —  4  V       w  —  4 

Quant  à  la  constante  e,  comme  elle  a  aussi  disparu  des  équations,  elle 
sera  pareillement  arbitraire. 

Or,  puisque  la  quantité  w  a  deux  valeurs,  si  l'on  désigne  ces  valeurs 
par  (j)  et  w',  et  que  l'on  prenne  deux  autres  constantes  arbitraires  a'  et  s', 
on  aura,  pour  la  valeur  complète  de  Ç,  l'expression 

C  =:  a  sin  \  c.  +  X  ~  j  -h  oc  sm  \i  -\-  X  ~ 

et  les  valeurs  correspondantes  de  ô  el  p  seront 

6  =  (3  sin  (  e  +  X  ^  j  +  |3'  sin  (  e'  +  a;  ^ 

•    f  v/«A        ,   ■    f  ,         s/^\ 

p  =  y  sm  I  e  +  a.-  vpT  )  +  y'  sm  I  e'  +  ^  îp^  I , 

j3'  et  7'  étant  les  valeurs  de  j3  et  7  qui  résultent  en  mettant  x  et  w'  à  la 
place  de  x  et  w. 

35.  Je  remarque  maintenant  que  lorsque  z  est  égal  à  une  constante. 
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T-K 

ce  qui  est  le  cas  des  colonnes  cylindriques,  on  a  (11)  P  =  '-^^  a  étant 
la  hauteur  de  la  colonne,  n  étant  l'angle  de  i8o  degrés;  ainsi,  dans  notre 
cas,  où  z  =  Z  +  ZÇ,  on  aura,  aux  quantités  très-petites  près,  P  =  ^^^) 
puisque  X,  étant  constante,  est  la  même  quantité  qu'on  avait  désignée 
par  K  (12j;  or  on  a  (33)  X  =  PT^  donc  X  =  ^^^,  d'où  T"  =  ~,  et 
par  conséquent  T-  =  -;  donc,  si  l'on  substitue  cette  valeur,  on  aura 

Ç  =  a  sm   .  £  H ^—     +  a  sm     e  H — 


c/.,  a',  c,  s'  étant  quatre  constantes  arbitraires  qu'on  pourra  déterminer, 
en  sorte  que  la  courbe  cherchée,  dont  les  abscisses  sont  x  et  les  ordon- 
nées sont  s  =  Z(i  +  Ç),  passe  par  quatre  points  donnés,  ou  par  deux 
points  et  deux  tangentes,  ou,  etc.,  comme  on  l'a  dit  plus  haut  (32). 

A  l'égard  des  valeurs  de  w  et  w',  elles  ne  dépendront  que  de  la  nature 
de  la  fonction  X  de  Z;  car  en  faisant 

Z</X  _  Zt/'X  _ 

X^Z"     '     d\dZ~      ' 


5(i  +  M- 

-M')  +  v/(3  +  5M-3M', 

)=4-24M= 

2(l-+-2M-  M') 

5(i  +  M- 

-M')-v'(3-l-5M-3M') 

I'  -)-  24  M^ 

2  (  I  -4-  2  M  —  M'  ) 

S'il  arrive  que  w  soit  négatif,  alors  le  radical  \/w  deviendra  imaginaire, 
et  le  terme  «sin  (  c  4-  £iLv^  j  deviendra  (en  y  mettant  c\l—  1  à  la  place 
de  c  et  2  a  y/—  I  à  celle  de  a)  de  celte  forme 


il  en  sera  de  même  du  terme  a'  sin  (  c'  h '-^-^^  ),  si  w'  devient  négatif 
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Si  X  est  supposé  proportionnel  à  une  puissance  quelconque  de  z  ou  Z, 
en  sorte  que  X  =  KZ",  on  aura  M  =  n,  M'  =  "  —  i  ;  donc 


5  +  y/g  H-  6  «  +  7  re' 
2  4-  « 


5  —  i/q  +  6/1  +  nn' 
2  -(-  « 

et  supposant  «  =  4^  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  on  aura  0)^2, 
00'=  — -;  par  conséquent  l'équation  de  la  courbe  contiendra  dans  ce 
cas  des  sinus  et  des  exponentielles. 

36.  Pour  ce  qui  regarde  les  constantes  «,  a',  s,  s',  le  moyen  le  plus 
simple  pour  les  déterminer  est  de  supposer  que  les  valeurs  de  Ç  et  -r^ 
soient  données  aux  deux  extrémités  de  la  colonne  où  a;  ==  o  et  où  a;  =  a. 
Pour  cela,  supposons  donc  que  lorsque  a?  =  o  on  ait  Ç=/?,  ~j-  ^^  (j ^  «t 

que  lorsque  a;  =  a  on  ait  'Ç=p',  -j^  —  q' ,   en  sorte  que  Z{i+p), 

Z  (i  -f-/?']  soient  les  rayons  des  deux  bases  de  la  colonne,  l'inférieure  et 
la  supérieure,  et  que  Zq,  Zq'  soient  les  tangentes  de  l'inclinaison  du 
profil  de  la  colonne  avec  l'axe,  à  l'extrémité  inférieure  et  à  l'extrémité 
supérieure;  on  aura  (35) 

p  =  a  sine  +  cJ  sine', 

a  =  — - —    a  C0S£  +  a  C0S£    , 
^  a 

;?' =  a  sin  (  e  -(-  7:  y/co  )  +  a' sin  (e'  -+-  v:  \Jm'), 

q'  =  —^  [acos(e  +  t.  \Ju>)  -+-  o;'cos(e'  +  tt  \Jo^')^  ; 

d'où  l'on  pourra  tirer  les  valeurs  de  a,  a',  z,  e';  en  effet,  les  deux  pre- 
IL  21 
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mières  donneront  celles-ci 

p  cos(7r  ^m')  h 4=sin  (tt  y/w')  :=  a.  sin  (e  +  tï  \Jm' )  +  a!  sin  (e'  +  tt  \/&7)' 

—  psin  {■nsfô^)  -\ ^cos(7r\/w')  =  a  ces  (e  -+-  t:  \/m'}  -+-  a'cos  (s'  4-  tt  \/oÎ'), 

lesquelles  étant  combinées  avec  les  deux  dernières  donneront 

/              i/m  -f-  Jeu'  \    .     (     Ju  —  4/W  \         ,                  /       /— 7  ^           (tQ       ■    /       i—;\ 
2 a  ces  I  E  -I-  TT  -'^ —  1  sin  I  t: —  \=:  p'  —  p  ces  [ tt  \/m  j ^  Sin  ( tt  y'w  J, 

V  '■  /  \  2  /  7^  ^tj' 

.    /      ,       i/wH-  i/w'  \    .     /      \/"  ~  V^w'  \        '^Q'             •    I      r-,  \         "''I  I      I—,  \ 

-  2asin(  £  -)-  TT-î î —  Isin  1  7T-Ï ï —  ]=• — ^-i-/>sin  (7Ty/w  ) '— .  eos(TTv'&)'), 

d'où  en  faisant,  pour  abréger, 

P  =;>  sin  (tt  v/&7)  h i=i  cos  (tt  y/co'  )  H ^5 

TT  y/w'  7T  y/cu' 

Q  =pcos(7r  v^w')  H ~  sin  (tt  y^cj')  — />', 

TT  y/w' 


on  tire 


2  sin  1   TT 

et  de  même,  en  faisant 


y/w  —  y^w' 


on  aura 


P'  =  p'  sin  (tt  y/w)  H i=  cos  (tt  y^w)  H ^L, 

TT  y/w  TT  y/w 

Q'  =y>'  cos  (tt  v^w)  H ^  sin  (tt  y/w)  —  />, 

TT  y/w 

/  ,  y/S  +  y/^N         P' 


,_  y/P"  +  Q" 

y/w  —  ^(j 


2Sin      TT 
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37.  Ainsi  les  constantes  a,  z,  a',  s'  auront  des  valeurs  déterminées,  si 
les  quantités  p,  q,  p',  q'  sont  toutes  données,  de  sorte  qu'il  ne  restera 
plus  rien  d'indéterminé  dans  l'équation  de  la  courbe  cherchée;  mais  si 
quelques-unes  de  ces  dernières  quantités  ne  sont  pas  données,  alors 
quelques-unes  des  constantes  a,  s,  a  ,  i  resteront  indéterminées,  et  ce 
sera  une  nouvelle  question  de  maximis  et  minimis  de  déterminer  ces 
constantes,  en  sorte  que  la  force  de  la  colonne  soit  la  plus  grande  qu'il 
est  possible.  Or  l'équation  de  la  courbe  étant  donnée,  il  est  clair  qu'il 
n'y  aura  qu'à  chercher  l'expression  de  la  force,  et  la  rendre  ensuite  un 
maximum ,  en  supposant  que  les  constantes  indéterminées  soient  va- 
riables, ainsi  que  nous  l'avons  fait  plus  haut  lorsque  nous  avons  pris 
une  section  conique  pour  la  courbe  de  la  colonne;  mais  la  méthode  que 
nous  avons  employée  pour  résoudre  le  Problème  en  général  ofi're  un 
moyen  plus  simple  de  parvenir  au  même  but. 

38.  Pour  cela,  il  n'y  a  qu'à  se  rappeler  que  l'équation  qui  renfermait 
les  conditions  du  maximum  contenait  deux  parties  :  l'une,  affectée  du 

signe  {■,  qui  a  servi  à  déterminer  en  général  l'équation  de  la  courbe; 

l'autre,  hors  du  signe  /  -,  qui  ne  se  rapportait  qu'aux  deux  points  extrêmes 
de  la  courbe  et  dont  nous  n'avons  jusqu'à  présent  fait  aucun  usage. 
Cette  dernière  partie  de  l'équation  dont  il  s'agit  (29)  est         „    -, 

où  n  est  la  valeur  de  la  quantité  — -^ -j—^'ht  pour  le  premier 

point  où  a;  =  o,  et  V  la  valeur  de  la  même  quantité  pour  le  dernier 
point  où  a;  =  a;  ainsi,  comme  on  a  égalé  séparément  à  zéro  la  première 

partie  affectée  du  signe  /  ■,  il  faut  pareillement  égaler  à  zéro  la  partie 

¥  —  n 
algébrique  — pp— '  C6  qui  donnera  l'équation  déterminée 

Pour  faire  usage  de  cette  équation,  on  remarquera  que  les  variations 
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dot  ,  .  odt 
-j—  OU  bien  -j—i 
ax  dx 

extrêmes  de  t  et  -r-->  lesquelles  dépendent  uniquement  des  quatre  con- 
stantes arbitraires  que  l'expression  générale  de  t  doit  renfermer,  et  qui 
sont  les  mêmes  qui  entrent  dans  l'expression  de  Ç;  d'où  il  s'ensuit  que 

pour  avoir  les  valeurs  en  question  de  §f  et  de  5-^5  il  faudi'a  faire  varier 

ces  mêmes  constantes  dans  les  expressions  de  t  et  de  -7-;  ou  seulement 

celles  d'entre  elles  qui  seront  demeurées  indéterminées;  on  aura  par  ce 
moyen  les  conditions  nécessaires  pour  la  détermination  de  toutes  les 
constantes  indéterminées. 

39.  Pour  appliquer  ceci  au  cas  du  n°  33,  on  substituera  d'abord,  dans 

l'expression 

^    ^  dt       d^a  ^ 

\.ot.ù  -, j —  ùi, 

dx         dx 

Hr=HR(n-p)  à  la  place  de  a,  X(n-MÇ)  à  la  place  de  X,  etT(i-f-5) 

à  la  place  de  t,  et  négligeant  les  termes  ou  les  quantités  très-petites  Ç, 

p,  5,  lesquelles  formeraient  ensemble  deux  ou  plusieurs  dimensions,  on 

aura  celle-ci 

HXRTô4^, 
dx 

où  HXRT  est  une  quantité  constante. 

Or,  l'expression  générale  de  Q  est  (34  et  35),  en  y  substituant  les 
valeurs  de  |3,  /3'  et  T^  celle-ci 


d'où  l'on  tire 


I  a  sm  l  e  H 

L  4- M 


v/t-M            ,    .     l  .      .       xv:  \l(j 
'        asm    sms'H ^— 


[,—         /         xt:  \f(ji\  ,    ;—         /  ,       xnJoi 

a.  i/w  cos     e  H —  oc  i/tû'  cos     £  H — ■ 
\              «       /                           V               « 
4  —  w                                4-  —  w' 


dx 
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Donc  : 

i"  Faisant  a;  =  o,  on  aura 

(IQ  Mt:  (a.  \Jm  cose        c'  y/w'  coss' 


dx         a    \    4  —  w  4  —  '^^' 

et  différentiant  par  5,  en  faisant  varier  à  la  fois  a,  î,  à',  c',  on  aura  pour 
le  premier  point  de  la  courbe 

^clB        m-K     Jâ     ,          ^              .      ,  >       Mtt     i/«^     ,         ,  ,  ,         ,    .     ,  ^  , 
0  -;-  ^ 7-^^ (coseda  —  asuieôs)  H 7-^ ;  (cose  ôa  —  a  sine''-3e  ),• 
fte          «     4  ^  "                                               a    4  —  w 

cette  quantité,  multipliée  par  HXRT,  sera  la  valeur  de  17. 
2°  Faisant  a?  =  a,  on  aura 


dB_ 
dx 


• 

M  JT  fa  \Jm  ces  (  e  +  7:  y/w  )        a'  y/w'  ces  {  e'  h-  TT  y/oi'  )  1 

a    L  4  —  '>'>  4  —  W  J  ' 


donc,  différentiant  par  0,  en  faisant  varier  également  a,  s,  a',  e',  on  aui 
pour  le  dernier  point  de  la  courbe 

,  dO        Mtt     <Jm       f        I  ,— w  .    /  /— \  ,  1 

0  -1—  = •  -— [ cos  \i  +  TT  y/ w  j  ôa  —  a  sm  ( e  -1-  tt  y/M  J  og  J 

Mtt       y/w'       r  /   ,  /— ;\  ^    ,  ,     .     /   ,  /— ;  \  ^     1 

H j-^ — T  y  COS  \  e  4-  TT  y/&)  j  Oa  —  a  sm  (  e'  -(-  tt  y/w'  j  ôe'  J , 

et  cette  quantité  multipliée  de  même  par  HXRT  sera  la  valeur  de  Vr 
40.  Ainsi  l'équation  ^  —  n  =  o  donnera,  en  ordonnant  les  termes, 

7 [cos  (e  -I-  TT  y/w  )  —  COSE  1  Ôa 

4  —  w  '  -• 

[sin  (e  +  7T  y/w")  —  sin  £  ]  «âe 


4 

+  7-^^ 7  [cos  (e'  +  7;  y/w')  —  cose'I  ôa' 

4  —  ov 


y/w' 


[sin  (  e'  +  :r  y/w' )  —  sin  e'  ]  a!  ^e'  =  o, 


4- 
d'où  l'on  déduira  les  conclusions  suivantes 
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1°  Si  les  valeurs  des  quatre  constantes  a,  a',  a,  e'  sont  données  comme 
dans  le  cas  du  n"  36,  ou,  en  général,  lorsque  la  courbe  doit  satisfaire  à 
quatre  conditions  données,  les  différences  §a,  §a',  as,  §£'  seront  nulles 
d'elles-mêmes,  et  l'équation  dont  il  s'agit  se  trouvera  identique. 

2"  S'il  n'y  avait  que  les  quantités  a.  et  a'  de  données,  alors  §a  et  §«' 
seraient  nulles,  et  il  faudrait  faire  évanouir  séparément  les  termes 
affectés  des  différences  indéterminées  §£,  Ss',  ce  qui  donnerait  ces  deux 
équations 

sin  (s  +  7T  \/m  )  —  sin  e  =  o, 
sin  (e'  + TTy/co')  —  sin£'  =  o, 

lesquelles  serviraient  à  déterminer  les.angles  c  et  =';  on  aurait  donc,  dans 
ce  cas, 

simr  i/m  tt  Jm 

tang£  = ^ — ^  =  col  — î — ? 

I  —  ces;:  y  w  2 

sin  -  JfW  t:  Jm' 

tangs'  = ^ — ^  =  col  — î — , 

I  —  ces  7:  \j'm'  2 

d'où 

e=9oo--— . 

Si  c'étaient  les  quantités  s  et  s'  qui  fussent  données,  alors  les  termes 
affectés  de  as  et  ôs'  s'évanouiraient,  et  il  faudrait  ensuite  faire  disparaître 
ceux  qui  sont  affectés  de  Bx  et  §«';  mais,  comme  ces  termes  ne  ren- 
ferment point  les  quantités  indéterminées  a,  a',  mais  seulement  les 
données  s,  e',  il  s'ensuit  qu'il  est  impossible  de  les  faire  évanouir  en 
général ,  ce  qui  est  une  marque  qu'il  n'y  a  point  de  maximum  par  rap- 
port aux  constantes  tx ,  a'  en  particulier. 

3°  S'il  n'y  avait  de  donné  que  les  deux  bases  de  la  colonne,  alors  les 
valeurs  ùe  p  et/?'  seraient  données  (36);  on  prendrait  donc  les  deux 
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équations  de  ce  numéro 

p  =:  X  sin  e  -h  a'  sin  s', 

p' ^  ex.  sin  (e  +  TT  ^/m  )  -I-  a'  sin  \i'  -+-  tt  \/m')' 

et,  les  différentiant  par  â,  en  faisant />,  p'  constantes,  et  «,  «',  s,  s' 
variables,  on  aurait  ces  deux-ci 

sin  e âa  4-  a  cos  e  ôe  +  sin  e'  âa'  +  a'  ces  t' ài'  =  o, 

sin  (  e  +  TT  v^w  )  ôa  +  -a  cos  (  e  +  7r  y/w  )  âe  +  sin  (  s'  +  Tt  y/oj'  )  <3a' 

H-  «'  cos  (  e'  +  -  \j(>i'  )  (5s  =  o, 

à  l'aide  desquelles  on  pourra  déterminer  deux  des  quatre  différentielles 
indéterminées  §(z,  §a',  5c,  5c'  par  les  deux  autres.  Cherchons  5a  et  5e; 
pour  cela,  on  retranchera  les  équations  précédentes  l'une  de  l'autre 
après  avoir  multiplié  :  i°  la  première  par  cos  (s'+t:  y'^),  et  la  seconde 
par  cosî;  2°  la  première  par  sin  (a +  ?:/&)),  et  la  seconde  par  sins;  on 

aura 

,         sins'cos  (e +  7r  v/co  )  —  sin  (e' +  7T  i/w')  cose  ,   , 

Cla.  = ■ ï — -—- à  a 

sin  (tt  v'w  j 

cose'cos  (e +  7r  i/w)  —  sin  (s' -f-TT  v'w)  cose    ... 

+ ^ \  ^- a  Ôe', 

sin  [n  y/w  j 

.  sine' sin  (s  -hi:  J(à)  —  sin  fe'  +  tti/"')  sine  , 

ade  = ^ ~ — —, =7^ — àa. 

sin  (tt  y/to) 

cose'sin  (e +  71  y/fo  )  —  cos  (  e' -i- tt  y/w' )  sin  e    ... 

^^ — —. :=^T^ î — X  de  . 

sin  (tt  y/ro) 

On  substituera  donc  ces  valeurs  dans  l'équation  générale,  et  on  fera 
ensuite  égaux  à  zéro,  séparément,  les  deux  membres  affectés  de  5a  et  ^z', 
ce  qui  donnera  ces  deux  équations 

-,~ — -,  [cosfe'  +  Tiy/w')  — cose'l  +7^^^ — tang    ^ "  [sinfe' +Ky/co')  +sinE'|  =  o, 

4  —  M  '  ■'4~~W2  '  ^ 

a!  Jm      r    .       /-,  ,— T»  .        ,-|  oc'  J(û  TT  y/w    r  /    ,  .-^  \  ,1 

-7-^ — ;  I  sm  (e  -1-7:  y/w  j—  sme    -|-  -, — - — tang— '^ —   cos(e  -)-7ry/co  l-f-cose'  =o, 

4  —  0)  *  -'4  —  0)2  ' 

qui  serviront  à  déterminer  les  quantités  «'  et  a'. 
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En  etîet  la  première,  ne  contenant  que  la  quantité  £',  donnera  la 
valeur  de  cette  quantité;  ensuite  il  faudra  déterminer  a'  par  la  seconde 
équation,  laquelle  donnera  a'—o;  ainsi  la  valeur  de  Ç  se  réduira  à 
celle-ci 

xr.  v'u 


où  les  constantes  a  et  s  devront  se  déterminer  par  les  deux  conditions 
p=zy.smz,    />' =  asin  (e  +  7î  y/w). 


d'où  l'on  tire 


psin  (tti/w 
lange  — 1 ^ — 5^ — ■- 


p'  —  p  ces  (tt  \/w) 


_  \p'-  —  1  pp'  COS  (-  y/co)  -h  j3- 

sin  (tt  v/w") 


a  =  — 


et  l'on  remarquera  que  l'on  peut  prendre  indifl'éremment  pour  w  l'une 
quelconque  des  deux  racines  de  l'équation  en  w;  de  sorte  que  la  solution 
sera  double. 

4"  Enfin,  s'il  n'y  avait  rien  de  donné  et  qu'on  cherchât  absolument, 
entre  toutes  les  courbes  possibles,  celle  qui  formera  une  colonne  de  la 
plus  grande  force,  relativement  à  sa  hauteur  et  à  sa  masse,  comme  nous 
l'avons  supposé  dans  nos  calculs,  il  faudrait  alors,  dans  l'équation  ci- 
dessus,  égaler  séparément  à  zéro  les  membres  affectés  des  différentielles 
indéterminées  oa,  as,  §</.',  §£',  ce  qui  donnerait  ces  quatre  équations 

ces  (  e   -t-  7T  v'^-'  )  —  COS  £  :=  o, 

[sin  (e  -h  7ï  sJm  }  —  sin  s]  a  =  o, 
cos  (  e'  -I-  77  v/m  )  —  cos  e'  =;  o, 
[sin  (  £' +  7:  \/oj' j  —  sin  e' ]  a' =  o  ; 

comme  la  première  ne  contient  que  l'angle  £,  elle  ne  pourra  servir  qu'à 
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fléterminer  cette  quantité,  ensuite  de  quoi  on  ne  pourra  véritier  la 
seconde  qu'en  faisant  a  =  o;  de  même,  la  troisième  donnera  la  valeur 
de  c',  et  la  quatrième  donnera  nécessairement  a'  =  o. 
On  aura  donc,  dans  ce  cas, 

a  =  o     et     «'  =  o, 

et  par  conséquent 

Ç=o     et     z  =  Z(i-hÇ)  =  Z, 

c'est-à-dire 

z  =:  const.,    ■ 

ce  qui  donne  un  cylindre  pour  la  figure  de  la  colonne.  D'où  l'on  doit 
conclure  que  la  figure  cylindrique  est  celle  qui  donne  le  maximum 
maximorum  de  la  force. 


Voici  les  modifications  qu'il  y  a  lieu  de  faire  subir  aux  formules  contenues  dans  la  dernière 
partie  de  ce  Mémoire,  et  que  nous  avons  annoncées  dans  la  Note  qui  se  rapporte  au  n°  29. 

Dans  les  formules  du  n°  30 ,  il  faut  remplacer  (  P  — =j-  j  par  f  P  -t-  -;j^  j  ;  le  môme  chan- 
gement doit  être  également  fait  au  n°  31  et  les  dernières  formules  de  ce  numéro  sont  alors 

yP'     '       4v/PX^'     4ZX(/PX 
La  deuxième  des  équations  du  n°  33  doit  être  rectifiée  de  la  manière  suivante 

et  il  faut  prendre  pour  R  la  valeur  — p™  au  lieu  de =57=3-  Après  ces  changements,  les 

équations  différentielles  qui  déterminent  les  quantités  ?,  9,  p  sont 

p_i-s-nî;  =  o, 
M(rg^3,)^rg  +  4p  =  o, 

T'4^  +  4&-Mi;  =  o; 

la  seconde  équation  est  bien  différente  de  celle  du  texte;  on  voit  qu'elle  ne  contient  pas  la 
variable  9. 

H.  22 
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En  ajoutant  les  deux  dernières  équations  on  obtient 

:  _i_  1  /*  \  _i_  T'  ( L  _ 


dr-        dx'  I 


et  en  éliminant  p  +  9,  au  moyen  de  la  première  équation,  on  a 
(M  +  N)T'  -^  +  (aM  +  4N)i;  =  0 


en  faisant 


d'C       w  . 

_  2M  +  4N 

"  "     M  +  N 


Ainsi  l'inconnue  principale  t  ne  dépend  que  d'une  équation  différentielle  du  deuxième  ordre . 
cette  équation  a  pour  intégrale  générale 

.     /         xyJl 
ç  =  a  sm  I  ;  +  -~- 

x  et  t  étant  deux  constantes  arbitraires. 
La  variable  9  est  déterminée  ensuite  par  l'équation 

T.£^4«-M.sm(.4^ 


dont  l'intégrale  générale  est 


ë  et  r,  éliint  deux  nouvelles  arbitraires.  Enfin,  la  i|uantité  p  étant  égale  à  NÇ  —  S,  on  a 


(»-î^>™(-# 


Ces  résultats  sont  très-différents  de  ceux  qu'on  lit  au  n"  34,  et  les  développements  contenus 
dans  les  n°*  35  et  suivants  doivent  être  modifiés  en  raison  des  changements  dont  nous  venons 
de  montrer  la  nécessité.  Il  serait  superflu,  après  cela,  d'appeler  l'attention  du  lecteur  sur  les 
nouvelles  fautes  de  calcul  que  l'on  rencontre  aux  n"'  3.5  et  36.  {Now  de  l'Éditeur.) 
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LES  RÉSULTATS  DE  PLUSIELUS  OBSERVATIONS, 

DANS    LEQUEL    OK    EXAMLNE    LES    AVANTAGES    DE    CETTE    MÉTHODE    PAR    LE   CALCUL 

DES    PROBABILITÉS, 

ET  OU  j;0\   RÉSOUT   DIFEÉRENTS  PROBLÈMES  RELATIFS  A  CETTE  MATIÈRE. 


MÉMOIRE 

SUR 

L'UTILITÉ  DE  LA  MÉTHODE  DE  PRENDRE  LE  MILIEU 

ENTRE 

LES  RÉSULTATS  DE  PLUSIEURS  OBSERVATIONS, 


DANS    LEQUEL    ON    EXAMINE    LES    AVANTAGES   DE    CETTE    METHODE    PAR    LE    CALCUL 
DES    PROBABILITÉS, 

ET  OU  l'on  Résout  différents  problèmes  relatifs  a  cette  matière. 


[Miscellanea  Taurinensia,  t.  V,  1770-1773.) 


Quand  on  a  plusieurs  observations  d'un  même  phénomène  dont  les 
résultats  ne  sont  pas  tout  à  fait  d'accord,  on  est  sur  que  ces  observations 
sont  toutes,  ou  au  moins  en  partie,  peu  exactes,  de  quelque  source  que 
l'erreur  puisse  provenir;  alors  on  a  coutume  de  prendre  le  milieu  entre 
tous  les  résultats,  parce  que  de  cette  manière,  les  différentes  erreurs  se 
répartissant  également  dans  toutes  les  observations,  l'erreur  qui  peut  se 
trouver  dans  le  résultat  moyen  devient  aussi  moyenne  entre  toutes  les 
erreurs.  Or,  quoique  tout  le  monde  reconnaisse  l'utilité  de  cette  pra- 
tique pour  diminuer,  autant  qu'il  est  possible ,  l'incertitude  qui  nait  de 
l'imperfection  des  instruments  et  des  erreurs  inévitables  des  observa- 
tions, j'ai  cru  cependant' qu'il  serait  bon  d'examiner  et  d'apprécier  par 
le  calcul  lès  avantages  qu'on  peut  espérer  de  retirer  d'une  semblable 
méthode;  c'est  l'objet  que  je  me  suis  proposé  dans  ce  Mémoire.  Je  com- 
mencerai par  supposer  que  les  erreurs  qui  peuvent  se  glisser  dans 
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chaque  observation  soient  données,  et  qu'on  connaisse  aussi  le  nombre 
des  cas  qui  peuvent  donner  ces  erreurs,  c'est-à-dire  la  facilité  de  chaque 
erreur;  je  supposerai  ensuite  que  l'on  connaisse  seulement  les  limites 
entre  lesquelles  toutes  les  erreurs  possibles  doivent  être  renfermées  avec 
la  loi  de  leur  facilité,  et  je  chercherai  dans  l'une  et  dans  l'autre  de  ces 
hypothèses  quelle  est  la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat  moyen  soit 
nulle,  ou  égale  à  une  quantité  donnée,  ou  seulement  comprise  entre 
des  limites  données.  Je  ferai  voir  en  même  temps  comment  on  peut 
déterminer,  a  posteriori ,  la  loi  même  de  la  facilité  des  erreurs,  et  quelle 
est  la  probabilité  que  dans  cette  détermination  on  ne  se  trompera  pas 
d'une  quantité  donnée  :  d'où  je  déduirai  des  règles  assez  simples  pour  la 
correction  des  instruments  par  des  vérifications  réitérées. 

Au  reste,  je  suivrai  dans  toutes  ces  recherches  la  règle  ordinaire  du 
calcul  des  probabilités,  suivant  laquelle  on  estime  la  probabilité  d'un 
événement  par  le  nombre  des  cas  favorables,  divisé  par  le  nombre  de 
tous  les  cas  possibles.  La  difficulté  ne  consiste  que  dans  l'énumération 
de  ces  cas;  mais  cette  énumération  demande  souvent  des  calculs  assez 
compliqués,  et  dont  on  ne  peut  venir  à  bout  que  par  des  artifices  parti- 
culiers :  c'est  ce  qui  a  lieu  surtout  dans  la  matière  que  je  vais  traiter. 

Problème  I. 

1.  On  suppose  que  dans  chaque  observation  on  peut  se  tromper  d'une 
unité,  tant  en  plus  qu'en  moins ,  mais  que  le  nombre  des  cas  qui  peuvent 
donner  un  résultat  exact  est  au  nombre  des  cas  qui  peuvent  donner  une 
erreur  d'une  unité  comme  a:ib\  on  demande  quelle  est  la  probabilité 
d'avoir  un  résultat  exact  en  prenant  le  milieu  entre  les  résultats  particu- 
liers d'un  nombre  n  d'observations. 

Puisqu'il  y  a  a  cas  qui  donnent  zéro  d'erreur,  et  26  cas  qui  donnent 
-t-i  et  —I,  c'est-à-dire  b  cas  qui  donnent  -f-i,  et  6  cas  qui  donnent  —  i 
d'erreur,  il  est  clair  par  les  règles  ordinaires  des  probabilités  que  la  pro- 
babilité que  l'erreur  soit  nulle  dans  chaque  observation  particulière  sera 
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exprimée  par y--  voyons  donc  quelle  sera  la  probabilité  que  l'erreur 

soit  aussi  nulle  en  prenant  le  milieu  entre  n  observations.  Il  est  facile  de 
voir  que  cette  question  se  réduit  à  celle-ci  : 

Ayant  n  dés  dont  chacun  ait  a/aces  marquées  d'un  zéro,  h  faces  mar- 
quées d'une  unité  positive ,  et  h  faces  marquées  d'une  unité  négative ,  eri 
sorte  que  le  nombre  total  des  faces  soit  a+  2b,  trouver  la  probabilité  qu'il 
Y  a  d'amener  zéro  en  jetant  tous  ces  dés  au  hasard. 

Or  on  sait,  par  la  tliéorie  des  combinaisons,  que  si  on  élève  le  tri- 
nôme a-\-b{x  -h  x~')  h  la  puissance  n,  le  coefficient  du  terme  absolu, 
c'est-à-dire  de  celui  où  la  puissance  de  a?  sera  zéro,  dénotera  le  nombre 
des  cas  ou  des  hasards  où  la  somme  des  points  marqués  par  tous  les  dés 
sera  égale  à  zéro  :  donc,  nommant  ce  coefficient  A,  on  aura,  à  cause  (|ue 
le  nombre  de  toutes  les  combinaisons  possibles  est  (a-h-  2b)",  on  aura, 

dis-ie,  ; -j-r-  pour  la  probabilité  cherchée. 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  le  coefficient  de  A;  or,  c'est  à  quoi  l'on 
peut  parvenir  de  plusieurs  manières  différentes. 

i"  Si  on  développe  la  puissance  [a  +  è  (^ -f- a?"' )J"  suivant  le  théo- 
rème de  Newlon,  on  aura,  comme  on  sait, 

a"  +  ««"•"' b[x  A-  X-'  )  H a"-- b-{x  +  x~' )-  +  ...  \ 

or,  il  est  facile  de  voir  que  les  puissances  impaires  de  x  +  x^^  ne  ren- 
ferment aucun  terme  sans  x,  et  que,  dans  les  puissances  paires,  il  y  a 
toujours  un  terme  sans  x,  qui  est  celui  du  milieu,  dans  lequel  les  expo- 
sants de  X  et  x~^  sont  les  mêmes.  Ainsi,  le  terme  sans  x  àe  [x  -\-  x~'  )- 
sera  2,  celui  de  (x-\-x^')'''  sera  ^^,  celui  de  {x-\--x~*f  sera        ',;  et 

'  1.2  I . 2 . D 

ainsi  des  autres;  donc  on  aura  en  général 

A  „«     I      ^-    "('*—'  )   „.-.  /,■■  _,      4  •  3    »(»'—■)(»—  2)(  11—3) 

A  =  a  +- a    -  0-  H r — 7 «"   '  0' 

I       1.2  1.2  1.2.0.4 

6.5.4*i(n— i)(7î  —  2;...(m  —  5)         ,, 

H -2-  — ^ — — ï^ '  a"~''  [)''-{-■■., 

1.2.3  1.3.3.4.5.6 
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c'est-à-dire 

A  ^  a"  -I-  ii(n  —  I  )  a"^-  b- 

^  n[n~i){n  —  i)[n--i]  ^„_,  ^^  _^  n[n-i){n-i). .  .[n  -  5)  ^,^_^  ^^^ 

2.2  .  3.3.2.3  -r--.- 

2"  Il  est  visible  que  le  trinôme  a -\- b  [x -^  x~^  )  peut  se  décomposer 
en  ces  deux  binômes  (/.-\-^x,  a-+-jSa;~',  ce  qui  donne,  par  la  compa- 
raison des  termes,  «-  +  |3-  =  aet  a/3  =  5;  d'où  l'on  tire  ot.±^=\l a±2b, 
et  de  là 


\la-\-  ib  +  ^la  —  ib 


p \/a  -h  ib  —  y/a  —  aé 

jj  - 


Cela  posé,  on  aura  donc 

[a  -{-  b{x  -h  x-")]"  =  (a  H-  (3:r)"  (a  +  — ^ 


L  a^  2  ar'  J 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  l'on  aura 

2.  Corollaire  I.  —  Soit  a^=b,  c'est-à-dire  qu'il  y  ait  un  nombre 
égal  de  cas  qui  donnent  o,  ou  +i,  ou  —  i  d'erreur;  la  probabilité 
d'avoir  un  résultat  exact  dans  chaque   observation   particulière  sera 

^  =  5  )  et  celle  d'avoir  un  résultat  exact,  en  prenant  le  terme  moyen 

entre  les  résultats  de  n  observations,  sera,  suivant  la  première  formule 
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en  divisant  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  - — -^ry,  par  ^"   ' 

rt  (  /i  —  I  )  (  H  —  2  )  (  n  —  3  )       ii{n  —  I  )  ■  ■  ■  (  w  —  5  ) 


-+■  nln  —  I )  -)- 


.3.3.1.2.3 


Donc,  en  faisant  successivement  n  égal  à  i ,  2,  3,...,  on  aura 


Probabilité  . 


3, 

4, 

5, 

6,. 

2T 

•9 

81' 

5i 

On  voit  par  cette  table  que  la  probabilité  que  l'erreur  soit  nulle  dimi- 
nue à  mesure  que  l'on  prend  un  plus  grand  nombre  d'observations,  de 
sorte  que  si  l'on  voulait  estimer  l'avantage  qu'il  peut  y  avoir  à  prendre  le 
milieu  entre  plusieurs  observations,  par  l'excès  de  la  probabilité  que 
l'erreur  soit  nulle  dans  le  résultat  moyen,  sur  celle  que  l'erreur  soit 
aussi  nulle  dans  chaque  résultat  particulier,  on  trouverait,  dans  le  cas 
dont  il  s'agit  ici,  que  l'avantage  serait  toujours  négatif,  c'est-à-dire  qu'il 
se  changerait  en  désavantage  ,  lequel  irait  même  en  augmentant  plus  il 
y  aurait  d'observations;  d'où  il  semble  que  l'on  pourrait  conclure  que, 
dans  ce  cas,  il  vaudrait  mieux  s'en  tenir  à  une  observation  unique,  que 
de  prendre  le  milieu  entre  plusieurs  observations;  mais  il  y  a  une  consi- 
dération essentielle  à  faire  sur  cette  matière,  de  laquelle  il  résulte  cju'il 
est  toujours  plus  avantageux  dans  la  pratique  de  multiplier  des  observa- 
tions autant  que  l'on  peut  :  c'est  ce  que  nous  discuterons  plus  bas. 

3.  Corollaire  II.  —  Soit  maintenant  a  =  2b,  en  sorte  que  le  nombre 
des  cas  qui  donnent  un  résultat  exact  soit  égal  au  nombre  de  ceux  qui 
peuvent  donner  une  erreur  de  +  i  ou  —  i.  Dans  ce  cas,  il  vaudra  mieux 
se  servir  de  la  seconde  formule,  car  on  aura'a  =  \fb,  fi  =  \Jb,  de  sorte 
qu'à  cause  de  a^  ab~  f\b ,  on  aura,  en  divisant  le  haut  et  le  bas  de  la 

fraction r^  par  b". 

(  a  +  2  6  )"  ^ 

4" 

Il  23 
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pour  la  probabilité  que  l'erreur  soit  nulle  en  prenant  le  milieu  entre 
n  observations. 

Donc,  faisant  successivement  n  égal  à  1,2,  3,...,  on  aura  les  résultats 
suivants 

n 1 ,     2,      3,        4  '  •  •  •  ' 

n      u   u-,-    '  1         3  5  35 

Frobabihte . .  . .      ~i     -^^     —r'>     — n'"''' 
2       0       ib       12b 

où  l'on  voit  que  la  probabilité  diminue  à  mesure  que  n  augmente, 
comme  dans  le  cas  du  Corollaire  précédent. 

4..  Corollaire  IIÎ.  —  Soit  b=^2a,  de  manière  que  le  nombre  des  cas 
qui  peuvent  donner  une  erreur  d'une  unité  tant  en  plus  qu'en  moins  soit 
double  de  celui  où  l'on  aurait  un  résultat  exact,  on  aura  ici,  pour  la  pro- 
babilité que  l'erreur  soit  nulle  en  prenant  le  milieu  entre  n  observations, 

,     ,            ,        i&nin  —  i){n  —  i)(ii — 3)         26/1(71  —  i)...(«— 5) 
i-h4«  «  — I    H ^ H ! ^ — ~ -'  +... 

2.2  2.3.2.3 

Donc,  faisant  successivement  n  égal  à  i.  2,  3,...,  on  aura 

n I,      2,       3,       4»  ■  •  •> 

Probabilité p)     -%,     ■=,     -^5 

5       20       5       120 

Ainsi,  pour  deux  observations,  l'avantage  sera  de  ^  — ^  =  ^^5  pour 

trois  il  sera  de  ^  —  ;^  =0,  pour  quatre  égal  à  ^  —  ^  =  -^^  etc.;  d'où 

il  paraît  que  le  plus  grand  avantage  a  lieu  en  prenant  le  milieu  entre 
deux  observations  seulement. 

5.  Remarque  I.  —  Pour  faciliter  davantage  la  solution  du  Problème 
précédent,  il  est  bon  de  chercher  la  loi  que  suivent  les  termes  de  la  série 
qui  représentent  les  probabilités  qui  répondent  à  i,  2,  3,...,  observa- 
tions; or,  si  l'on  prend  la  fraction ? t-, ttt'  et  qu'on  la  dé- 
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veloppe  en  série  suivant  les  puissances  de  s,  on  aura,  comme  on  sait, 

i-i-z[a+b{x-\-  x^'  )]  +  z- [a  -\-  b  { X  -{-  x~'  )]"  +  •  ■  -, 

de  sorte  que  dans  cette  série  le  coefficient  de  z"  sera  la  puissance  n"""" 
de  a  + 6  (ic-f-a:"');  donc,  si  l'on  nomme  A',  A",  A'",...,  les  valeurs 
de  A  qui  répondent  à  7i  =  i,  2,  3,...,  c'est-à-dire  les  termes  sans  x  des 
puissances  a-\- b  {x -h  x~'),  [a^  b  (x -h x~^  )]-,...,  il  est  clair  que  la 
série  i -h  A'z -I- A"s'' -I- A'''^' +  ...  sera  égale  à  la  somme  des  termes 

sans  X  de  la  fraction , j-, —^  développée  suivant  les  puis- 

j  —  z[a -i- o{x-\- x-')\  ^'^  ^ 

sances  de  x  et  de  x~'  ;  de  sorte  que  si  l'on  représente  par 

Z  -hZ'  Ix  +  —\  +Z"  ix'  +  -\\  +... 

la  série  qui  résulte  du  développement  de  cette  fraction  suivant  les  puis- 
sances de  a?  et  de  —  (car  il  est  facile  de  voir  que  la  série  dont  il  s'agit 
doit  avoir  nécessairement  cette  forme),  on  aura 

Z  =  I  +  A'  z  -)-  A"  2-  + . . .  ; 

ainsi,  connaissant  la  fonction  Z,  il  n'y  aura  plus  qu'à  la  réduire  en  série 

suivant  les  puissances  de  z,  pour  avoir  les  quantités  A,  A',  A", Pour 

cela,  je  réduis  d'abord  le  trinôme 

I  —  az  —  bz{x  +  x"')     en     {p  —  qx](p  —  ç^"'), 

ce  qui  me  donne 

p-  -h  (/■=  I  —  az     et    pq  ^  bz; 

ensuite,  je  réduis  la  fraction» 

I  p  (3 

-, en     a-\ 1 , 

(p  —  qx){p  —  qx^')  p  —  qx       p  —  qx-' 

et  je  trouve 


23. 
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maintenant, 

I  I        qx        q^x^ 

p  —  qx       p        p^  p^ 

et,  de  même. 


p  —  qx^'      p       p-  X       p'  x^ 
donc  on  aura 


z  =  «  +  iê,    z'=.êi,    z"=êi!,    z"'=^ 
p  p"  p'  p' 


donc 

Z  = 


f-p'     p'-q"     p'-ç'     ip-^q)ip-q)^ 

mais  puisque/?^  +  y- =  i  —  az,  etjoy  =  bz,  on  aura 


/?  +  g  =  y' I  —  az  -\-  -i.bz,     p  —  q  =^  \J i  —  az  —  itz; 
donc 


(p  ^  q){p  -  q)  =  sj(i  -  azf  -  ^b'  z'  ; 
donc  enfin 

Z  =  =  I  +  A'  z  +  A"  z'  +  A'"  z^  + . 

\Ji  —  laz  -¥-(a^  —  ^b'')  z'' 

de  sorte  que  l'on  aura,  pour  les  fonctions  connues, 

A'    =  a, 

,  _  3aA'  -i-4è=  — a= 
A     —  ? 

2 

„  _  5aA"+2(46^  — rt^)A' 
A     -  3  , 

_  7 flA"'+  3(46'—  a^ )  A" 
A-  _  ^^  ,     ^ 


Dénotons  par  P',  P",  P'"  les  probabilités  que  l'erreur  soit  nulle  en  pre- 
nant le  milieu  entre  i,  2,  3,...,  observations,  et  l'on  aura 

p/  ^      A'  p.  ^        A"  p„,^       A'" 


a  +  ib  (a  +  o-by  {a+  ihf 
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d'où 

A'=(a  +  2è)P',     A"  =  (a-l-2è)-P",     \"' =  (a -^  ibfV'",. .  .; 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes  et  faisant, 
pour  plus  (le  simplicité,  —  =r,  on  aura 


P'  = , 

I  -1-  /• 

p„_   3P'  +  r-, 

2(1  + r) 

5P"+2(,-- 

.)P' 

3(i  +  r) 

p.,       7P"'  +  3(r- 

i)P" 

4(1 +  r) 

9P"  +  4('-- 

.)P"' 

5(i  +  r) 

6.  Remarque  II.  —  Si  l'on  fait  r  =  1,  on  aura  le  cas  du  Corollaire  II, 
où  a  =  26,  et  l'on  trouvera 

p/_l,     p//_  ï-S  I.3.5 

2  2.4  2.4.0 

et,  en  général, 

p(,,  _  1-3.5..  .(art— i) 


2.4.6. . .2rt 

De  là  on  voit  que  la  probabilité  diminue  toujours  à  mesure  que  n 

augmente,  ce  que  nous  avons  déjà  observé  dans  le  Corollaire  cité;  de 

sorte  qu'en  prenant  n  =  rc  ,  la  probabilité  deviendra  infiniment  petite 

ou  nulle;  en  effet,  par  la  quadrature  de  Wallis  on  a  (n  étant  l'arc  de 

180  degrés) 

7Î  2.2.4.4-6.6. . . 

2       1.3.3.5.5.7... 

c'est-à-dire,  en  prenant  n.  =  <x>  , 

n 2.2.4.4-6.6. ..2rt. 2  7t 


1.3.3.5.5. .. (2«  —  i)(2re  —  i)(2«-|-i)' 
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donc,  inultiplianl  par  2«  -i-i  et  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 


I in-\-  \  2.4.6. .  .2« 


.3.5...(2re  — i)' 
donc,  lorsc|ue  «  ==  qo  ,  on  aura 

PCO  =  -=  =  o. 

\jn-v: 

Il  est  bon  de  remarquer  que,  puisque  nous  avons  trouvé  dans  le  Corol- 
laire cité  pour  la  probabilité  P"  l'expression 

rre(«  — i)~l=       V  n[n  —  \)(n  — i)~\' 


4" 
on  aura,  en  comparant  cette  expression  avec  la  précédente,  l'équation 

1 . 3 . 3 . . .  (  2  ;t  —  I  ) 


„,2_^.  ["»(»  — ')T  j_  rw(ft  — !)(»— 2)"j- 


1.2.3. . .n 


laquelle   est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  ne  parait  pas  aisée  à 
démontrer  ci  priori. 

7.  Remarque  IIL  —  Par  les  formules  de  la  Remarque  I,  on  aura  en 
général 


p("+0  — 

p(„H-2)  _ 


M  (  /■  4-  I  ) 

(2»-n)PW  +>i(r- !)?("-') 
(re  +  Or+i) 

(3w  +  3)P("+')  +  (w  +  i)(r  — r)Pi"' 
(7î  +  2)(r+i) 


OÙ  les  exposants  n  — 2,  /^  — i,  n\  etc.,  de  P  ne  dénotent  pas  des  puis- 
sances, mais  seulement  le  quantième  du  rang.  Or,  si  n  est  un  nombre 

...  ,    .  ,       j,       ^.  in  —  I     2  71-1- 1     2/1  +  3 

assez  erand,  il  est  clair  que  les  tractions  -,  — ■ — >  — ; — ■>  etc., 

o  »  n  n  ^  1       n  -\-  •2. 


n  —  I         n        n 


seront  à  très-peu  près  égales  à  2,  et  que  les  fractions  — ^'  ;^r^'  -^ 
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seront  aussi  à  très-peu  près  égales  à  i;  de  sorte  qu'on  aura,  clans  cette 
hypothèse, 


p{«-i: 

n(„t 

>  +  (  r  -  I 

)  p("-2) 

Ttln-hi) 

'  +  ('•-1 

[)P'"-0 

r+  1 

d'où  l'on  voit  que  les  quantités  P'"',  pt"-^'',  etc.,  forment  une  suite  récur- 
rente dont  le  dénominateur  de  la  fraction  génératrice  serait 


;•  -I-  I        r  -I-  I 


ainsi ,  on  aura  en  gênerai 


L      2(H-'-)      J  L      2(i  +  r)      J 

et,  pour  déterminer  les  coefficients  A  etB,  on  supposera  que  les  termes 

p(n)  ej^p(n+))  soient  connus,  ce  qui  donnera 


P(")  :=  A  -t-  B 


et 


d'où 


2(H-r)  .2(1 -(-/•) 

_  2(i-|-r)P("+0  — (i  — v/4r^-3)P(") 


d'où 


Q.\/^r'~  3 
(i  +  v/4'''-3)P(")-2(i  +  r)P("+0 

J>  =   r=^^^^= ? 

2  y/4r=—  3 

p(«+.)  =  r?^  +  2(1  ■+/■)?("+■)- PC)  1  fi-H  ^4r'-3y 
~L   2  2y/4r=-3  JL      2(i-Hr)      J 

rpco        2(i-Hr)P("+')-PWl  fi-  ^4r'-3l\ 
"^L   2  2v/4H-3  J  L      2(1  +  /-)      J  ' 

et  cette  formule  sera  d'autant  plus  exacte  qu'on  prendra  le  nombre  n 
plus  grand. 
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Ainsi,  après  avoir  calculé  les  termes  P'"'  et  F'"-*-'),  soit  par  les  formules 
du  n"  1,  soit  par  celles  de  la  Remarque  I,  on  pourra  trouver  à  très-peu 
près  tous  les  termes  suivants  par  la  formule  précédente. 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  par  cette  formule  i]ue  la  probabilité  sera 

nulle  à  l'infini,  c'est-à-dire  lorsque  *  =  oc  ;  en  effet,  il  est  clair  que  quel 

,              ■  ■  f  1                  .    ,     I  ±  Jir- —  3 
que  soit/-,  pourvu  que  ce  soit  un  nombre  positif,  les  quantités — 

seront  toujours  plus  petites  que  i;   car  supposons,  s'il  est  possible, 

■  —  v/4^°  —  3  ;> , ,  on  aura  donc 

2(1-4- ;•) 

4r^  — 2±2v/X'-'—  3>4(i  +  a /•+;■=), 
savoir 

±v/47^-'3>3  +  4/-, 

4  /■'  —  3  >  i  6 r-  -I-  2 4 '■  H-  9, 


et 


o  >  I  2  ;•-  -t-  24  ''  +  12, 

ce  qui  ne  se  peut;  donc,  en  faisant  *  ~  Xi  ,  les  quantités 

|"i+  v4r=-3]'  [1-  v4r^'-3l^ 

L      2(1  +  '-)      J  l     2(,  +  /-)      J 

deviendront  nulles,  et  par  conséquent  P<"-^*>  aussi. 

8.  ScoLiE.  —  Soit  p  le  résultat  que  chaque  observation  devrait  donner 
si  elle  était  exacte  :  puisqu'on  suppose  que  l'on  puisse  se  tromper  d'une 
unité  tarit  en  plus  qu'en  moins,  on  aura  dans  chaque  observation  un  de 
ces  trois  résultats  :  p,  p  —  i,  p  ^-I;  donc,  si  l'on  a  deux  observations  et 
qu'on  prenne  le  milieu  entre  leurs  résultats,  c'est-à-dire  la  demi-somme 
de  ces  résultats,  on  aura  un  de  ces  cinq  résultats 

20  2p —  I  3p-)-I  2p  —  2  2p  -h  2 

2  2  2  3  2 

savoir 

1  I 

p,    p  — 'p-i — '     p~''    p  +  '; 
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ainsi,  dans  ce  cas,  l'erreur  pourra  être  i  ou  -■>  tant  en  plus  qu'en  moins; 
on  verra  de  même  qu'en  prenant  le  milieu  entre  trois  observations,  l'er- 
reur pourra  être  i,  ou  ^^  ou  -^i  tant  en  plus  qu'en  moins,  et  ainsi  de 
suite.  Ainsi,  quoique  la  probabilité  que  l'erreur  soit  nulle  puisse  être 
plus  petite  lorsqu'on  prend  le  résultat  moyen  de  plusieurs  observations 
que  lorsqu'on  prend  le  résultat  de  cbaque  observation  en  particulier, 

cependant,  si  on  cberche  la  probabilité  que  l'erreur  ne  surpasse  pas  -? 

ou  ^5-   -5  on  trouvera  que  cette  probabilité  sera  plus  grande  dans  le 

premier  cas  que  dans  le  second.  En  effet,  dan^  le  premier  cas,  il  n'y  a 
d'autres  cas  favorables  que  ceux  où  l'erreur  est  absolument  nulle;  mais, 
dans  le  second,  les  cas  favorables  seront  non-seulement  ceux  où  l'erreur 

est  nulle,  mais  aussi  oeux  où  l'erreur  est  -■>  ou  ^i--;  et  c'est  par  cette 
considération  qu'il  est  toujours  plus  avantageux  de  prendre  le  milieu 
entre  les  résultats  de  plusieurs  observations  que  de  s'en  tenir  au  résultai 
de  cbaque  observation  en  particulier.  Nous  allons  examiner  la  question 
sous  ce  point  de  vue  dans  le  Problème  suivant. 

Problème  II. 

9.  Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le  Problème  précédent, 
trouver  la  probabdité  qu'en  prenant  le  mdieu  entre  les  résultats  de  n  obser- 

valions,  l  erreur  ne  surpasseia pas  la  fraction  —■,  m  étant  <;  n. 

En  prenant  le  milieu  entre  les  résultats  de  n  observations,  il  est  clair 
que  l'erreur  peut  être  :  ou  o,  ou  ±  -,  ou  ±  -,  ou  ±  -,••■,  jusqu'à 
±  -,  savoir  ±  i .  Ainsi,  la  probabilité  que  l'erreur  ne  soit  pas  plus  grande 
que  ±  —  sera  la  somme  des  probabilités  que  l'erreur  sera  nulle,  ou 
±-,  ou  dz-,...,  jusqu'à  ±  — ■  Voyons  donc  d'abord  quelle  est  la  pro- 
babilité que  l'erreur  sera  ±  —  ■ 

n.  34 
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En  ramenant  cette  question  aux  dés,  comme  nous  l'avons  pratiqué 
dans  le  Problème  I,  il  est  clair  qu'elle  se  réduit  à  chercher  la  probabilité 
d'amener  +  p.  ou  —p.  points,  avec  n  dés  dont  chacun  ait  a  faces  mar- 
quées o,  b  faces  marquées  +i  et  b  faces  marquées  —  i.  Pour  cela,  il 
n'y  a  qu'à  élever  le  trinôme  a-\-  b  (x  -\-  œ~')  à  la  puissance  n ,  et  le  coef- 
ficient de  ce'''  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  points  de  tous 
les  dés  sera  p.,  de  même  que  celui  de  x~'^  dénotera  le  nombre  des  cas 
où  la  somme  des  points  sera  —  [J.;  ainsi,  la  somme  de  ces  deux  coeffi- 
cients divisée  par  {a-+-  2b}'',  qui  est  le  nombre  de  tous  les  cas,  donnera 
la  probabilité  cherchée. 

Or,  on  a 


'/;-  (x  +  x~'  Y  + 


et,  de  plus. 


{x  -+-  x-'f=^  {x-  +  x~'-)  -h  1, 

(  X  +  X-^  Y  ■=:[x^  -\r  X-^  )  ^  Z  [x  -V-  X'^  ), 
{  X  -\-  X-'  Y  ^:{x^  -+■  X-'  )  -I-  4  (  .^^  -1-  X--  )  + 


4.3 


5  4 

(x  +  x-'Y  =  {x'  -1-  x^')  -h  5{x'  -\-  X-')  H ■—  {x  -4-  X-'), 


Donc,  si  l'on  suppose 

a-\-  b{x  +  X-')]"—  A.-hB{x  -h  X-')  -+-C{x-  -+-  x'-  )  -h  D  (  a;'  -t-  x—^  )  +  ..., 


a"'''-b'' 


4.3  n{n  —  I  ( re  —  2 ) ( n  —  3 )    „_, , , 
1.2  2.3.4 


6.5.4  f^i"-  —  1).  ■  .{n  —  5 


1.2.3  2.3.4.5.6 


—    «"^«A'H-. 
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B  =  ««"-'  b-\ ^ '-i a"-'  b' 

I  2.3 

5.4  /i(«  — i)(h  — a)(/z— 3)(»  — 4) 
^  i.a  2.3.4.5 

7.6.5  n(n  —  i). .  Jn  —  6)  .. 

+ 5  — ^ ^ ^^ a"-'  b-  -h..., 

1.2.3  2 . 3 ...  7 

2  I  2.3.4 

6 . 5  «  (  «  —  !)...(«  —  5  )        , , . 
a"^''  0'' 


1.2  2. 3... 6 

8.7.6  n{n  —  I ) . . . ( K  —  7  ] 

1.2.3  1.2. ..« 


a"'*  è* 


Donc,  si  on  appelle  M  le  terme  de  la  série  A,  B,  C,...,  flont  le  quan- 
tième sera  iJ.-\-i,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aur,a 


jiln  —  I  ...  «  —  w.  -(- 1) 


.a"--:'b'' 


I  .  2  .  .  .  |H 

,"■  +  2  n(n~i)...(ti—  ij.  —  \)  ^^n-i,.-^2  i^!j.-h-i 
"    I  y. 2... (p. +  2) 

(f  +  4)(/-'-  +  3)  «(»—  i). .  .(w  -  f7.—  3)  ^„_^._/,  ^^„,+  /,_ 
1.2  r .  2 .  .  .  (  y.  +  4  ) 


Or,  ce  terme  M  est  le  coelficient  des  puissances  œ''  et  .r    '',  de  sorte 

2M 
{a -h  ib)" 


qu'on  aura  -, — ^ — r—  pour  la  probabilité  que  l'erreur  soit  ±^-  Ainsi,  la 


probabilité  que  l'en'eur  ne  surpassera  pas  =t  -^  sera  représentée  par  la 

série 

A  +  2B  -i-2Ch-2D-i-...-)-2M 


(«  +  26  )" 

Pour  faciliter  la  recherche  des  valeurs  de  A,  B,  C,...,  il  est  bon  de 
faire  voir  comment  ces  quantités  dépendent  les  unes  des  autres;  pour 
cela,  on  reprendra  l'équation 

[a  -^  b  [x  -\-  x'')]''  =  A  +  B  (  A'  -t-  .»—')  +  Q.{x-  +  x~-)  -+-  I)(.r=  +  .«-=")  +.  .  ., 

24. 
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el,  prenant  les  différentielles  logarithmiques,  on  aura,  après  avoir  divisé 

dx 
par  —  5 

nb{x  —  x~')     B{x  —  x-')-\-iiC{x'~  x--)-\-  .  .  . 

a-hb{x-hx-')'~  A  +  B(^  +  a;-')-HC(^'  +  x-')  +  . . .  ' 

donc,  multipliant  en  croix,  il  viendra 

nb k(x  —  x~')  -f-  /i6B(jc-  —  X--)  -h  nbC(x^  —  x-^  —  x  -\-  x"'  ) 
-+-  nbj)  (  x'  —  x~''  —  X-  +  x~^)  + .  .  . 

=  aB(x  —  X-')  +  aaC  {x-  —  x~-)  -+-  3aD  (*■'  —  x^^)  +. .  . 
-+-  bB{x^  —  x-^)  +  2bC{x^  —  x^^-hx  —  x-') 
-+-  36D  {x''  —  x-*  -h  x^  +  X--)  +. .  .; 

de  sorte  qu'en  comparant  les  termes,  on  aura 

nb{A  —  C}  =  aJi-[-2bC, 
7i6(B— D)=:2aC  +  6(B  +  3D), 

7i6(C-E)  =  3«D  +  6(2C  +  4E), 


d'où,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  t  =  K,  on  aura 
)ik  —  KB 


c 

=: 

;i.it         11.U 

Il  -h  12. 

D 

= 

(rt  — i)B- 

2KC 

«  H-  3 

E 

(«—  2)C  — 

3KD 

71  +  4 

Ainsi,  en  connaissant  les  deux  premiers  termes  A  et  B,  on  pourra 
trouver  successivement  tous  les  autres. 

10.  Corollaire.  —  Supposons,  comme  dans  le  n"  2,  a  =  i,  en  sorte 
que  l'on  ail  K=  i,  et,  faisant  successivement  n  égal  à  i,  a,  3,...,  et 
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a  =  i,  ce  qui  est  permis,  on  trouvera  les  valeurs  suivantes 


n 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

G..., 

ï 

I 

I 

0 

0 

0 

0 

0. . ., 

2 

3 

2 

I 

0 

0 

0 

0. . ., 

3 

•     7 

6 

3 

I 

0 

0 

0. . . , 

4 

'9 

i6 

10 

4 

I 

0 

0. . . , 

5 

5i 

45 

3o 

i5 

5 

. 

0. . . , 

6 

i4i 

126 

90 

5o 

21 

6 

...., 

De  là  on  formera  la  table  suivante  des  probabilités  : 


VALEURS 
du 

PROBABILITÉS  QUE  l' ERREUR  NE  SURPASSERA  PAS  LES  FRACTIONS 

nombre  « 
des 

I        i          2 

3 

4 

5 

observations. 

±  -• 
n 

n 

n 

n 

±  -• 
n 

ï 

I 
3 

3 

7 

9 

9 

3 

_7_ 
27 

19 

27 

25 

27 

4 

19 

5i 

71 

79 

8i 

81 

81 

81 

5 

5i 

141 

201 

23l 

241 

243 

243 

243 

243 

243 

6 

141 

393 

573 

673 

715 

727 

729 

729 

729 

729 

729 

729 

On  voit,  par  cette  table,  qu'en  prenant  le  milieu  entre  deux  observa- 
tions, la  probabilité  que  l'erreur  soit  nulle  sera  -  =  ,'  et  celle  que  l'er- 


reur ne  surpassera  pas  -  tant  en  plus  qu'en  moins  sera  -  \  or,  dans  chaque 
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observation  particulière,  il  y  a  ^  de  probabilité  que  l'erreur  sera  o,  et 

comme,  par  bvpothèse,  l'erreur  ne  peut  être  que  o  ou  ±  i .  il  est  clair  que 

la  probabilité  que  l'erreur  ne  surpassera  pas  -  sera  de  même  ^-  Ainsi, 

quoique  la  probabilité  que  l'erreur  sera  nulle  soit  la  même,  soit  qu'on 
prenne  le  résultat  moyen  entre  deux  observations,  ou  qu'on  prenne  le 
résultat  particulier  d'une  observation  unique,  cependant  la  probabilité 

que  l'erreur  ne  surpassera  pas  -  sera  plus  grande  dans  le  premier  cas 

que  dans  le  second,  ces  deux  probabilités  étant  comme  -  :  tt?  c'est-à-dire 
dans  la  raison  de  7:3. 

De  même,  eu  prenant  le  milieu  entre  trois  observations,  on  aura  — 

pour  la  probabilité  que  l'erreur  sera  nulle,  -^  pour  la  probabilité  que 
l'erreur  ne  sera  pas  plus  grande  que  ±  ^î  et  ^  pour  celle  que  l'erreur 
ne  sera  pas  plus  grande  que  ±^1  mais  dans  chaque  observation  par- 
ticulière la  probabilité  que  l'erreur  soit  nulle  est  ^5  et  celle  que  l'erreur 

ne  surpasse  pas  ^  ou  ^5  est  de  même  ^1  parce  que  par  hypothèse  l'er- 
reur ne  peut  être  que  nulle  ou  ±  i;  donc  la  probabilité  que  l'erreur  soit 
nulle  sera  à  la  vérité  plus  grande  dans  le  résultat  particulier  d'une  obser- 
vation unique  que  dans  le  résultat  moyen  de  trois  observations,  et  cela 
dans  la  raison  de  9;  7;  mais  en  revanche  la  probabilité  que  l'erreur  ne 

surpassera  pas  ±  -  sera  plus  grande  dans  le  second  cas  que  dans  le  pre- 
mier en  raison  de  19  19,  et  celle  que  l'erreur  ne  surpassera  pas  ±  ^le 

sera  encore  davantage,  cette  probabilité  étant,  dans  le  second  cas,  plus 
grande  que  dans  le  premier  en  raison  de  25:9. 

Voilà  donc  en  quoi  consiste  principalement  l'avantage  qu'il  y  a  à 
prendre  le  milieu  entre  les  résultats  de  plusieurs  observations.  Pour 
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rendre  la  chose  encore  plus  sensible,  nous  allons  rechercher  les  proba- 
bilités que  l'erreur  ne  surpassera  pas  la  fraction  -;  en  supposant  succes- 
sivement n  égal  à  I,  2,  3,...,  c'est-à-dire  pour  une  observation  unique, 
pour  deux,  pour  trois,...,  et  nous  aurons 

n 1 ,       2,       3,        4>         ^'  6, .  .  . , 

Probabilités...     -,     -■>     —■,     £"'     ^'     ^^'•••' 
3       9       27       81        243       729 

ou  bien,  en  réduisant  au  niéine  dénominateur  729, 


4. 

5, 

6, 

639 

6o3 

673 

729 

729 

729 

n 1 ,  2,  3 , 

„    ^  ^.,.   ,  2,43       567       5i3 

Probabilités.  .  .     ^î— ?     — -■,     ) 

729       729       729 

On  voit  par  là  que  la  probabilité  que  l'erreur  ne  surpassera  pas  -  va 

en  augmentant,  à  mesure  que  l'on  prend  un  plus  grand  nombre  d'obser- 
vations, mais  avec  cette  différence  que  la  probabilité  est  plus  grande 
pour  deux  observations  que  pour  trois,  pour  quatre  que  pour  cinq,  el 
en  général  pour  un  nombre  pair  quelconque  que  pour  le  nombre  impair 
qui  le  suit  immédiatement;  de  sorte  que,  dans  l'hypothèse  dont  il  s'agit, 
il  est  plus  avantageux  de  ne  prendre  le  milieu  qu'entre  un  nombre  quel- 
conque [^ir  d'observations. 

11.   Remarque.  —  Nous  avons  vu  dans  le  n"  5  que  si  l'on  déveb)[jpe 
la  fraction  i  —  z-\  a  +  b  ix  -\-  —  \    en  une  série  de  cette  forme , 

Z  +  Z'  (x  -f-    -'i  +  Z"  [x'--¥-  - 


Z,  Z',  Z",...  étant  des  fonctions  de  s,  on  aura 

z  =  -^-,     z'=^?  =  iz,    Z"=^  =  ^Z',. 

p._ç.  P'     p  p^     p 

p  et  q  étant  telles  que 

p^-i-q-=i  —  az     et    pq=^bz, 
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ce  qui  donne 


p-  —  g2  =  y/ 1  —  2  «2  +  (  a^  —  4  ^^ 
et,  (le  là, 


q  I  —  az  —  \/ 1  —  2az  -i-  {a^  —  ^b-)z- 

p  262 

de  sorte  qu'en  faisant,  pour  plus  de  simplicité, 


on  aura 


et  en  général 


'Ç:=  iji  —  laz  -h  {a^  —  ^b'')z'-, 


„        '         r,,  _  i  —  az  —  'Ç,  i  ,_  II  —  az  —  'Ç 


z(/^-)  = 


I  —  az  —  Ç\ /•'•  1 


Or,  si  l'on  développe  cette  quantité  en  une  série  de  puissances  ration- 
nelles et  entières  de  z,  on  verra  aisément,  par  ce  que  nous  avons  dit  plus 
haut,  que  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque,  comme  z'\  déno- 
tera le  nombre  des  cas  où  la  somme  des  erreurs  de  n  observations  pourra 
être  +  p.  ou  —  p.,  de  sorte  que  le  double  de  ce  coefficient  exprimera  le 

nombre  de  tous  les  cas  où  l'erreur  movenne  sera  ±  ^-  De  là  il  est  facile 

de  conclure  que  la  quantité 

-  az  —  'C\i'- 


'"""         262         ""^  V       26Z        j   -■••--y       ^bz        ) 

étant  regardée  comme  une  fonction  de  s  et  développée  suivant  les  puis- 
sances de  cette  variable ,  donnera  une  série  de  telle  nature  que  le  coef- 
ficient d'une  puissance  quelconque  s"  exprimera  justement  le  nombre 

de  cas  où  l'erreur  moyenne  pourra  être  renfermée  dans  ces  limites  —  -1 

-f-^;  de  sorte  que,  ce  coefficient  étant  divisé  par  le  nombre  total  de 
n  ^ 

cas  [a  +  2b)'\  on  aura  la  valeur  de  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne 
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ne  surpassera  pas  la  fraction  --;  soit  en  plus  ou  en  moins.  Or,  la  quantité 

dont  il  s'agit  n'étant  autre  chose  qu'une  série  géométrique,  elle  peut  se 
mettre  sous  cette  forme  plus  simple 


•.bz 


Ç    ■ 


ihz 

iVinsi,  toute  la  difficulté  consistera  à  réduire  cette  même  quantité  en 
série  infinie  qui  procède  suivant  les  puissances  de  s.  Pour  en  venir  plus 
facilement  à  bout,  on  la  supposera  égale  à  une  indéterminée/,  et  l'on 
aura  une  équation  entre  y  et  z,  qu'on  pourra  par  des  différentiations 
délivrer,  tant  de  la  puissance  p. +  1  que  de  l'irrationnalité  de  Ç;  par  ce 
moyen,  on  aura  une  équation  différentielle  du  second  degré  entre  j  et  z, 
et  il  n'y  aura  plus  qu'à  supposer  r  =  n- As +  Bz--i~...,  et  déterminer 
les  coefficients  A,  B,...  par  la  comparaison  des  termes. 

Au  reste,  comme  ce  calcul  est  un  peu  long,  nous  nous  contenterons 
de  l'indiquer  ici,  pour  mettre  sur  la  voie  ceux  qui  voudront  pousser 
cette  théorie  plus  loin. 

12.  ScoLiE.  —  Nous  avons  supposé  dans  les  deux  Problèmes  précé- 
dents qu'il  y  avait  un  nombre  égal  de  cas  pour  avoir  une  erreur  positive 
et  pour  en  avoir  une  négative;  si  cela  n'était  pas  ainsi,  et  que  le  nombre 
des  cas  qui  donneraient  o,  -1- 1  et  —  i  d'erreur  fussent  a,  b  et  c,  alors  on 
pourrait  résoudre  les  Problèmes  avec  la  même  facilité  en  considérant  le 
trinôme  a -h  bœ -{- cx~' ,  a  la  place  de  a-h  b{x-h  x~'),  pour  avoir  le 
nombre  des  cas  où  l'on  aurait  une  erreur  moyenne  donnée,  et  en  prenant 
ensuite  (a  +  è  +  c)"  pour  avoir  le  nombre  total  des  cas  à  la  place  de 
(a  +  2b)".  On  pourrait  même,  sans  faire  un  nouveau  calcul,  adapter  à  ce 
cas-ci  les  formules  que  nous  avons  déjà  trouvées;  car  si  dans  le  trinôme 

a-i-bx-\ — on  met  x\/ji\  la  place  de  x,  il  deviendra  a -+-  \Jbc ix-\ —  ) ; 
ainsi,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  dans  le  trinôme  a  +  bix^ — J  des  Pro- . 

II.  25 
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blêmes  précédents  sjbc  à  la  place  de  b,  et  ensuite  x  y  -  à  la  place  de  x. 

Du  reste,  nous  allons  traiter  ce  cas  d'une  manière  beaucoup  plus  géné- 
rale dans  le  Problème  suivant. 


Problème  IIL 

13.  Supposant  que  chaque  observation  soit  sujette  à  une  erreur  d'une 
unité  en  moins  et  à  une  erreur  de  r  unités  en  plus,  et  que  le  nombre  des  cas 
qui  peuvent  donner  o,  —  i,  -\-r  d'erreur  soit  respectivement  a,  h,  c.  on 
demande  quelle  est  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  plusieurs  obser- 
vations sera  renfermée  dans  des  limites  données. 

Soit  n  le  nombre  des  observations  dont  on  veut  prendre  le  milieu  :  oii 

formera  la  puissance  n''"'"  du  trinôme  a-\ hcx'\  et  le  coelTicient  d'une 

puissance  quelconque  r"  dénotera  le  nombre  des  cas  où  la  somme  des 

erreurs  sera  p.,  et  par  conséquent  où  l'erreur  moyenne  sera  -■  Consi- 
dérons donc  la  quantité 

/        * 

[a  -] h  cx'^ 

\         X 
laquelle  se  réduit  à 

et  l'on  aura,  comme  on  sait, 

\h  -V-  x[a  +  c.r'')]"=  6"+  nb"''  x{a  -h  ex'')  H h"-''x'{a  +  ex'')'  -i- .  .  . , 

d'où  il  est  facile  de  voir  que  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  x^ 


sera 


n(n  —  !)...(«  —  «  +  i), 

-^ ^5 -'  b"-'a' 

■i.ô.  .  .s 

n(n  —  i)...(tt  —  s  -i-  r)  s  —  2r 


b"- 


2.3. ..(i-r) 
n{n  —  i).  .  .{n  —  s  -i-  ir)  (s  —  2.r){s  —  ir  —  i) 
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cette  série  étant  continuée  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  des  termes 
négatifs;  donc  ce  coefficient  sera  celui  de  la  puissance  a?*""  dans  la  quan- 
tité (an \- cx''\  ;  donc,  si  l'on  désigne  en  général  par  (p.)  le  coeffi- 


cient de  la  puissance  x'''  de  cette  dernière  quantité,  on  aura 

a .  3 .  .  .  (  y-  -I-  «  ) 

2.6.  .  .{fj.  -i-  n  —  r  —  I ) 


w  (  w  —  I  )  ■  ■  ■  (  2  /■  —  ^.  ) 
2X2.3.  ..(i^.  -I-  «— 2r— 2) 


6-'— /'■«'*'■+"-••' 


où  il  faudra  toujours  omettre  les  termes  qui  contiendraient  des  puis- 
sances négatives  de  a  ou  è. 

Donc,   puisque  pour  n  observations  la   somme  de  tous  les  cas  est 

(a  -\-  h  -h  cj",  on  aura  pour  la  probabilité  que  l'erreur  niovenne  soit  - 

la  quantité  - — — ^^ — --,  et  de  là  la  probabilité  que  l'erreur  movenne  sei'a 
'  (  a  -I-  0  -f-  c  )"  \  ' 

renfermée  entre  ces  limites  —  /^.  +  i  sera  exprimée  par  la  série 

(-/>+!)  +  ..  .  +  (-l)-<-(o)  +  (l)  -H.  ..-H  (g -l)  _ 

(  «  +  è  -f-  C  )" 


Problème  IV. 

14.   Supposant  tout,  comme  dans  le  Problème  précédent,  on  demande 
quelle  est  l'erreur  moyenne  pour  laquelle  la  probabilité  est  la  plus  grande. 

Nous  avons  vu  que  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  soit  -  est 
-, — — T-- — -1  (u.)  étant  le  coefficient  de  la   puissance  a?"  du   trinôme 

-I 1-  cœ'']  ;  ainsi  il  ne  s'agit  que  de  savoir  quel  est  le  tei'me  de  la 


puissance  n'"""  de  a  H h  ex''  qui  aura  le  plus  grand  coefficient;  pour 

25. 
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cela  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'à  chercher  le  plus  grand  terme  du  trinôme 
a-\-b-^c  élevé  à  la  puissance  n;  car  supposant  que  ce  terme  soit 
■na^b^c^  a,  jS,  y  étant  les  exposants  de  a,  h,  c,  dont  la  somme  doit  être 

égale  à  n,  et  n  le  coefficient  de  ce  terme,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  -  à  la 
place  de  b,  et  ex''  à  la  place  de  c,  et  l'on  aura 

pour  le  terme  cherché  de  la  .puissance  n''""  du  trinôme  a  -\ h  ex''; 

ainsi  on  fera  —  ^  +  rj  =  ix,  et  l'on  aura 

n 

pour  l'erreur  moyenne  dont  la  probabilité  sera  la  plus  gi'ande. 

Or,  par  les  règles  des  combinaisons,  on  sait  que  le  coefficient  tt  du 
terme  na^b'^c''  doit  être 

1.2.3.  . .  « 

i.3.3...aXi.2.3...|3xi.2.3...y' 

dénotons  ce  terme  par  M,  en  sorte  que  l'on  ait 


.3...aXi.2.3...pxi.2.3...)/ 


M, 


et  il  faudra  qu'en  faisant  varier  les  exposants  a,  j3,  y,  la  valeur  de  M  dimi- 
nue; faisons  donc  varier  ex  d'une  unité,  en  sorte  que  a  devienne  «  +  i, 
et  comme  k  4-  jS  +  7  =  «,  il  faudra  que  ]S  ou  7  diminue  en  même  temps 
d'une  unité;  or,  il  est  facile  de  voir  que  si  dans  la  valeur  de  M  on  met 
«  +  I  pour  «  et  |3  —  I  pour  j3,  cette  valeur  deviendra 


donc 

et,  par  conséquent. 


a 

+  I 

P 

«M 

a  -+-  I 

:      b 

P 

a 

«M 

b   ' 


:m. 


<i; 
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réciproquement,  si  l'on  augmente  |3  d'une  unité,  et  qu'on  diminue  a 
aussi  d'une  unité,  on  trouvera  la  condition 


(3  -i-  I  a 
ainsi  il  faudra  que  l'on  ait  en  même  temp 


^  "  a  H-  I  ^ 

<  r     et     — ^  > 


(3  +  1  ^è 
Or,  c'est  ce  qui  aura  lieu  si  ô  =  t- 

On  trouvera  de  la  même  manière  -  =  -;  de  sorte  qu'en  prenant  un 

y      c  '  r^  ■ 

coefficient  indéterminé/?,  on  aura,  dans  le  cas  du  maximum, 
a=:pa,     ^=pb,     y^pc; 

mais  a  +  jS  +  7  =  aï;  donc  p  = î ;  donc  enfin 

na  „  nh  ne 

«= ï '      P= 1 '      7= ï 

a  +  b  +  c       ^       a -4- 6  +  c       '        a-^b  +  c 

c-  ,  ,■, ,  na  nb  ne  ,    ,  , 

Si  les  quantités  r 1    -, '  ? sont  des  nombres  en- 

^  a  -h  b  -\-  e     a  +  0  -h  c     a  -h  b  +  e 

tiers,  on  aura  exactement 

na  „  nb  ne 


comme  nous  venons  de  le  trouver;  mais  si  ces  quantités  ne  sont  pas  des 
nombres  entiers,  alors  il  faudra  prendre  pour  a.,  /3,  y  les  nombres  en- 
tiers qui  en  seront  les  plus  proches.  On  peut  prendre  cependant,  pour 
plus  de  simplicité,  ces  mêmes  quantités  pour  les  valeurs  de  a,  jS,  y,  car 
l'erreur,  s'il  y  en  a,  ne  pourra  jamais  être  que  très-petite;  de  cette  ma- 
nière nous  aurons  pour  l'erreur  moyenne  qui  a  la  plus  grande  probabilité, 
expression 

ry  —  (3  rc  —  b 
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15.  Ojkollaire.  —  De  là  il  s'ensuit  qu'on  peut  toujours  regarder  la 

quantité -. comme  l'erreur  du  résultat  moyen,  et  qu'ainsi  on  peut 

pi-eudre  la  même  quantité  pour  la  correetion  de  ce  résultat. 

Lorsque  r=i  et  c  =  b,  comme  dans  l'hypothèse  du  Problème  I,  la 
correction  du  résultat  moyen  devient  nulle;  elle  le  serait  aussi,  si  l'on 
avait  è  =  Ac;  mais  dans  tous  les  autres  cas  elle  sera  d'autant  plus  grande 
que  rc  difïerera  davantage  de  b. 

Problème  V. 

16.  On  suppose  que  chaque  observation  soit  sujette  à  des  erreurs  quel- 
conques données,  et  qu  on  connaisse  en  même  temps  le  nombre  des  cas  où 
chaque  erreur  peut  avoir  lieu;  on  demande  la  correction  qu'il  faudra  faire 
au  résultat  moyen  de  plusieurs  observations. 

Soient/),  q.  r.  s,...  les  erreurs  auxquelles  chaque  observation  est  su- 
jette, et  a,  h,  c,  f/, ...  les  cas  qui  peuvent  donner  ces  erreurs,  savoir  a  le 
nombre  des  cas  qui  donneraient  l'erreur  p.  b  le  nombre  des  cas  qui  don- 
neraient l'erreur  q,  et  ainsi  des  autres;  il  est  clair,  par  ce  que  nous 
avons  démontré  dans  les  Problèmes  précédents,  que  si  l'on  élève  le  po- 
lynôme 

axP  -+-  bxi  -\-  ex''  -+■ .  .  . 

à  la  puissance  n,  et  qu'on  dénote  par  M  le  coelficient  de  la  puissance  œ'\ 

on  aura 

M 


[a-h  b  +  c  -h. .  .)" 

pour  la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat  moyen  de  n  observations 

soit  — ■  Or  on  sait,  par  la  théorie  des  combinaisons,  que  le  coelficient  M 

sera  de  cette  forme 

1.2.3. 4-  ■ . n  X  a"- b''' c^ .  .  . 

I.2.3..  .acXi.3.3...pxi.2.3.  ..yx...' 

où  les  exposants  a,  (i,  7,...  doivent  être  tels  que 

a  +  P  +  y +.  .  .  =; /i,      et     3C/>  +  (îg  +  •/;■  H- .  .  .  =  p- 
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De  plus,  il  est  facile  de  démontrer,  par  une  méthode  semblable  à  celle 
du  Problème  précédent,  que  le  coefficient  M  sera  le  plus  grand,  lors- 
qu'on aura 


b  -h  c 
iib 


d'où  il  s'ensuit  que  l'erreur  moyenne,  pour  laquelle  la  probabilité  sera 
la  plus  grande,  sera  exprimée  par 

p.  ap  +  bq-T-  cr  + . .  . 

n  a  -i-  b  -h  c  -h . .  . 

Ainsi  cette  quantité  représentera  la  correction  qu'il  l'audi'a  l'aire  au  ré- 
sultat moyen  de  plusieurs  observations. 

17.  Corollaire  I.  —  Si  l'on  regarde  les  quantités  a,  b,  c,...  comme 
des  poids  appliqués  à  une  droite  indéfinie,  à  des  dislances  égales  à  p,  q, 
r,...  d'un  point  fixe  pris  dans  cette  droite,  et  qu'on  cherche  le  centre  de 
gravité  de  ces  poids,  la  distance  de  ce  centre  au  point  fixe  sera  la  correc- 
tion qu'il  faudra  faire  au  résultat  moyen  de  plusieurs  observations;  cela 
suit  évidemment  de  la  formule  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  pour  la 
valeur  de  cette  correction. 

18.  C0ROLLA.1RE  II.  —  Donc,  si  l'on  suppose  que  chaque  observation 
soit  sujette  à  toutes  les  erreurs  possibles  qui  peuvent  être  comprises 
entre  des  limites  données,  et  qu'on  connaisse  la  courbe  de  la  facilité 
des  erreurs  dans  laquelle,  les  abscisses  étant  supposées  représenter  les 
erreui's,  les  ordonnées  représentent  les  facilités  de  ces  erreurs,  il  n'y 
aura  qu'à  chercher  le  centre  de  gravité  de  l'aire  totale  de  cette  courbe, 
et  l'abscisse -répondant  à  ce  centre  exprimera  la  correction  du  résultat 
moyen.  Delà  on  voit  que  si  la  courbe  dont  il  s'agit  est  égale,  est  semblable 
de  côté  et  d'autre  de  l'ordonnée  qui  passe  par  l'origine  des  abscisses,  en 
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sorte  que  cette  ordonnée  soit  un  diamètre  de  la  courbe  dont  il  s'agit, 
alors  la  correction  sera  nulle,  le  centre  de  gravité  tombant  nécessaire- 
ment dans  le  diamètre.  Ce  cas  a  lieu  toutes  les  fois  que  les  erreurs 
peuvent  être  également  positives  et  négatives. 

Problème  VL 

19.  Je  suppose  quon  ait  vérifié  un  instrument  quelconque,  et  qu  ayant 
réitéré  plusieurs  fois  la  même  vérification  on  ait  trompé  différentes  erreurs, 
dont  chacune  se  trouve  répétée  un  certain  nombre  de  fois;  on  demande 
quelle  est  l'erreur  qu'il  faudra  prendre  pour  la  correction  de  l'instrument. 

Soient/?,  q,  r,...  les  erreurs  trouvées,  et  soient  «,  fi,  7,...  les  nombres 
qui  marquent  combien  de  fois  chaque  erreur  s'est  trouvée  répétée  en  fai- 
sant n  vérifications:  supposons  que  le  nombre  des  cas  qui  peuvent  don- 
ner l'erreur/?,  ou  q.  ou  r,...  soit  désigné  respectivement  par  a,  b,  c,...; 
qu'on  élève  le  poiyônme 

axi'  -+-  l)xi  -+-  ex'  -f-  .  .  . 

à  la  puissance  n,  et  soit 

,  ^(nxi'f(bx'if{cx'-y.  .  . 

un  terme  quelconque  de  ce  polynôme  :  le  coefficient  N  a"' b'^  c'' . . .  de  la 
puissance  px  -^  q^  -h  ry  +  .. .  de  x  divisé  par  (a  -f-  6  +  c  -t-  . . .)"  déno- 
tera la  probabilité  que  les  erreurs/?,  q,  r,...  se  trouvent  combinées  en- 
semble, de  manière  que  p  soit  répété  «  fois,  q  [i  fois,  r  y  fois,  et  ainsi 
des  autres.  Ainsi  cette  probabilité  sera  la  plus  grande  dans  la  combinai- 
son où  la  valeur  de  Na"//c'''. . .  sera  la  plus  grande;  mais  on  a 

N=  .....3...« 


.3...aXi.2.3...|3Xi.a.3...yX... 
comme  nous  l'avons  déjà  vu  dans  le  Problème  précédent;  donc,  pai'  b 
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même  Problème,  la  plus  grande  valeur  de  ^a" b^c' . . .  aura  lieu  lorsque 


y  = 


lia 

a-h 

b 

H-  C  +  .  .  . 
nb 

a  + 

b 

+  c  +  .  . . 
ne 

a  +  6  +  c  + . . . 


équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les  inconnues  a,  h,  c,...; 
et  l'on  aura,  en  faisant  a-i-6  +  c  +  ...  =  5, 

SOL       ,       «S  *y 

n  n  n 

Or  nous  avons  démontré,  dans  le  Problème  cité,  que  la  correction 
qu'il  faut  faire  au  résultat  moyen  d'un  nombre  quelconque  d'observa- 
tions est  exprimée  par 

«/>  +  6^  -)-  cr  H-  . . . 
a-^-b  ->r  c  +  ...     ' 

donc,  mettant  dans  cette  expression  les  valeurs  de  a,  b,  c,...  que  nous 
venons  de  trouver,  la  correction  dont  il  s'agit  deviendra 

xp  +  ^q  -h  yr-h.  . . 


c'est-à-dire  égale  à  l'erreur  moyenne  entre  toutes  les  erreurs  particu- 
lières que  les  n  vérifications  ont  données. 

20.  Corollaire.  —  Si  l'on  voulait  tenir  compte  aussi,  au  moins  d'une 
manière  approchée,  des  erreurs  intermédiaires  auxquelles  l'instrument 
pourrait  être  sujet,  il  n'y  aurait  qu'à  prendre  dans  une  ligne  droite  indé- 
finie des  abscisses  proportionnelles  aux  erreurs  trouvées  p,  q,  r,..., 
comme  au  n°  17;  et  y  ayant  appliqué  des  ordonnées  proportionnelles 
aux  quantités  a,  b,  c,...,  on  ferait  passer  par  les  extrémités/?,  q,  r,... 
une  ligne  parabolique;  on  chercherait  ensuite  le  centre  de  gravité  de 
l'aire  de  toute  la  courbe,  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  centre  sur 
l'axe  y  couperait  une  abscisse  qui  serait  la  correction  de  l'instrument. 
Il,  ,  26 
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On  voit  par  là  comment  on  peut  connaître  à  posteriori  la  loi  de  la  faci- 
lité de  chacune  des  erreurs  auxquelles  un  instrument  peut  être  sujet. 

21.  Remarque  I.  —  On  a  trouvé  ci-dessus  que  la  plus  grande  proba- 
bilité a  lieu  lorsque 

sa  ,        s&                sy 

ji  n                  n 

de  sorte  que  les  valeurs  de  a,  b,  c,...  sont  les  plus  probables  qu'on 
puisse  supposer.  Si  on  voulait  savoir  de  plus  quelle  est  la  probabilité 
tjue  ces  mêmes  valeurs  ne  s'écarteront  pas  de  la  vérité  d'une  quantité 

quelconque  ±—,  il  n'y  aurait  qu'à  mettre,  dans  l'expression  générale 

de  la  probabilité  (Problème  précédent) 


s" 


r         1  i  1  tt-     s{a-hx)     s(&-^-}■)     s{y+z)  . 

au  lieu  de  a,  b,  c,  les  quantités  -^ -^  -^^ — ■~-^,  — -■,■■-,    et, 

'  n  n  n 

faisant  successivement  ic,  y,  s,...  égaux  à  ±i,  ±2,  ±3,...,  ±r,  en 

sorte  cependant  que  l'on  ait  toujours  aj-f-j -t-s +  ...  =  o,  à  cause  que 

(par   hypothèse)   a-h  b -h  c -\-...=^s    et   a -l- /3  +  7 -1-...=  n,   on    aura 

autant  de  probabilités  particulières,  dont  la  somme  sera  la  probabilité 

cherchée. 

Soit  P  la  probabilité  que  l'on  ait 


a  ^  — 1      b 


.(3 


mettant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente,  on  aura 

_    r  .  3  .  3  ■  .  .  »  a"- (3'^ 

n"  1.2.3. ..a  1.2.3. ..p 

Soit  de  plus  Q  la  probabilité  que  l'on  ait 

,  _  ^(P-t-j)  _  s{y  -hz) 
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on  aura  la  valeur  de  Q  en  mettant  ces  valeurs  dans  la  même  expression , 
et  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 


Donc,  si  l'on  fait  en  général 


et  que  /  V  dénote  la  somme  de  toutes  les  valeurs  particulières  de  V,  en 
faisant  varier  ai-,  y,  z,...  depuis  o  jusqu'à  -h r,  et  ayant  soin  que  l'on  ait 
toujours  a:  + y  +  2...  =  o,  la  probabilité  cberchée  sera  égale  à  P  1  V. 

Comme  il  n'est  pas  facile  de  trouver  l'intégrale  I  V.  surtout  lorsqu'il 

y  a  plus  de  deux  variables,  on  pourra  se  contenter  de  l'avoir  d'une  ma- 
nière approchée;  pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  une  valeur  moyenne 
de  V  et  la  multiplier  par  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  particulières 

de  V  qui  doivent  entrer  dans  l'intégrale  /  V,  et  la  difficulté  ne  consis- 
tera qu'à  trouver  ce  nombre.  Or,  si  l'on  désigne  par  m  le  nombre  des 
quantités  a,  ]3,  7,...,  il  est  facile  de  concevoir  que  le  nombre  dont  il 
s'agit  ne  sera  autre  chose  que  le  coefficient  de  u°,  c'est-à-dire  le  terme 
tout  connu  de  la  série  qui  représente  la  puissance  m  du  polynôme 


Qu'on  dénote  ce  terme  par  T,  et  l'on  aura,  comme  nous  le  démontrerons 
plus  bas, 

(  mr  -4- 1  )  (  mr  +  1  )  [mr  -h  3).  . .{ nir  +  m  —  i] 

1 . 2 . 3 .  .  .  {  «i  —  I  ) 

[{m —  2)  r][(in—  3)  r  +  i]  [(m  —  ?.)<' -^  a].  .  .  [(m  —  3)  ;■  +  m  —  2] 
1 . 3  .  3 .  .  .  {  m  —  I ,) 

w(m  — i)  [(m  — 4)/'— l][(/?^  — 4)''][(»'  — 4)^'+i]---[('"  — 4)<'  +  »t  — 3]  _ 
2  1 . 2 . 3 .  .  .  (  nz  —  I  )  "  "  ' 

26. 
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en  continuant  cette  série  seulement  jusqu'à  ce  que  quelqu'un  des  fac- 
teurs mr-hi,  (m—  2)r,  [m  — 1\)  r  —  i,...  devienne  négatif. 

Donc,  si  W  est  la  valeur  moyenne  de  V,  on  aura  pour  la  valeur  appro- 
chée de  /  V  la  quantité  TW,  et  la  probabilité  cherchée  sera  à  peu  près 

égale  à  PTVV. 

Si,  au  lieu  de  prendre  pour  W  la  valeur  moyenne  de  V,  on  prend  la 
plus  petite,  il  est  clair  que  TW  sera  nécessairement  moindre  que  la  véri- 
table valeur  de  /  V,  et  par  conséquent  la  probabilité  cherchée  sera 
nécessairement  plus  grande  que  PTW;  ainsi,  on  pourra  parier  avec 
avantage  PTW  contre  i  —  PTW  qu'en  faisant 

a Cf.        h  Pc y 

s        n       s        n       s       n 

on  ne  se  trompera  pas  d'une  quantité  plus  grande  que  ~  tant  en  plus 
qu'en  moins. 

22.  Rejiarque  n.  —  Supposons  que  n  soit  un  nombre  très-grand,  et 
que  par  conséquent  les  nombres  a,  ]S,  7,...,  dont  la  somme  est  n,  soient 
aussi  très-grands;  pour  trouver  dans  ce  cas  les  valeurs  de  P  et  de  V,  on 
remarquera  : 

1°  Que  lorsque  u  est  un  très-grand  nombre,  on  a,  à  très-peu  près, 

log  I  +  loga  +  log3  + . . .  +  logii  =  -  logT:  +  (  M  H —  )  log;<  —  u, 


n  étant  le  rapport  de  la  périphérie  du  cercle  au  rayon;  d'où  il  suit  qut 
l'on  aura 

1.2.3.  .  .M  I  I 

log  ;; =  -  lOgTr  H l0g«<  —  u, 

et  par  conséquent 

I  .  2  .  3  ...  M  sJ-K  u 

M"  e"    ' 

donc,  à  cause  de  an- jSH-y  +  ...=  tî,  on  aura 


/ 


TTo:  X  7:(3  X  Tty  X  . 
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1°  Si  on  prend  le  logarithme  de  V,  on  aura 

logV=alog  fi  +  ^j  +(31ogfn-^j  +ylog  (i  +  ^j  +,.., 
mais 

I         x\        X         x' 

log     IH-  -      =: j  +  .  .  .  ; 

\         a  J        ce         "icâ 

donc,  à  cause  de  x  +  j h-  z  + .. .  =  o,*on  aura  à  très-peu  près 

I  1 X-        r^       z' 
logV=--    — +  ^H h 

et  de  là 

Soient  maintenant 

x^='E,\Jn,     y=:'i/\Jn,     z^Çy'n,..., 


et 


donc 


:A,      1=B,     1=C,..., 


^  +  4i-4-i;+...=:o    et    A  +  Bh-Ch-...= 

p  =  — -i , 


(7:«)    "'     v/ABC... 


,A  ^B 


Or,  comme  l'incrément  ou  la  différence  des  quantités  a;,  j,  2,...,  est  i, 

la  différence  des  variables  |,  if,  Ç,...  sera  -^■,  et  par  conséquent  infini- 

sjn 

ment  petite;  de  sorte  que,  si  l'on  appelle  cette  différence  dQ,  on  aura 


v/tT-'ABC, 
Donc 

-;(r-'-¥  +  c+-J 
pv  =  ^ , 

v/ti^-'ABC... 
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Donc,  si  l'on  intèare  la  différentielle 


g-2  \  A       B  ^  C  ^     I   ■ 

m  —  I  fois,  en  mettant  d'abord  à  la  place  de  H  sa  valeur  —  ii>  — ^— ..., 
et  faisant  varier  ensuite  successivement  les  variables  'h,  'Ç,...,  de  la  même 
ditférentielle  dB,  et  qu'on  complète  l'intégrale  en  sorte  que  les  valeurs 
de  ^,  é,  'Ç,...  s'étendent  depuis  —  p  jusqu'à  p  (en  faisant  r=p\n},  on 
aura,  en  nommant  cette  intégrale  R,  la  quantité 


v/7f"-'ABC... 

pour  la  probabilité  que  les  valeurs  de  a,  b.c,...  seront  exactes  à  A=  près. 

v« 

Soit,  par  exemple,  m  =  2,  en  sorte  que  l'on  n'ait  trouvé  que  deux 

erreurs  difTérentes,  dont  l'une  ait  été  répétée  a  fois  et  l'autre  |S  fois, 

dans  un  nombre  très-grand  n  de  vérifications  de  l'instrument;  en  ce  cas 

il  n'v  aura  qu'une  seule  intégration  à  faire,  et  la  différentielle  à  intégrer 

sera,  en  mettant  —  iL  à  la  place  de  |,  et  faisant  dS  =^  d<h. 


laquelle  n'est  intégrabk  par  aucune  des  méthodes  connues,  à  moins 

qu'on  ne  réduise  en  série  la  quantité  exponentielle  e     ''^"^      ''    .  De  cette 
manière  on  aura  la  ditférentielle 

,  ,   /         ,,  ,         K=  tl*        R^  d/»  \ 

d<h    I  —  K  A-  H ' ^  + . . .    5 

'  \  '  2  2.3  / 

en  iaisant,  pour  abréger,  K  =        „  ;  de  sorte  que  l'intégrale  sera 

Kd;'        R=J;-          K'Â' 
d; 5^  H \ J^-h.... 

3  2.5         a. 3. 7 
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Donc 

V^         3  2X5       2.3X7  / 

donc 

R 

^/ÛÂR 

exprimera  la  probabilité  que  les  valeurs  de  a  et  6  soient  rentei-niées 
entre  ces  limites 


WA±^        et     5    B±^ 

c'est-à-dire  que  les  facilités  des  erreurs  qui  se  sont  trouvées  répétées  u 

et  j3  fois,  lesquelles  sont  proportionnelles  à  -  et  ~i  ne  s'écartent  pas  des 

quantités  A  et  B,  données  par  les  observations,  d'une  quantité  plus 

grande  que  -^• 

Si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  p  =  [x^AB,  on  aura  K==— ,? 

à  cause  de  Ah-B  =  i,  et  la  probabilité  dont  il  s'agit  sera  exprimée  de 
cette  manière 


^;r  V  '       2X3        2.4x5        3.4.6x7 
Donc,  si  l'on  suppose  /j.  =  i ,  on  aura  la  série 


2X3       2.4x5      2.4.6x7 

dont  la  somme  est  à  très-peu  près  o, 855624;  de  sorte  que  la  probabilité 
cherchée  sera  à  peu  près 

i^^l^  =  0,682688. 

Ainsi,  on  pourra  dans  ce  cas  parier  avec  avantage  que,  en  supposant 
les  facilités  des  erreurs  respectivement  égales  à  A  et  B,  on  ne  se  trom- 
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pera  pas  de  la  quantité  p.  W  — ^  qui,  à  cause  de  n  très-grand,  est  néces- 
sairement infiniment  petite. 

Il  serait  beaucoup  plus  difficile  de  trouver  la  valeur  de  R  si  les  varia- 
bles §,  <\i,  Ç,...  étaient  plus  de  deux,  surtout  à  cause  que  l'intégration 
doit  être  telle,  qu'elle  n'embrasse  que  les  valeurs  de  ces  mêmes  variables 
qui  sont  comprises  entre  les  limites  —  p  et  +p;  mais  on  pourra,  dans 
ces  cas,  se  servir  de  l'approximation  que  nous  avons  donnée  dans  le 
numéro  précédent. 

Pour  cela,  on  remarquera  que  puisque  nous  avons  fait  r^^ps/n,  et 
que  n  est  supposé  fort  grand,  le  nombre  r  devra  être  for!  grand  aussi; 
de  sorte  qu'on  aura,  à  très-peu  près, 

''"'"'  r        .  /  >„   ,       ni(m  —  i) ,  , ,,„  ,  ~| 

ï— /«"■-'—  m  [m  —  2)"'-'  H ï^ -'    m  —  4        —  •  •  •    ' 

i.2.3...(m— 1)  L  2  *  ^'  J 

en  continuant  cette  série  jusqu'à  ce  que  quelqu'un  des  nombres  m  —  2, 
m  —  4.---  devienne  négatif:  donc  on  aura 


PT=    -4. 


-ii(;H-4r 


^sJt.  J  I  .2.3.  ..(w  — Ov/ABC... 

et  il  n'y  aura  plus  qu'à  multiplier  cette  quantité  par  W,  c'est-à-dire  par 
la  valeur  moyenne,  ou  si  l'on  veut  par  la  plus  petite  valeur  de  V.  Or, 
comme  on  a 

V- \ , 

^3  \  A   ^  B  ^  C  ^-1 

il  est  clair  que  la  plus  petite  valeur  de  V  sera  celle  où  la  quantité 
|-  -h  ^  +  -^  + . . .  sera  la  plus  grande  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  cela  arri- 
vera en  prenant  ?  =  |5,  if  =  — p,  ^  =  0,...,  à  cause  de  ^-i-(i  +  Ç+...  =  o, 
et  supposant  que  A  et  B  soient  les  plus  petites  de  toutes  les  quantités 
A,  B,  C,...;  ainsi,  on  aura 


W 


îi^-kV 
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Donc  faisant,  pour  abréger, 


,  m  (m  —  I  ) 

m  (m  —  a j"" '  H i 


M: 


1.2.3. 

on  aura  la  quantité 


i)' 


Jt:}        y/      ABC... 

laquelle  sera  nécessairement  moindre  que  la  probabilité  eberchée;  de 
sorte  qu'en  nommant  H  cette  quantité,  on  pourra  toujours  parier  avec 
avantage  H  contre  i  —  H  qu'en  supposant  les  facilités  des  erreurs  égales 
respectivement  à  A,  B,  C,...,  on  ne  se  trompera  pas  de  la  quantité  très- 
petite  -L- 

Lemme  I. 

23.   Soit  X  une  fonction,  rationnelle  et  sans  diviseur,  de  x  :  on  demande 

le  coefficient  de  la  puissance  x'''  dans  la  série  résultante  du  développement 

X 
de  la  fraction • 

•'  [a  —  x]" 

On  a,  comme  on  sait, 

I  I  nx         «  (  71  +  1  )  x' 


(a  —  x)"        a"       a"'*''  i  a"'^- 

1.2.3. ..(n  —  i)        2.3. ..«.a;        3.4- 


^  1.2.3. ..(re  —  i)  ' 

donc,  si  l'on  ordonne  la  quantité  X  par  rapport  aux  puissances  de  x,  en 
commençant  par  la  plus  baute,  de  manière  que  l'on  ait  en  général 

X  =  A.r°^ +  £'■■-'  +Cx''--'"-  +.  .  .  +  Mx''-'-  +  Na;'"-'  +  ..  ., 

et  qu'on  multiplie  cette  série  par  celle  qui  exprime  la  valeur  de  - — — — -, 

il  est  facile  de  voir  que  le  terme  qui  contiendra  la  puissance  xi"'  sera 

.■2.3...(W-I)j^j    ,     2.3.  ..Ttj^     ^     3.4...(/t+i)p    ^ 


I.  2.  3.  .  .(« l) 

II.  27 
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de  sorte  que  le  coefficient  cherché  sera  représenté  par  la  série 

1 . 2 . 3 . . .  (  ft  —  1 1  -,      2 . 3 . . .  re  ,,      3 . 4 •••(«  +  I  )  T^ 

^ M  -!-  ■ —  N  H x^ '  P  + . . . 

a"  a"'^'  a"^- 

1.2.3.  . .(«  —  i) 

Dénotons  par  X'  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  valeur  de  X,  où  les 
puissances  de  x  ne  sont  pas  plus  hautes  que  x'"\  en  sorte  que  l'on  ail 

X'  =  Mx'"-  +  fix'"--'  -+■  Px''-''  +...; 

divisant  par  x'''^' ,  on  aura 

X'         M       N       £ 

x/^-^-'        X        x^       x^ 

donc,  différentiant  n  —  i  fois  et  faisant  ensuite  x^^a,  on  aura 

^  \xl^-^'  I.2.3...(7l—  l)  ,,  2.3...«^, 

± f^ ^  = ^^ M  H —  N  -^  . . . , 

ax""'  a"  a""^' 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  n  est  impair,  et  l'inférieur  pour 
celui  où  n  est  pair. 

Donc,  le  coefficient  cherché  de  la  puissance  x'''  sera  égal  à  ce  que  de- 
vient la  quantité 


(_,).-. 


d"-'    ^' 


I .  a .  3 . . .  { M  —  I  )  dx"~' 

lorsqu'on  y  fait  x  =  a. 

24.  Remarque.  —  Si  l'on  divise  la  quantité  X  par  x'^'^' ,  et  qu'on  en 
rejette  ensuite  tous  les  termes  où  il  y  aura  des  puissances  positives  de  x, 

X' 
il  est  visible  qu'on  aura  la  valeur  de     \   -  ;  donc,  à  la  place  de  la  quan- 
tité X'  on  peut  prendre  la  quantité  même  X,  en  ayant  soin  de  rejeter 
les  termes  dont  nous  venons  de  parler;  de  cette  manière  on  aura,  pour 
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l'expression  du  coefficient  cherché  de  x''',  la  quantité 

(-1)"-'  V^''"^' 


1.2.3.  ..(«  —  l)  (j?X"~' 

en  rejetant  dans  cette  quantité,  avant  ou  après  les  différentiations,  toutes 
les  puissances  positives  de  x,  et  faisant  ensuite  x  =  a. 

25.  Corollaire.  —  Supposons  qu'on  demande  le  coefficient  de  x'^ 
dans  la  série 

x"  "-!-...  +  X-''  +  x-^  +  x"  +  x^  +  x''  +  .  .  .-^  x^ 

élevée  à  la  puissance  n. 

Suivant  les  règles  ordinaires  de  la  sommation  des  progressions  géo- 
métriques, on  trouve  que  la  somme  de  cette  série  est  représentée  par 


X  II  —  X 


-fi-^>] 


I  —  X 

de  sorte  que  la  puissance  n"""  de  la  même  série  sera  égale  à 


(i-xy 

Comparant  donc  cette  formule  avec  celle  du  Lemme  précédent,  on 
aura 


7t  (  71  —  I  )  (  «  ■ 


_{„_3)a  +  305-i-i)_^       _. 


2.3 

donc,  divisant  par  x^'^'  et  faisant,  pour  abréger, 

rea  4- f- :=  71-,     a  +  (3  +  I  ^  p, 

on  aura 

_iL-_^-(^+'   —nx'''^''-*-'-P'>-f-  "^"~'^z--<"  +  '-v'> 


n(n  —  i)('*  " 


^-(;r-hi-3p)_^___^ 


a. 3 

'•7- 
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et  par  conséquent,  en  différentiant  n  —  i  fois. 


''              dx-' 

=  (7r4-i)  (t:  +  2).  .  .(t:  +  «  —  i)^~'''"^"^ 

—  «(tt  +  i  — p)(7rH-2— p)...(7T  +  «  — 

I-P)^ 

(7:-^n-p) 

n  (  «  —  I  ) 

.  {  TT  +  «.  - 

~i-2p)x- 

(jz-t-n- 

-ip) 

On  rejettera  donc  de  cette  série  les  termes  où  les  exposants  de  x  se 
trouveront  positifs,  c'est-à-dire  que  si  s  est  le  nombre  entier  qui  est  égal 

ou  immédiatement  plus  grand  que  -^ »  on  continuera  la  série  seule- 
ment jusqu'au  terme  *'""";  ou  bien  il  suffira  de  la  continuer  jusqu'à  ce 
que  quelqu'un  des  premiers  facteurs  ti  +  i,  7:4-1  —  p,...  devienne  né- 
gatif; ensuite  on  fera  a;  =  1  et  on  divisera  le  tout  par  i.2.3...(7i  — i);  on 
aura  ainsi  la  valeur  du  coefficient  cherché,  laquelle  sera  par  conséquent 

—5 -, :      (7T4-l)(7T-t-2)...(7r-t-«—  l) 

i.ô.  .  .[n —  i)  L 

—  «  (  71  -H  I  —  p)  (  TT  -f-  2  —  p) .  .  .  (  TT  -1-  W  —  I  —  p) 

n(n  —  1 1 , 

H (71  -l-I  —  2p)(7T-l-2  —  2p)...(7T-|-n—  I  —  2p) 

-"^"~^'^''~^^7r  +  .-3p)(rr  +  2-3p)...(Tr  +  «-.-3p) 


De  là  on  tire  la  solution  du  Problème  suivant. 

Problème  VII. 

26.  On  a  plusieurs  observations  dans  chacune  desquelles  on  suppose 
qu'on  ait  pu  se  tromper  également  d'une  quelconque  de  ces  quantités 
-   a,...,  —  2,  —  I,  o,   I,  2,...,  j3;  on  demajide  quelle  est  la  probabilité 
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que  l'erreur  du  résultat  moyen  de  n  observations  sera  —  ■>  ou  quelle  sera 

renfermée  entre  ces  limites  — ~  et  — ~  ■ 
■'  n  n 

Pour  trouver  la  probabilité  que  le  résultat  moven  soit  —■,  il  faut  cher- 

cher  le  coefficient  de  la  puissance  x'"'  du  polynôme 

x~  "■  -\-  .  .  .  +  X"-  -+-  x~'  -\-  x"  -h  x'  +  x'  -\-  .  .  .  +  xl"   ■ 

élevé  à  la  puissance  n,  et  diviser  ensuite  ce  coefficient  par  la  valeur  du 
même  polynôme  élevé  à  la  puissance  n,  qui  répond  k  x  =  j,  c'est-à-dire 
par  («  -t-  jS  +  i)";  c'est  ce  qui  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  dé- 
montré dans  les  Problèmes  précédents. 

Donc,  par  le  Corollaire  précédent,  on  trouvera  que  la  probabilité  cher- 
chée sera,  en  faisant  n  =  no:  -\-  p.,  p  =^  x  -\-  fi  -\-  i . 

5 -. —    (7r-Hi)(7r-H2)...(7r-l-«  — i) 

1 .  2  .  3  .  .  .  (  71  —  I  )  p"  |_ 

—  «(ttH-i  —  p)(7l  +  2  —  p)...(7:  +  /l^I  —  p) 

n(n—i],  ,  ,  ,     , 

H ^ ^(TT-l-  I  —  2p)(7r-f-  2  —  2p)...(7H-  n—  I  —  2p) 


en  continuant  cette  série  jusqu'à  ce  que  quelqu'un  des  facteurs  t:  -f-  i, 
n  -h  1  —  p,...  devienne  négatif. 

Telle  est  l'expression  générale  de  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne 

de  n  observations  soit  — -,  ainsi,  pour  avoir  la  probabilité  que  l'erreur  soit 

contenue  entre  les  limites  — -  et  — 2,  il  ^v  aura  qu'à  faire  varier  u.  dans 

la  quantité  précédente,  et  prendre  la  somme  de  toutes  les  quantités  par- 
ticulières qui  répondront  à 

u= — p,...,    —  2,    —  I,    O,    I,    2,...,    a. 
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Or,  puisque  la  quantité  p.  n'entre  que  dans  la  valeur  de  n,  il  n'y  aura 
donc  que  cette  quantité  de  variable;  de  sorte  que  la  difficulté  se  réduira 
à  sommer  des  suites  dont  le  terme  général  sera  de  cette  forme 

(i-hi)(i-4-  2)(s  +3)..  .(s-hk). 
Pour  cela,  soit  la  somme  de  cette  série  représentée  par 

u(s  +  i){s  -h  2). .  .{s  -i-  k), 

u  étant  une  fonction  inconnue  de  s,  et  mettant  *  —  i  à  la  place  de  s  et  u' 
à  la  place  de  m,  on  aura 

u'  s  [s  -^  i)[s  +  1) .  .  .(s  +  k  —  ï)\ 
cette  quantité  étant  retranchée  de  la  précédente,  on  aura  la  ditlerence 

[u{s  +  k)~  u'  s~\(s  -^i)(s  +  2).  .  .(s  +  k  —  i)\ 

mais  il  faut  que  cette  différence  soit  égale  au  terme  général  de  la  série 
dont  on  cherche  la  somme,  donc  on  aura  l'équation 

u{s  +  k)  —  u'  s=^s  +  k, 

à  laquelle  on  satisfera  en  faisant 

s  +  k  -h  i 

M=  — -, ; 

k  -\-i 

de  sorte  que  la  somme  générale  de  la  série  dont  le  terme  général  est 

{s  -\-  i )  [s  -^  2) . .  .[s  -[-  k)  sera  représentée  par 

(i+l)(«  +  2)...(i  +  /f)(«  +  A-t-l) 


/f  + 1 
et  par  conséquent  la  somme  de  tous  les  termes  compris  entre  ces  deux-ci 

(s'  -Yi)(s'  +  -2.).  ..(s'  +  k)     et    (s" -{'i)(s" +  i)...(s" +  k) 
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sera  égale  à 

s"{s"+i)(s"+2)...{s"-hk)  —  {s'  +  i){s'  +  2)...{s'+fi+ï) 
k  +  1 

Appliquant  donc  ceci  à  la  formule  trouvée  plus  haut,  on  aura,  pour  la 
probabilité  que  l'erreur  moyenne  tombe  entre  — ~  et  -■,  l'expression  sui- 
vante, dans  laquelle  j'ai  fait,  pour  abréger,  na  —p  =  ^  et  na  -{-q  =  y, 

77^73^77^,  [7(7 +  •)•• -{y +  «- I)- (ô  +  i)(â  +  2). .  .(ô  +  re) 

-«[(y-p)...(y-p  +  7i-i)-(â-p  +  i)...(ô-p  +  re)] 

+  "      ~'^[(y-ap)...(y-2p  +  w-i)-(a-2p  +  i)...(a-ap  +  «)] 

Cette  série  doit  être  continuée  jusqu'à  ce  que  quelqu'un  des  facteurs 
7  — p,  7  —  2(3,...  devienne  négatif;  et  quant  aux  autres  facteurs  §  — p  +  i, 
§  —  2(5  +  1 si  quelqu'un  d'entre  eux  se  trouve  négatif,  alors  il  fau- 
dra augmenter  le  nombre  5  d'autant  d'unités  qu'il  faudra  pour  le  rendre 
positif;  cela  suit  évidemment  de  ce  que  la  série,  dont  la  précédente  est  la 
somme,  ne  doit  être  continuée  que  jusqu'à  ce  que  quelqu'un  des  pre- 
miers facteurs  n-hi  —  p,n-hi  —  2  p....  devienne  négatif,  comme  nous 
l'avons  vu  dans  le  numéro  précédent. 

27.  Corollaire.  —  Supposons  que  les  nombres  «  et  p  deviennent 
infinis,  aussi  bien  que  p  et  q,  mais  de  façon  qu'ils  aient  entre  eux  des 
rapports  finis;  et  soient 

OL  a.  a. 

en  sorte  que  l'on  ait 

(3  =  a/,     p  =  (xr,     q  =^  as, 

l,  r,  s  étant  des  nombres  finis;  dans  ce  cas  on  aura 

p  ^  a  +  [3  =  (i -t- /)«,     §=^nac — p  =  {n  —  /■)«,     y  =  na  +  q  =  {n -\- s)a; 
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de  sorte  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  et  né- 
gligeant ce  qu'on  doit  négliger  à  cause  de  «  =  oo  ,  on  aura  celle-ci,  où 
/=  I  +  /, 

,_2/i__nf"  h"  "^  *)  -  "  ("  +  «  -/)"+  -^ ^  («  +  *  -  2/)"-  .  .  ■ 

—  {II  —  r)"  -h  11(11  —  r  —  /  )" («  —  ;■—  2/  )"  +  ..  .     , 

chacune  de  ces  deux  séries  devant  être  continuée  seulement  jusqu'à  ce 
que  quelqu'une  des  quantités  n-hs  —  f,  n -\- s  —  2/,...  et  n  —  r  —  f, 
n  —  r —  2/,...  devienne  négative. 

Le  cas  de  ce  Corollaire  a  lieu  lorsqu'on  suppose  que  chaque  observa- 
tion est  également  sujette  à  toutes  les  erreurs  possibles  comprises  entre 
des  limites  données;  car  si  on  prend  la  plus  grande  erreur  négative  pour 
l'unité,  et  qu'on  désigne  la  plus  grande  erreur  positive  par  /,  la  formule 
précédente  dénotera  la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat  moyen  de 

n  observations  soit  renfermée  entre  ces  deux  limites et  H 

n  n 

Au  reste,  nous  donnerons  plus  bas  une  méthode  beaucoup  plus  simple 

pour  résoudre  ces  sortes  de  questions. 

Problème  VIII. 

28.  Supposant  que  les  erreurs  qu'on  peut  commettre  dans  chaque  obsei- 
vation  soient  —  w, . . . ,  —  2,  —  i ,  o,  i ,  2, . . . ,  w,  et  que  le  nombre  des 
cas  qui  répondent  à  chacune  de  ces  erreurs  soit  respectivement  proportionnel 
à  1 ,  2,  3, . . . ,  u  -{-  i, . . . ,  3,  2,  I ,  on  demande  quelle  est  la  probabilité 
que  l'erreur  du  résultat  moyen  de  m  observations  soit  comprise  entre  les 

limites  — ~  et  —  • 
m  m 

Commençons  par  chercher  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  soit  — ; 
cette  probabilité  sera  égale  au  coefficient  de  la  puissance  x'''  du  polynôme 

x~''"  +  2X^^'"^'  -t-.  .  .  -t-  0)^-'  +  (  w  -t-  i)x"  +  coa:'  +.  .  .  +  2X'""~'  +  x" 


ENTRE  LES  RESULTATS  DE  PLUSIEURS  OBSERVATIONS.     217 

élevé  à  la  puissance  m,  ce  coefficient  étant  ensuite  divisé  par  la  valeur 
du  même  polynôme  élevé  à  la  puissance  n,  qui  répond  à  a;  =  ; . 
Or  on  a 

l  -^-  ■3.x  -}-...{(,) -\-  l)x'''  +...■}. x'''''~'  -\-  x'^'"'  ^{\-\-  X  -\-...-\-  X")' 

donc  le  polynôme  dont  il  s'agit  sera  égal  à 


et  par  conséquent  la  puissance  n  de  ce  polynôme  sera  représentée  par 

[i-xY'" 
Cette  formule  étant  comparée  à  celle  du  n"  25,  on  aura 
11^=  1  m,     na.=^  moi,     a  +  S  -I-  i  ^  r.)  4- 1 , 


d'où  l'on  tire 


m  (.)        M  „ 

n^^im,      a^ =  —  ?      et      p: 


donc  (Problème  précédent)  la  probabilité  clierchée  sera 

—  2m(-  +  I  —  p)(-+2—  p)...(-  +  2/7l—  1—  p) 

+  2m(2m—  i)  ^,  ,     , 

{T.  +  l  —  2û)(7T  +  2  —  2p)...(-  +  2»;  —  '  —  2p) 

••■•-• } 

en  supposant  -  =  mw  -f-  p.  et  p  =  w  +  i ,  et  continuant  la  série  jusqu'à 
ce  que  quelqu'un  des  facteurs  tt  +  i  —  p,  tt  +  i  —  2f5,...  devienne  né- 
gatif. 

De  là  on  trouvera,  comme  dans  le  Problème  précédent,  que  la  prol)a- 

bilité  que  l'erreur  movennc  se  trouve  entre  les  limites  — -  et  ~  sera 
'    -  '  n  n 

II.  2.8 
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exprimée  par 

j  ,3  _'3^p.„.[y(y  +  ')---(y  +  2»»-i)-(°  +  ')(o+"3)-.-(â  +  2»t) 

—  nm[(y  — p)..  .(y  +  27?î.—  I  — p)  — (oH-i  — p).  .  .(ô  +  am  — p)] 
imiim  —  I  ) 


-[{y  — 2p)...(y  +  2m— I— 2p)-(Ô-|-I  — 2p)...(ô+2/H— 2p)] 

■ ] 

7  étant  =mw  -\-q  et  (J*  =  tow  —p.  A  l'égard  de  la  continuation  de  ces 
deux  séries,  il  faudra  suivre  les  règles  prescrites  plus  haut  (24). 

29.  Corollaire.  —  Supposons  maintenant  que  les  nombres  w,  p  et  q 
deviennent  infinis,  mais  en  sorte  que  l'on  ait  —  =  r,  —  =  .y,  r  et .?  étant 
des  nombres  finis,  et  la  formule  précédente  deviendra  (25) 

/  ,,  r    ,  ,         T  im(im  —  i)  r    /  V        !■>„ 

(  2  m  -f-  i  )-'"  —  im[i(in—  i  )  +  «]='"  H [  a  (  m  —  2  )  +  *  J-°'  —  .  .  . 


!  m  —  rf'"  —  2  ffj  [  2  (  m  —  I  )  —  r]-"'  + 


1.2.3.  .  .  2  /7l .  1-'" 

mil  m 


1.2.3.  .  .2m.  2^"' 

ces  deux  séries  étant  continuées  jusqu'à  ce  que  quelqu'une  des  quantités 
qui  sont  élevées  à  la  puissance  2/i  devienne  négative. 

Cette  formule  exprimera  donc  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de 

n  observations  soit  comprise  entre  les  limites  —  et  -?  dans  l'hypotbèse 

que  chaque  observation  soit  sujette  à  toutes  les  erreurs  possibles  conte- 
nues entre  ces  deux  limites  —  i  et  -i-  i ,  e£  que  la  facilité  de  chaque 
erreur  soit  proportioimelle  à  la  différence  qu'il  y  a  entre  cette  erreur  et 
la  plus  grande  erreur  possible  dans  le  même  sens;  cette  hypothèse  est 
plus  conforme  à  la  nature  que  celle  du  n°  27;  la  courbe  des  erreurs  (20) 
serait  ici  un  triangle  isocèle  quelconque. 

30.  ScoLiE.  —  En  général,  on  pourra  trouver,  à  l'aide  du  Lemme 
précédent,  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  soit  égale  à  une  quantité 
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donnée  dans  l'hypothèse  que  les  erreurs,  auxquelles  chaque  observation 
est  sujette,  forment  une  progression  arithmétique,  et  que  les  facilités  de 
ces  erreurs  forment  une  progression  algébrique  quelconque,  dont  les 
différences  d'un  ordre  quelconque  deviennent  nulles;  car  soit 

A^~"  +  Yix""'^'  +. .  .  +  Px-'  -+-  Qx»  +  Rx'  +.  .  .-^Nx^ 

le  polynôme  dont  les  exposants  de  x  représentent  les  erreurs,  et  les  coef- 
ficients, les  facilités  de  ces  erreurs;  qu'on  dénote  par  A  A,  A- A,...  les 
différences  premières,  secondes de  la  série 

A,  B,  C,..., 

en  sorte  que 

AA=B  — A,     A^A  =  C— 2B-(-A,..., 

et  qu'on  dénote  de  même  par  AV,  A^V.,..  les  différences  de  la  série 

V,  X,  Y,... 

supposée  continuée  au  delà  de  V,  on  aura,  comme  on  sait,  pour  la 
valeur  du  polynôme  proposé,  la  série 


Or,  si  la  série 


A-Vx='-^'5-+'  AA-AVa;"- 

h   X r 

I  —  X  (i  —  x) 

A,  B,  C,...,  V,  X,... 


est  telle  que  ses  différences  d'un  ordre  quelconque  m,  par  exemple, 
deviennent  nulles,  on  aura 

A-^ArriO,       A'"V=:0, 

et  toutes  les  différences  ultérieures  seront  aussi  zéro;  de  sorte  que 
l'expression  précédente  deviendra  finie  quand  même  le  polynôme  pro- 
posé contiendrait  un  nombre  infini  de  termes;  de  plus  cette  expression 
pourra  se  réduire  à  cette  forme  ; — ^-— i  H  étant  une  fonction  rationnelle 

^  [l  —  X)'" 

et  entière  de  a?;  de  sorte  qu'en  élevant  cette  quantité  à  une  puissance 
quelconque,  on  aura  toujours  une  expression  qui  sera  dans  le  cas  de 
celle  du  Lemme. 

28. 
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Lemme  II. 

31 .   On  demande  le  coefficient  de  la  puissance  x'''  dans  la  série  qui  résul- 
tera du  développement  de  la  fraction 

X 

[a  —  x)"'  [b  —  «•  )" 

X  étant,  comme  dans  le  Lemme  I,  une  fonction,  rationnelle  et  sans  diviseur, 
de  X. 

On  sait  que  la  fraction WTfri — v^  P^"*^  ^^  déconiposev  en  diffé- 
rentes fractions  telles  que  celles-ci 

A  A'  A"  AC"-" 

1 1 \-  _ 

(a  —  x]"'       (a~  X )"'-'       (a  —  x )'"-- 

B  B'  B" 


a  — 

X 

BC- 

-1) 

6- 

X 

(b  —  xf        (b  —  x)"-'        [b—xf- 
les  coefficients  A,  A',  A",...  étant  égaux  à  ce  que  deviennent  les  quantités 

d,,    '    ,  d 


(b  —  x)"  (b  —  x)" 


[b  —  xY  dx  2  dx- 

lorsque  x^=a,  et  les  coefficients  B,  B',  B",...  étant  égaux  à  ce  que  de- 
viennent les  quantités 

I  [a  —  xf'  (a  —  xf 


[a  —  xf  dx  1  dx^ 

lorsque  x  =  b.  Donc  la  fraction  proposée  se  changera  dans  ces  deux 

suites  de  fractions 

AX  A'X  Âi^-OX 

[a—  xY  {a  —  X  )'"~'  a  —  x 

BX  B'X  B("-')X 

{b  —  xf  {b  —  x)"-'       '  '  '  b  —  X 

Mais,   par  le  Lemme  I,  le  coefficient  de  la   puissance  xf^  dans  la 
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série  résultante  d'une  fraction  telle  que  - — — — —^  peut  s'exprimer  par 


1.2.3. ..(w  —  s  —  i)       dx'"~'~^ 


en  y  faisant,  après  les  différentiations,  œ  =  a 

Donc,  en  gé 
x'^  la  quantité 


Donc,  en  général,  la  fraction  ; r--  donnera  pour  le  coefficient  de 


[h-xY  ^  (_,)».—.  x/'- 


i.i.i.  .  .s  dx'  1.2.3. ..(m  —  s  —  i)       dx""-'-' 

OÙ  il  faut  faire  x  —  a.  Donc,  puisque 

7  ,  ,71,  (tn  I)(OT  2)      7,  7  ,  ,  , 

(f"'-'j-z=jd'"-'2  +  (m  — i)aja'"^^2  + ■ -d\rd"'-'2  +...+ z«"'-'j, 

il  est  facile  de  voir  que  les  fractions 

AX  A'X  AC'-OX 

{a  —  x}"       (a  —  X  f-^  a  —  x 

prises  toutes  ensemble,  donneront  pour  le  coefficient  de  x'^  la  quantité 

d- 


(— 1)"-'  xi'-^'ia  —  xY 


1.2.3. ..(m  —  1)  dx^-^ 


X  étant  fait  égal  à  a. 
De  même  les  fractions 


BX  B'X  B-'-'X 


[a  —  xf       [b  —  X )"^'       "  '  '       h 

donneront  pour  le  coefficient  de  a;"  la  quantité 

X 


rf"- 


(— i)"-  xf-^'{a  —  x) 


1.2.3. ..(n  —  I]  dx"" 

X  étant  fait  égal  à  b. 


222  SUR  L'UTILITE  DE   PRENDRE   LE  MILIEU 


Donc,  en  réunissant  ces  deux  quantités,  on  aura  pour  le  coelFicient 

X^ 

{a—x)'"{l 


X 

de  x''  dans  la  série  résultante  de  la  fraction  ; ^-^ r  l'expression 

(  «  —  xrib  —  xj"         '^ 


(— I)"*-'  xi'^'ib  —  x)" 


1.2.3. .  .{m  —  I  )  dx'"''^ 

X 


d- 


-!-  {x  =  b) 


1.1.3  ..  .{n  —  i)  dx"-^ 

-^ 
en  avant  soin  de  rejeter  dans  la  valeur  de  — —  toutes  les  puissances  po- 

sitives  de  x. 

32.  Corollaire.  —  Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  si  l'on  déve- 
loppait en  série  la  fraction 

X 

{a~xy"{b  —x)"{c  —  xy...'' 

on  aurait  pour  le  coefficient  de  x'"'  l'expression  suivante 
d^-^\-~ "^ 1 


.  2 . 3 . . .  (  m  —  I  )  dx' 


Ix''-^'  {a  ~  x)-" {c  —  X )P . . .  j 

1 . 2 . 3  . . .  (  n  —  I  )  dx"-^ 

lx'^-^'{a-x)'"{b-x)"...j 


(x  ^a) 


■  =  b] 


[ .  2 . 3  . . .  (/?  —  I  )  dxi'-' 


en  ne  prenant  dans  la  valeur  de  — —  que  les  puissances  négatives  de  x, 

et  rejetant  toutes  les  positives. 

33.  Remarque.   —  Par  le  moyen  du  Lemme  précédent,  on  pourra 
donc  déterminer  aisément  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne,  résultant 
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de  tant  d'observations  qu'on  voudra,  soit  nulle  ou  égale  à  une  quantité 
donnée,  lorsque  le  polynôme  (30) 

hx~"-  +  B^^"-"*"'  +. . .  +  Px-'  -I-  Qx»  +  Rx'  +. .  .-I-  V x'^ 

forme  une  série  récurrente  quelconque;  car  alors  la  somme  de  cette  série 
pourra  s'exprimer,  comme  on  sait,  par  une  fraction  rationnelle  telle  que 


{a  —  xY(b  —  xf{c-xf-... 

H  étant  une  fonction,  rationnelle  et  sans  diviseur,  de  x;  de  sorte  qu'en 
élevant  cette  quantité  à  une  puissance  quelconque,  on  aura  toujours  une 
expression  qui  pourra  se  rapporter  à  celles  du  Lemme  ci-dessus. 

Au  reste,  l'hypothèse  la  plus  conforme  à  la  nature  est  celle  où  l'un 
suppose  que  chaque  observation  soit  sujette  à  toutes  les  erreurs  com- 
prises entre  des  limites  données,  en  sorte  que  le  nombre  de  toutes  les 
erreurs  possibles  soit  infini,  comme  dans  les  n°'  27  et  29;  or,  pour  trou- 
ver en  ce  cas  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  d'un  nombre  quel- 
conque d'observations  soit  aussi  renfermée  entre  des  limites  données,  il 
n'est  pas  nécessaire  de  considérer  d'abord  un  nombre  fini  d'erreurs  et  de 
supposer  ensuite  que  ce  nombre  devienne  infini,  comme  nous  l'avons 
pratiqué  dans  les  numéros  cités;  mais  on  peut  y  parvenir  directement 
par  une  méthode  beaucoup  plus  simple  et  plus  générale,  laquelle  est 
fondée  sur  le  Lemme  suivant. 

Lemme  III. 

34.  Si  y  dénote  une  fonction  quelconque  de  x,  telle  que  — -^  soit  une 
quantité  constante ,  on  aura 

/'        ,  V    T  dy  d'^Y  ,  d"'y         1  , 

c'est  ce  qui  est  aisé  à  vérifier  par  la  difl'érentiation. 

35.  Corollaire  I.  —  Si  l'on  fait  j  =  aj'",  m  étant  un  nombre  entier 


x"'a''ax  =:  a'    ■ -; 
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et  positif,  on  aura  donc 

m  [m  —  I  )  x"'~^ 
(iogaf 

^  m{m  —  i)[m  —  o.)...i.\  1 

dz  — !^ —^ — — — ^! +  coiist. 

(log«  )'"--'  J 

Qu'on  prenne  l'intégrale  1  x'"a^dx  en  sorte  qu'elle  soit  nulle  lorsque 
■r  =  o,  et  l'on  aura 

X'"         mx"'~'  ,        ,    I.2.3...WI 


1  x"'a^ 


dx  =  a' 


Xosa       (loeaP       "■  (loe«) 


Or,  si  l'on  suppose  que  a  soit  une  fraction  moindre  que  l'unité,  en 
sorte  que  -  soit  un  nombre  plus  grand  que  l'unité,  et  qu'on  fasse  a:  ^  oo  , 
il  est  facile  de  voir  que  (-)  sera  une  quantité  infinie  d'un  ordre  infini- 
ment plus  grand  que  ar"'et  qu'aucune  puissance  finie  de  x;  donc  -j- 


ou  bien  a^x"^  sera  nulle,  et,  a  plus  forte  raison  aussi,  toutes  les  autres 
(|uantités  a^x"^~\  a^x"'~-,...  seront  nulles,  de  sorte  qu'on  aura  dans  ces 
cas 


f' 


1 . 2 . 3 ...  m 

(— log«)"'+' 


D'où  ie  conclus  que  la  quantité  ; — ; est  éeale  à  l'intégrale  de 

•'  1  '  (-loga)'"  ^  ^ 

x'"~^a^dx  prise  depuis  ic=o  jusqu'à  a;=3o  ,  et  divisée  par  i .  2 . 3 . . .  (m  —  r  ) , 
pourvu  que  a  soit  un  nombre  positif  moindre  que  l'unité. 

Si  a  était  un  nombre  positif  plus  grand  que  l'unité,  il  n'y  aurait  qu'à 

mettre  -  à  la  place  de  x  dans  la  formule  précédente,  et  l'on  en  conclurait 

que  la  quantité       '       serait  égale  à  l'intégrale  de ^—  prise  de  même 

depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  za  ,  eX  divisée  par  i.2.3...(m  — i);  on  voit  par 

là  comment  on  peut  réduire  les  puissances  quelconques  de  — ^  en  des 
séries  infinies  qui  procèdent  suivant  les  puissances  de  a. 
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36.  Corollaire  II.  —  Donc,  si  l'on  a  une  fonction  quelconque,  ration- 
nelle et  sans  diviseur,  de  a  telle  que 


A  =  Pa^  +  Qa''-' H- Ra''^' + . .  . , 
et  qu'on  demande  le  coefficient  de  la  puissance  a''~^  dans  la  fonction 

(1 


-; -1  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  à  la  place  de  tt t'  'a  somme  des  va- 

[loga)"'  .;  1        .  I  (log«r 


leurs  de — -  depuis  a?  =  o  jusqu'à  a7=oo,  divisée  par  i.2.3...(to— i) 

(Corollaire  précédent),  et  rassemblant  tous  les  termes  où  a  se  trouvera 
élevé  à  la  puissance  donnée,  on  aura  pour  le  coefficient  de  cette  puis- 
sance la  série 

Par"'-'  -I-  Q  (  a;  —  I  )"—'  +  R  (  X  —  2  )"•-''  -^-.  .  .    , 

i — -, — ^ — ^ — «•^' 

laquelle  ne  devra  être  continuée  que  jusqu'à  ce  que  quelqu'un  des 
termes  x  —  i,  x—  2,...  devienne  négatif;  et  comme  ce  coefficient  ne 
dépend  point  de  la  valeur  de  a,  il  est  clair  que  la  formule  que  nous  ve- 
nons de  trouver  aura  toujours  lieu,  soit  que  a  soit  plus  grand  ou  moindre 

que  l'unité. 

A 
Si,  au  lieu  de  la  fonction  y-, -1  on  avait  celle-ci 

(logaf 

A 


(log«  — a)" 
comme  loga  —  a  =  loff  —  »  il  faudrait  substituer  à  la  place  de  --. r- 

S  &e-  ^  (log«-a)"' 

la  somme  des  valeurs  de depuis  a;  =  o  jusqu'à  x  —  oc,  divisée 


par  1.2.3. ..[m—  i),  et  l'on  aurait  pour  le  coefficient  de  a''" -^  la  série 

dx. 


Pe''-''x'"-'+Qe''-^-^-'\x-i)'"~'+l\e<''-''\x  —  2)"-'  +  ... 


1.2.3. .. (m  ■ 
Enfin,  si  l'on  avait  la  fonction 


A 

[log«— «yiloga-P)"...' 

29 
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un  décomposerait  d'abord,  par  les  méthodes  connues,  la  fraction 


en  celles-c) 


(log,«— a)'"(logrt  — (3)"... 
F  F'  FC"-') 


(loga  — a)'"       (log«  — a)"'-'       '''       loga— a 
G  G'  G("-') 


(log«-(3)"       (loga -(3)'-       ■••      log«-p 

ensuite,  multipliant  chacune  de  ces  fractions  par  A,  on  aurait  autant  de 
fonctions  de  a,  dans  lesquelles  on  pourrait  trouver  le  coefficient  de  la 
puissance  a'^  par  la  formule  ci-dessus. 

37.  Remarque.  —  Par  le  moyen  du  Lemme  précédent,  on  peut  trouver 
l'intégrale 

/  ya'dx, 

lorsque  y  =  Xe^"',  X  étant  une  fonction,  rationnelle  et  sans  diviseur, 
de  X,  telle  que  sa  différentielle  d'un  ordre  quelconque  soit  constante; 
car  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  la  formule  du  Lemme,  X  à  la 
place  de  j  et  ae~"  à  la  place  de  a;  moyennant  quoi  on  aura 

d\  d'X  1 


rXa"  .    _   a"  \        X  d\  d 

I    g^K  g«'[loga — a       </^(loga  —  af      dx'-{\o 


Et  l'on  trouvera  de  même  l'intégrale  de  ya'dx,  lorsque  y  sera  com- 
posée de  différentes  fonctions  de  même  espèce  que  -^• 

D'où  il  s'ensuit  que  l'on  pourra  aussi  trouver  l'intégrale  de  yœ'dx 
lorsque  /  sera  de  cette  forme  :  Xcosaa;  ou  Xsina^c,  ou  composée  de 
plusieurs  fonctions  d'une  forme  semblable;  car  il  n'y  aura  qu'à  mettre 
à  la  place  des  sinus  et  cosinus  les  expressions  exponentielles  imaginaires 
qui  leur  sont  équivalentes,  et,  le  calcul  achevé,  on  remettra  à  la  place  de 
ces  expressions  les  sinus  ou  cosinus  qui  y  répondent. 
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Ce  sont  là  les  seuls  cas  où  la  formule  y  a^dx  soil  intégrable,  au  moins 
par  les  méthodes  connues  jusqu'ici;  dans  tous  les  autres  cas  l'intégration 
ne  peut  s'exécuter  que  par  approximation. 

Problème  X. 

38.  On  suppose  que  chaque  observation  soit  sujette  à  toutes  les  erreurs 
possibles  comprises  entre  ces  deux  limites,  p  et  — q,  et  que  la  facilité  de 
chaque  erreur  x,  c'est-à-dire  le  nombre  des  cas  où  elle  peut  avoir  lieu  divisé 
par  le  nombre  total  des  cas.  soit  représentée  par  une  fonction  quelconque 
de  X  désignée  par  y;  on  demande  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de 
n  observations  soit  comprise  entre  les  limites  r  et  —  s. 

On  commencera  d'abord  par  chercher  la  probabilité  que  l'erreur 
moyenne  soit  z,  et  cette  probabilité  étant  représentée  par  une  fonction 
de  z,  il  n'y  aura  qu'à  en  prendre  l'intégrale  depuis  z  =  r  jusqu'à  z  =  s; 
ce  sera  la  probabilité  cherchée. 

Maintenant,  pour  avoir  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  n  obser- 
vations soit  s ,  il  faudra  considérer  le  polynôme  qui  est  représenté  par 
l'intégrale  de  ya^dx,  en  supposant  cette  intégrale  prise  de  manière 
qu'elle  s'étende  depuis  x  =/?  jusqu'à  a?  =  —  ^;  on  élèvera  ce  polynôme 
à  la  puissance  n,  et  l'on  cherchera  le  coefficient  de  puissance  s  de  a,  par 
les  règles  données  dans  les  Corollaires  du  Lemme  précédent;  ce  coeffi- 
cient, qui  sera  une  fonction  de  z,  exprimera  la  probabilité  que  l'erreur 
moyenne  soit  s,  comme  il  est  facile  de  le  voir  d'après  ce  qui  a  été  dé- 
montré plus  haut. 

39.  Exemple  I.  —  Supposons  d'abord  que  y  soit  une  quantité  con- 
stante K,  en  sorte  que  toutes  les  erreurs  soient  également  probables,  et 

K  n^ 

l'intégrale  de  ya-^dx  sera  ^ ?  de  sorte  qu'en  prenant  cette  intés^rale 

depuis   X  ^^  p  jusqu'à   x^  —q,   on    aura    pour  sa  valeur   complète 

\s.[aP  —  a-1)         ,        .1.         1  ...    1  •        ■  1, 
j ;  qu  on  eleve  donc  cette  quantité  a  la  puissance  n,  c!  I  on 

29- 
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aiii'ii  une  (luanUlo  do  la  forme  n ■>  où  (t'aisanl  p  -\-  q  =  t) 

L    F-  r  "  (  «  —  '  )     ,,       1 

A  =  Iv"    «/"'  —  «,«/'"-'  H ^—^ '-  aP"-^'  —.. .    . 

Donc,  par  le  (Corollaire  II  du  Leniine  (36),  le  coellieieiil  de  puisyaiiee 
n'"''-''  sera 

en  ayant  soin  de  ne  eonlinuer  la  série  que  jusqu'à  ee  qu'on  parvienne  à 
dos  tonnes  ce  —  m(  (|ui  soienl  néi>'alirs.  Faisant  done/;n  —  x^z,  c'ost-à- 
diro  X  =pn  —  z,  on  aura  la  prohabilité  que  l'erreur  moyenne  de  n  obser- 
vations soit  5.  On  intégrera  maintenant  la  formule  précédente  en  y  fai- 
sant varier  a:,  el  l'on  prendra  l'intégrale  en  sorte  qu'elle  soit  nulle 
lorsque  x  =  pri  —  r,  et  complète  lorsque  x  =pn  -+-  s;  on  aura  de  cette 
nianii're  la  (|uan(ité 

1^"     r,        >      ,  ,     "  (  "■  —  >  ) ,  .  > 

5 (nn  -i-  s)"—  n(pn  -{-  s  —  t)"  -\ ^ (pn  +  s  —  -?.t)"  — . . . 

1.2.3. . .;(  L  '         *r  1        ^' 

—  {pn—  r)"  -\-  ii{])ii  —  r—  t)"—  -  "^"~      {pn  —  r—  ?. /)"  +  ■•  ■  h 

la(|uelle  exprimera  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  //  observations 
soii  contenue  entre  les  limites  /•  et  —  s;  au  reste  cette  formule  revient  à 
la  mènu'  (|ue  celle  du  n"  27. 

40.  ExEMPLK  11.  —  On  suppose  (|ue  la  (juanlité  x  soit  K  (/r  —  .r-j,  el 
([uo  les  deux  limites  des  erreurs  soient  p  et  —p,  il  faudra  intégrer  la 
dill'érentii^llo  Ka'^  [p-  —  x^)  dx,  et  prendre  l'intégrale  en  sorte  qu'elle 
s'étende  depuis  x=:  —/)  jusqu'à  x  =  p.  Or,  puisque  la  seconde  dilleren- 
tiolle  de/j-  —  .r-  est  constante,  ou  aura  par  le  Lennn(>  cette  intégrale 

. .      \  p-  —  x-  ■>.  ;V  3.      H 

""^  \    logrt    "^  {\ogay  ~  (logafj ' 
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laquelle  élanl  complétée,  comme  on  vient  de  le  dire,  donnera 

2Kp(aP-ha-'')  _  9.K{aP—cirP) 
(b^^ô^  (log«)'       ' 

on  élèvera  donc  cette  (|uan(ité  à  la  puissance  n,  et  l'on  aur-i 

( 2 Kp )" ( gp  4-  g-i" )"  __     {■y.K)"p"-'{aP-ha-P )"^( ai'  +  «-/- )    ■ 

n(n  —  i)  ( 2 K )" />"-' ( «f  +  g-^ )"-' jai'  —  g-i' y 
"*  2  (  loga  )»"+»  "^  ■  ■  ■  ' 

on  développera  les  puissances  de  a''  -h  a~''  et  de  a''  —  a"'',  cl  l'on  clicr- 
cliera  ensuite  par  les  lègles  du  n"  lîG  le  eoellicient  de  la  puissance  n'. 
Pour  lacililer  (H's  opérations  nous  supposerons 

(«''  +  a-P)"—gi"'  +  VnP"-'i'  +  Q «/'"-'/'  -f- . . . 

(  a''  +  «-''  )"-'  (  «/'  —  g-''  )  =  «'v  -I-  P'  a'-p-y  -h  Q'  «"/'-v  + . . . 

(  gP  -+■  g-p  )"-''  { gf  —  g-i'  y  =  a"P  +  V"g"P-y'  +  Q"a"i'-'''  + . . . 


et  l'on  trouvera,  pour  le  eoellicient  de  la  puissance  nji  —  ,r,  la  série 


il^yH [x'"-'  +  p  {x  -  2/>)-'"   '  -(-  0    (*■  -  4/> )■'"-'  +...|  r/.;f 


1.2. 3...  (2/1  —  l) 

(2K  )"/)"-' 

I  .  2  .  3  .  .  .  2  rt 


[  .r ="     4-  P'  (  *■  —  ■y.p  y     -h  Q'  (  .r  -  4  /;  )»"      -K . . .  |  </.» 


■iV.ll'f/H-i)  ^'^"'"*"'  "'■"  ^'"(^  -  "-/'>"""  +  Q"  ('^  -  4/^r^'  +-]  '/■■*■ 


Ou  fera  donc  c  =  np  —  ce,  c'est-à-dire  x  =  np  —  z,  et  l'on  intéi^rcd'a  de 
manière  ([ue  l'intégrale  soit  nulle  lorsque  z~r  et  complète  lors(pH' 
Z—-—S,    c'est-à-dire    nulle    quand    x  —  np  -   r   et    compli'lc    quand 
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.X  =  np  +  s;  on  aura  la  quantité 

-{np-  rf  +  P  [(„  _  2)^  _  ,.]--  Q  [(„,  _  4);,  _  r]'"-..  .  j 

-(«/>-  ry-"^'  _  P'  [ (  „,  _  2  )p  _  ,.]-+.  _  Q'  [(  „  _  4  ) p  _  ,.)2„+,  _  . . .  J 

^  '"^^^  ..i.l^ilC+a)  [( "P  ^ '^""  +  ^" [(" -  ')^  +  ']"""  +  Q"  [(" -  '^^ ^  ^  '^"" "^  •  •  ■ 

_  ^np  _  ,.)=««_  p"[(,i  _  2);;-  r]-+^-  Q"[(/z-  4)/>  -  r]-+^  +  ...J 

laquelle  exprimera  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  n  observations 
soit  comprise  entre  les  limites  r  et  —s;  au  reste  il  faudra  toujours  se 
souvenir  que  les  séries  précédentes  ne  doivent  être  continuées  que  jus- 
qu'à ce  que  quelques-unes  des  quantités  qui  sont  élevées  aux  puissances 
2/?,  271 -h  i,...  deviennent  négatives. 

41.  Remarque.  —  L'hypothèse  du  dernier  exemple  parait  la  plus 
simple  et  la  plus  naturelle  qu'on  puisse  imaginer;  il  est  vrai  que  celle  du 
Problème  VIII  parait  encore  plus  simple,  puisqu'on  y  suppose  que  la 
lacilité  des  erreurs  x  et  —  x  soit  représentée  par  p  —  x,  p  étant  la  plus 
grande  valeur  possible  de  x,  c'est-à-dire  la  limite  des  erreurs,  tant  posi- 
tives que  négatives;  mais  cette  hypothèse  a  l'inconvénient  que  la  loi  de 
continuité  n'y  est  pas  observée  en  passant  des  erreurs  positives  aux  néga- 
tives; c'est  pourquoi,  si  l'on  voulait  y  appliquer  la  méthode  du  Problème 
précédent,  il  faudrait,  en  faisant y='K{p  —  x),  prendre  d'abord  l'inté- 
grale I  ya^dx  depuis  a;  =  o  jusqu'à  x  ==/>,  laquelle  serait 

[(logaf       log«J' 
ensuite,  en  faisant  x  négatif  et  conservant  la  même  valeur  de  y,  il  fau- 
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drait  prendre  de  même  l'intégrale  /  ja~-^'(3?j:  depuis  ,r  =  o  jusqu'à  a;  =/>, 
laquelle  serait  (en  ne  faisant  que  mettre  -  à  la  place  de  a  dans  l'expres- 
sion précédente] 

L(loga)'        logaj      _ 
et  la  somme  de  ces  deux  intégrales  particulières  serait  l'intégrale  com- 
plète de  /  ya^dx  depuis  x  =/>  jusqu'à  x  =  — />  dans  l'hypothèse  dont 
il  s'agit;  on  aura  donc  la  quantité 

K    — -, ou  bien     K 


log« 

qu'il  faudra  élever  à  la  puissance  n,  et  sur  laquelle  on  pourra  ensuite 
opérer,  comme  dans  l'Exemple  I;  on  pourra  même,  sans  faire  un  nou- 
veau calcul,  appliquer  ici  les  formules  de  cet  Exemple  en  y  mettant  an 
à  la  place  de  n,  S-  à  la  place  de  p  et  de  q,  et  par  conséquent/?  à  la  place 
àe  t=^p  +  q;  de  cette  manière  on  aura  sur-le-champ  l'expression  de  la 
probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  n  observations  soit  renfermée  entre 
les  limites  rel  —  s,  laquelle  sera 

—-^-—^^^pn^sY"-in[[n-i]p-^sY-'  +  -^—^ ^  [(«- 2i/> +«]="-... 

-{/7W-/f"-h27i[(n  — i)p-r]» '-^ i  [(«-?.)/?- r]-"-i-...    , 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  du  n"  29. 

Problème  XI. 

42.  Supposant  que  chaque  observation  soit  sujette  à  toutes  les  erreurs 
possibles  comprises  entre  les  limites  p  et  — p  [p  étant  l'arc  de  90  degrés), 
et  que  la  facilité  de  chaque  erreur  x  soit  proportionnelle  à  cosic,  on  de- 
mande la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  n  observations  sera  renfermée 
entre  les  limites  r  et  —  s. 
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On  aura  donc  ici  j  =  K  cosa;,  et  il  s'agira  d'abord  d'intégrer  la  diffé- 

-    11                                                                      /                           e^v^~^  -t-  B~^^~^ 
rentielle  Ka-^cosa;rfic,  dont  rintéa;rale     en  mettant  à  la 

place  de  cosa?  j  se  trouvera  par  le  n°  37, 


ia-\-\j — I        loga  — y/- 

c'est-à-dire ,  en  repassant  des  exponentielles  imaginaires  aux  sinus  et 

cosinus, 

loga.cosip-t-sin^ 

K«   ^~^T V., 5 

(loga)=-(-i 

cette  intégrale  doit  maintenant  être  prise  en  sorte  qu'elle  s'étende  depuis 
a;=  —p,  auquel  cas  cosa;  =  o  et  sina;  =  i,  jusqu'à  x^p,  où  cosic  =  o 
et  sina;  =  i;  ainsi  l'on  aura  pour  l'intégrale  complète 

Yt.laP-^a-P) 


(log«f-l-i 
Qu'on  élève  donc  cette  quantité  à  la  puissance  n,  et  faisant,  pour  abréger, 

A  =  K"    «^"  +  naP"-^p  -\ ^ -'  af-'P  + . . .  U 

on  aura  la  quantité 

A 

[(10gfl)^+l]"' 

dans  laquelle  il  s'agira  maintenant  de  cbercher  le  coefficient  de  la  puis- 
sance rt". 

Pour  cela  il  faudra  (36)  décomposer  la  fraction 

c'est-à-dire 


[(loga)^  -f- 1]"  (iog«  +  ^37)"  (iog« _  ^: 

en  ces  fractions  simples 

F  F'  F" 


[\o^a  +  sl—i)"       (loga-t- v/— 0"  '       (log«+v'— 0" 
G  G'  G" 


(loga— s/— 0"       (loga  — v/— 0"  '       (log«-s/— 0" 
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et  l'on  aura  par  les  méthodes  connues  (31) 

F=  F'= - ^,      F".= n{n  +  j) 

{~..^—^f         (-w^r        2(-.v/^r   ■"■' 

(  ?.  V         >  )  '2  V  —  I  J  2  (_  2  ^/—  I  j 

multipliant  ensuite  par  A  chacune  de  ces  fractions,  on  trouvera,  par  la 
méthode  du  n°  36,  que  le  coefficient  de  la  puissance  a^"''^  sera  exprimé 
de  cette  manière  : 


(ft-i)L 


1.2.3. 

4-  Il  [Ye-<'-'P^\^'  -\-  Ge('-^P^^~']  {x  —  ip)"- 


■pg_(x-</,)/r;_,_Ge(z-4;.)v/=iJ  (^_  ^p)„-,  +__  1 


+ ^ ,  [(  F'  e-./-  +  G'  e^v/=^  )  ^"-= 

i.2.3...(re— 2)  [ 

i.2.D...(n— 3)  |_ 

Or  on  a  er^'^'^  =  cos^c  dz  ^/ —  i  sina;,  et  ainsi  des  autres;  donc,  substi- 
tuant ces  valeurs,  et  faisant,  pour  abréger, 

G  -i-F  =f,      G  —F  r^— ^, 

G'  +  F'=f,      G'-F'=^L, 

v/-. 

G"-^F"=/'",     G"-F"=-lL, 
JI.  3o 
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où  les  quantités/,  g,  f ,  g' ^■■-  seront  nécessairement  réelles,  la  formule 
précédente  deviendra 


,  ,  ,  ,  cosx  +  fisin.r) j;"~' 

.2.3 


"dx        r 

+  7i[/cos(^  —  ip)  -\-  g-sin(^  —  2/j)]  (x  —  2/>)"-' 

K"rfa;         r,  „,  ,      ,    .       ,    „  , 

= — -, :    (  r  cosa:  +  s;  smx)  x"-^ 

I.2.3...{«— 2)L  -^  "  ' 

-+-  n  [/'  cos(x  —  2;>)  +  g-'  sin  (x  —  2/?)]  (z-  —  ^.p)"-' 

-h  '^:-^^~^[f' cos{x—ip)  +g' sin{x--  4/>)](a-— 4;>)"-  +  ...J 


1.2.3. 


cosx  -H  £•  sin.r).r"- 


■  n  [f"cos(x  —  2/>)  -+-  g"sh\{x  —  2p)]  (x  —  2 />)"-' 

~     [f"coslx—iip}+g"sin(x—:ip)]{x  —  ^p)"-''-^... 


où  il  faudra  continuer  les  différentes  séries  jusqu'à  ce  que  les  quantités  x, 
a:  —  2p,  X  —  l\p,...  ou  leurs  exposants  deviennent  négatifs;  cette  quan- 
tité exprimera  donc  la  probabilité  que  l'erreur  moyenne  de  n  observa- 
tions soit  pn  —  x;  par  conséquent  il  n'y  aura  plus  qu'à  l'intégrer  de 
manière  que  l'intégrale  soit  nulle  lorsque  x=pn  —  r  et  complète  lors- 
que x=^pn-\-s  pour  avoir  l'expression  cherchée  de  la  probabilité  que 
l'erreur  moyenne  soit  renfermée  entre  les  limites  données  r  eX  —  s;  mais 
comme  cette  intégration  est  facile  par  les  méthodes  connues,  nous  n'en- 
trerons pas  dans  un  plus  grand  détail  là-dessus;  et  nous  terminerons 
même  ici  nos  recherches,  par  lesquelles  on  doit  voir  qu'il  ne  reste  plus 
de  difficulté  dans  la  solution  des  questions  qu'on  peut  proposer  sur  ce 
sujet. 
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[Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  de  Turin,  t.  l,  1784-1785.) 


Parmi  un  grana  nombre  de  questions  que  la  science  des  fluides  oH're  à 
résoudre,  celle  de  la  mesure  de  la  force  de  percussion,  qu'une  veine 
d'eau  sortant  d'un  vase  ou  d'un  réservoir  quelconque  exerce  contre  un 
plan,  est  une  des  plus  importantes,  soit  par  sa  difficulté,  soit  par  ses 
différentes  applications.  On  a  eu  recours  pour  la  résoudre  à  la  théorie 
et  à  l'expérience.  La  première  a  donné  des  résultats  divers  selon  la  dif- 
férence des  hypothèses  sur  lesquelles  on  l'a  appuyée;  car  la  théorie 
rigoureuse  du  mouvement  des  fluides  n'est  encore  et  ne  sera  de  long- 
temps qu'un  objet  de  pure  spéculation,  et  ce  n'est  qu'en  limitant  sa 
grande  généralité  par  des  suppositions  plus  ou  moins  conformes  à  la 
nature  qu'on  peut  la  rendre  susceptible  de  fournir  des  résultats  précis  et 
applicables  à  la  pratique. 

M.  Daniel  Bernoulli  parait  être  le  premier  qui  ait  entrepris  de  résoudre 
de  cette  manière  la  question  dont  il  s'agit.  Sa  solution  se  trouve  dans  le 
tome  VIII  des  anciens  Commentaires  de  Pétershowg,  et  elle  donne,  pour 
le  choc  perpendiculaire  d'une  veine  d'eau,  une  force  égale  au  poids 
d'une  colonne  d'eau  qui  aurait  pour  base  la  largeur  de  la  veine,  et  pour 
hauteur  le  double  de  celle  dont  il  faudrait  qu'un  corps  tombât  pour 
acquérir  la  vitesse  de  l'eau ,  c'est-à-dire  deux  fois  la  hauteur  due  à  cette 
vitesse.  L'Auteur  y  confirme  ce  résultat  par  quelques  expériences;  mais, 
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par  d'autres  faites  par  M.  Krafft  et  rapportées  dans  le  même  volume,  on 
voit  que  la  force  du  choc  est  toujours  moindre  que  la  théorie  de  M.  Ber- 
noulli  ne  la  donne. 

Depuis,  M.  d'Alembert  a  attaqué  cette  théorie  dans  ses  principes,  et  a 
fait  voir  comment,  en  envisageant  la  question  sous  un  point  de  vue  plus 
exact,  on  devait  parvenir  à  une  formule  différente  de  celle  de  M.  Ber- 
nouUi  et  moins  éloignée  des  expériences  de  M.  Krafft  [Théorie  de  la 
Résistance  des  fluides,  Chap.  VIII). 

Enfin  M.  l'abbé  Bossut,  à  qui  nous  devons  un  des  meilleurs  Traités 
d'Hydrodynamique  théorique  et  pratique,  a  cherché  de  nouveau  à  déci- 
der la  question  dont  il  s'agit  par  des  expériences  faites  avec  beaucoup  de 
soin  et  de  scrupule.  Elles  lui  ont  donné  à  peu  près,  pour  la  hauteur  de  la 
colonne,  qui  mesure  la  force  du  choc  direct  d'une  veine  d'eau,  le  double 
de  la  hauteur  due  à  la  vitesse,  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  de  la 
solution  de  M.  Bernoulli,  quoiqu'on  ne  puisse  disconvenir  de  l'insuffi- 
sance de  cette  solution,  par  la  manière  vague  dont  l'Auteur  considère  et 
calcule  l'effet  de  la  percussion  d'une  veine  de  fluide  contre  un  plan. 

Voici  maintenant  une  nouvelle  manière  de  déterminer  cet  effet,  aussi 
directe  et  conforme  à  la  nature  des  fluides  que  peut  le  permettre  le  peu 
de  connaissance  que  l'on  a  encore  des  lois  de  Içur  mouvement.  Cette 
méthode  a  de  plus  l'avantage  de  s'appliquer  également  à  la  percussion 
directe  et  à  la  percussion  oblique,  et  pourra  servir  non-seulement  à  fixer 
sur  ce  point  d'Hydrodynamique  l'accord  de  la  théorie  avec  l'expérience, 
mais  encore  à  expliquer  les  anomalies  de  celle-ci  et  à  rendre  ses  résultats 
plus  décisifs. 

1.  SoitAB(/?g-.  ij  l'orifice  du  vase  ou  réservoir  quelconque  d'où  le 
tluide  (l'eau  par  exemple)  s'écoule  avec  une  vitesse  uniforme  donnée, 
pour  venir  frapper  perpendiculairement  le  plan  PQ,  en  sorte  que  l'axe 
de  la  veine  MN  soit  perpendiculaire  à  la  droite  PQ  et  la  coupe  en  deux 
également  au  point  N.  Comme  tout  est  égal  de  part  et  d'autre  de  cet  axe, 
il  est  visible  que  les  particules  du  fluide  auront  la  même  disposition  et  le 
même  mouvement  des  deux  côtés;  de  sorte  que  les  deux  courbes  AC,  BD, 
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'2;jy 


formées  par  les  filets  extérieurs  de  la  veine,  seront  égaies  et  sembla ble- 
ment  placées  autour  de  l'axe  MN.  Lorsque  le  fluide  est  parvenu  à  un  état 
permanent,  ces  courbes  demeurent  invariables  et  peuvent,  par  consé- 


quent, être  regardées  comme  des  canaux  dans  lesquels  le  fluide  se  meut. 
Il  se  forme  de  vsemblables  canaux  dans  l'intérieur  de  la  veine,  et  l'eflét 
de  la  percussion  du  fluide  contre  le  plan  consiste  dans  la  pression  qu'il 
exerce  contre  ce  plan  en  vertu  de  la  courbure  des  canaux  et  du  change- 
ment de  direction  des  particules  du  fluide,  lesquelles,  sortant  du  vase 
dans  une  direction  perpendiculaire  au  plan,  sont  forcées  par  sa  ren- 
contre d'en  prendre  une  parallèle  ou  presque  parallèle  à  ce  même  plan. 
Pour  pouvoir  calculer  rigoureusement  cette  pression,  il  faudrait  donc 
connaître  la  flgure  de  tous  ces  canaux  et  la  loi  du  mouvement  des  parti- 
cules qui  les  parcourent.  Mais,  dans  la  nécessité  où  l'on  est  de  simplifier 
cette  recherche  par  quelque  supposition  ou  abstraction,  on  peut  se  con- 
tenter de  considérer  les  deux  canaux  extérieurs  AMPC,  BMQD,  et  de 
supposer  tout  le  fluide  intérieur  MPQ  comme  étant  en  repos  et  stagnant. 
Si  cette  supposition  n'est  pas  exactement  conforme  à  la  nature,  elle  en 
approche  du  moins  beaucoup;  car  puisque  la  veine  est  forcée  par  la  ren- 
contre du  plan  de  se  partager  en  deux  branches  égales  et  qui  suivent 
des  directions  opposées,  il  est  clair  qu'il  doit  nécessairement  y  avoir 
dans  l'endroit  où  les  deux  branches  se  séparent  une  portion  de  fluide  qui 
n'aura  aucun  mouvement;  or,  plus  cette  portion  sera  grande,  plus  notre 
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hypothèse  approchera  de  la  vérité,  et  dans  tous  les  cas  elle  pourra  tou- 
jours être  regardée  comme  la  limite  et  l'asymptote  de  ce  qui  a  réellement 
lieu  dans  la  nature. 

2.  D'après  cette  hypothèse,  voici  comment  je  détermine  le  mouve- 
ment du  fluide  et  sa  pression  contre  le  plan.  Puisque  rien  n'accélère  ni 
ne  retarde  le  mouvement  des  particules  dans  les  canaux  AC,  BD,  leur 
vitesse  sera  donc  constante  et  égale  à  celle  que  le  fluide  a  en  sortant  du 
vase. 

Je  nommerai  a  la  hauteur  due  à  cette  vitesse,  c'est-à-dire  celle  d'où 
un  corps  pesant  devrait  tomber  pour  acquérir  une  pareille  vitesse. 

(>)mme,  à  cause  de  l'incompressibilité  du  fluide,  il  doit  passer  dans 
chaque  section  fg  du  canal  PA  une  égale  quantité  de  fluide  à  chaque 
instant,  la  largeur /§■  du  canal  doit  être  partout  en  raison  inverse  de  la 
vitesse  du  fluide;  cette  largeur  sera  donc  constante  dans  tout  le  canal  et 
égale  à  AM,  moitié  de  celle  de  l'orifice  que  nous  nommerons  h.  Or,  la 
tranche  infiniment  petite  et  rectangulaire  y^«/i,  par  la  force  centrifuge 
due  à  sa  vitesse,  exerce  contre  la  partie  gi  de  la  paroi  concave  une  pres- 
sion égale  au  poids  de  cette  particule  multipliée  par  —,  en  nommant  r 

le  rayon  osculaleur  de  la  courbe  en  g;  c'est  ce  qui  est  connu  par  la  théo- 
rie des  forces  centrifuges.  Donc,  puisque  le  poids  est  ici  proportionnel 

au  volume/Ag7  =/gx  gi,  on  aura/^  x  g-f  X  ^  pour  la  pression  sur  gi, 

...  .  l>  r  O-b 

et  par  conséquent,  en  divisant  par  gi  et  mettant  -  pour/^,  on  aura  -7 

pour  la  pression  sur  chaque  point  g. 

Cette  pression  s'exerçant  sur  la  portion  du  fluide  PMQ  que  nous  sup- 
posons stagnante,  elle  doit  être  égale  partout,  suivant  les  lois  connues 

de  l'équilibre  des  fluides;  ainsi,  la  quantité  —  est  constante  dans  teute 

la  courbe  PM;  par  conséquent,  le  rayon  osculateur  r  est  aussi  constant, 
et  la  courbe  est  nécessairement  un  cercle  dont  r  est  le  rayon.  Il  «n  est  de 
même  de  la  courbe  MQ  de  l'autre  canal  semblable. 
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Maintenant  il  est  clair,  par  les  principes  de  l'Hydrostatique,  que  le 
fluide  PMQ  étant  pressé  dans  tous  les  points  de  la  surface  curviligne 

PMQ  par  une  force  égale  à  -^i  il  en  doit  résulter  une  pression  égale  sur 
chaque  point  du  plan  PQ  sur  lequel  le  fluide  est  appuyé  ;  de  sorte  que  la 
pression  totale  que  souffrira  ce  plan  sera  exprimée  par  —f-,  en  nom- 
mant p  la  largeur  PQ  du  plan.  C'est  dans  cette  pression  que  consiste 
l'action  du  fluide  contre  le  plan,  ou  la  force  de  sa  percussion,  force  qui 

est  donc  mesurée  par  —^■ 

3.  Dans  cette  formule,  les  trois  quantités  a,  b,  p  sont  données,  puis- 
que a  est  la  hauteur  due  à  la  vitesse  du  fluide,  b  la  largeur  de  l'oriflce  ou 
de  la  veine,  etjD  la  largeur  du  plan.  11  n'y  a  d'inconnue  que  r,  c'est-à-dire 
le  rayon  du  cercle  qui  forme  la  courbure  des  canaux.  Or  si  l'on  suppose, 
ce  qui  est  le  cas  le  plus  naturel,  que  les  particules  de  fluide  ne  puissent 
quitter  le  plan  contre  lequel  elles  frappent  que  dans  une  direction  paral- 
lèle à  ce  plan,  alors  la  ligne  PQ  sera  tangente  en  P  et  Q  des  arcs  de 
cercle  PM  et  QM;  et  comme  la  perpendiculaire  MN  est  déjà,  par  l'hypo- 
thèse, tangente  des  mêmes  arcs  en  M,  puisque  la  direction  du  fluide  en  M 
est  supposée  suivant  cette  perpendiculaire,  on  voit  que  PM  etMQ  seront 

deux  quarts  de  cercle,  et  qu'ainsi  on  aura  /•=  PN  =  —  =  2.  Donc  la 

force  de  la  percussion  de  la  veine  contre  le  plan  aura  pour  mesure  un 
poids  égal  à  2ab,  c'est-à-dire  à  une  colonne  de  fluide  dont  la  base 
serait  b  largeur  de  la  veine,  et  la  hauteur  serait  2a,  double  de  celle  due 
à  la  vitesse  du  fluide.  C'est  ce  qui  s'accorde  avec  les  expériences  de 
M.  Bernoulli  et  de  M.  l'abbé  Bossut. 

4.  Mais  il  peut  arriver,  surtout  lorsque  le  plan  n'est  pas  beaucoup 
plus  grand  que  la  largeur  de  la  veine,  qu'une  partie  des  particules 
s'échappe  du  plan  dans  une  direction  oblique  à  celui-ci.  Dans  ce  cas 
donc,  il  faudra  supposer  que  la  tangente  du  cercle  en  P  et  Q  fasse  un 
angle  donné  avec  la  droite  PQ.  Soit  f  cet  angle,  il  est  facile  de  voir  que 

II.  3i 
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PN  sera  le  sinus  verse  de  son  complément  dans  le  cercle  PM;  ainsi  l'on 
aura 

i- =  rsin  verse(9o''— 9),     ou    y»  =  2r(i  —  sinœ), 

et  l'expression  générale  ~-  de  la  force  de  la  percussion  deviendra 

3«è(i  —  sintp), 

laquelle  est  moindre  que  la  précédente  dans  le  rapport  de  i  —  sin^  à  i . 
Cette  formule  peut  expliquer  pourquoi,  dans  les  expériences  de 
M.  Krafft,  la  hauteur  de  la  colonne  dont  le  poids  exprime  la  force  de 
percussion  s'est  toujours  trouvée  moindre  que  le  double  de  la  hauteur 
due  à  la  vitesse.  En  général,  elle  fait  voir  que  celte  dernière  mesure  est 
le  maximum  de  la  force  de  percussion,  parce  que  l'angle  !p  ne  saurait 
devenir  négatif,  et  que  pour  atteindre  ce  maximum,  ou  du  moins  en 
approcher  le  plus  qu'il  est  possible,  il  faut  diminuer  autant  que  l'on 
peut  l'angle  t^,  et  faire  en  sorte  que  la  dernière  direction  des  particules 
ou  des  filets  du  fluide  soit  parallèle  ou  presque  parallèle  au  plan,  ce 
qu'on  obtiendra  en  augmentant  la  largeur  du  plan  jusqu'à  ce  que  toutes 
les  particules  soient  contraintes  de  couler  le  long  de  ce  plan  avant  de 
s'en  échapper. 

5.  Considérons  maintenant  la  percussion  oblique,  et  supposons  de 
nouveau  que  la  veine  dont  la  largeur  est  AB  et  la  direction  MN  se  par- 
tage, par  la  rencontre  du  plan  PQ  incliné  à  MN,  en  deux  branches  AMPC 
et  BMQD,  en  sorte  que  l'espace  intermédiaire  PMQ  soit  rempli  d'un 
fluide  stagnant  et  en  équilibre  [fig.  2). 

Il  est  d'abord  clair  que  lorsque  le  mouvement  du  fluide  est  parvenu  à 
un  état  permanent,  comme  nous  le  supposons  ici ,  il  doit  être  uniforme 
dans  l'un  et  dans  l'autre  canal ,  parce  qu'il  n'y  a  extérieurement  aucune 
force  qui  puisse  l'accélérer  ou  la  retarder.  Ainsi ,  comme  par  l'incom- 
pressibilité et  la  continuité  de  fluide  il  en  doit  passer  toujours  la  même 
quantité  dans  chaque  section  du  même  canal,  il  faudra  aussi  que  toutes 
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ces  sections  soient  égales,  comme  clans  le  cas  précédent,  mais  la  largeur 
des  deux  canaux  pourra  être  ici  différente. 

Soit  a  la  hauteur  due  à  la  vitesse  de  la  veine,  laquelle  se  maintient  la 
même  dans  les  deux  canaux.  Soient  de  plus  AM  =  m  l'amplitude  du  canal 


AP,  etBM  =  /t  l'amplitude  du  canal  BQ,  en  sorte  que  m-\-n  =  b  largeur 
donnée  de  la  veine  ou  de  l'orifice  du  vase  d'oîi  elle  sort. 

Enfin,  soient  r  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  MP  du  premier  canal, 
et  p  celui  de  la  courbe  MQ  du  second.  On  prouvera  aisément,  par  un  rai- 
sonnement semblable  à  celui  du  n°  2,  que  la  force  centrifuge  du  fluide 

produira  sur  chaque  point  de  la  courbe  PM  une  pression  égale  à ?  et 

sur  chaque  point  de  l'autre  courbe  QM  une  pression  égale  à Ces 

pressions  agissant  sur  le  fluide  stagnant  PMQ  doivent  être  partout  égales. 
D'où  il  suit  :  i"  que  les  rayons  /•  et  p  sont  constants,  et  que  par  consé- 
quent les  courbes  MP,  NQ  des  deux  canaux  sont  circulaires;  2°  que  l'on 

aura  —  =  -,  en  sorte  que  la  courbure  des  canaux  sera  en  raison  inverse 

r        p  ' 

de  leur  larereur.  Donc,  puisque  m  +  /i  =  èet  —  =  -5  on  aura  m= , 

^  ri  r         p  r-hp 

n  =  — — -,  et  la  pression  sur  le  fluide  stagnant  sera  exprimée  par  ^^■ 

3i. 
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Or,  ce  fluide  étant  soutenu  en  même  temps  par  le  plan  PQ,  il  doit  exer- 
cer sur  chaque  point  de  ce  plan  une  pression  perpendiculaire  et  égale 

aussi  à  — —  Donc  la  pression  totale  sur  le  plan  sera  — -■,  en  nommant 

p  la  largeur  PQ  de  ce  plan;  et  cette  quantité  exprimera  le  volume  d'une 
quantité  du  même  fluide,  dont  le  poids  sera  égal  à  la  force  de  percussion 
contre  le  plan;  mais  il  reste  encore  à  déterminer  les  rayons  r  et  p. 

6.  Supposons  d'abord  que  par  la  rencontre  du  plan  les  particules  de 
la  veine  de  fluide  soient  détournées  de  leur  direction  primitive  MN, 
autant  qu'elles  peuvent  l'être,  en  sorte  qu'elles  ne  puissent  quitter  ce 
plan  que  dans  une  direction  parallèle  à  la  sienne.  La  droite  PQ  {^g.  3) 

Fig.  3. 


sera  donc  tangente  en  P  et  Q  aux  cercles  PM  et  QM;  par  conséquent,  les 
centres  de  ces  cercles  se  trouveront  sur  les  droites  PF,  QG  menées  per- 
pendiculairement à  PQ.  D'un  autre  côté,  la  droite  MN,  qui  représente 
la  direction  primitive  de  la  veine,  est  aussi  tangente  en  M  aux  mêmes 
cercles;  donc  les  centres  de  ces  cercles  se  trouveront  aussi  sur  la  droite 
FG  perpendiculaire  à  MN.  Donc  ces  centres  seront  en  F  et  G,  où  cette 
droite  rencontre  les  deux  droites  PF,  QG.  On  aura  ainsi  PF  =  FM  =  r, 
QG  =  GM  =  p,  et  par  conséquent  YG  =  r-h p.  Or,  puisque  FP  et  GQ 
sont  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  PQ,  il  est  visible  que  FG 
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sera  à  PQ  dans  la  raison  du  sinus  total  au  cosinus  de  l'inclinaison  de  FG 
à  PQ,  ou  au  sinus  de  l'inclinaison  de  MN  à  PQ.  Cette  inclinaison  est 
celle  de  l'obliquité  du  choc  du  fluide  contre  le  plan.  Nommant  donc 
flj  l'angle  de  cette  obliquité,  ou  l'angle  d'incidence  de  la  veine  sur  le 
plan,  on  aura 

FG  :=  -. —  1     donc     r  +  p  =  -^^~  : 
sinto  sinw 

et  l'expression  de  la  force  du  choc  trouvée  ci-dessus  deviendra 

aaftsincj, 

laquelle  est,  comme  on  voit,  à  celle  du  choc  direct  -lab  (3),  dans  la  raison 
du  sinus  de  l'angle  d'incidence  au  sinus  total. 

7.  Cette  loi  est  celle  qui  est  reçue  communément,  d'après  la  théorie 
ordinaire  du  choc  des  corps  solides  et  isolés,  quoique  cette  théorie  ne 
soit  point  applicable  aux  fluides.  La  théorie  précédente  l'établit  d'une 
manière  directe,  et  l'expérience  ne  s'en  éloigne  pas  sensiblement.  Il  est 
vrai  que  M.  l'abbé  Bossut  a  toujours  trouvé  dans  les  chocs  obliques  des 
résultats  moindres  que  la  loi  des  sinus  d'incidence  ne  les  donne;  mais 
on  peut  rendre  raison  de  ce  déchet,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les 
expériences  de  M.  Krafft  sur  le  choc  direct,  en  supposant  que  la  der- 
nière direction  des  canaux  n'était  pas  tout  à  fait  parallèle  au  plan;  ce 
qui  est  d'autant  plus  probable  que,  dans  les  expériences  de  M.  l'abbé 
Bossut,  le  plan  était  le  même  pour  le  choc  direct  et  pour  le  choc  oblique, 
tandis  que  dans  le  cas  de  ce  dernier  il  parait  que  les  branches  dans  les- 
quelles la  veine  se  partage  doivent  diverger  davantage  pour  pouvoir 
prendre  la  direction  du  plan.  Dans  cette  supposition,  il  est  clair  que  les 
droites  PF  et  QG  ne  seront  plus  parallèles,  mais  deviendront  divergentes, 
en  sorte  que  la  proportion  de  FG  à  PQ,  c'est-à-dire  de  r+p  k  p,  sera 
toujours  plus  grande  que  celle  de  i  à  sin  w;  par  conséquent,  l'expression 
de  la  force  du  choc  sera  toujours  aussi  plus  grande  que  2ab  sinu>.  Mais, 
pour  déterminer  la  proportion  dont  il  s'agit,  il  ne  suffirait  pas  de  con- 
naître les  angles  FPQ  et  GQP;  il  faudrait  de  plus  connaître  la  distance 
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MN  du  plan  au  point  de  la  veine  où  elle  commence  à  se  diviser  en  deux 
branches,  distance  qui  peut  varier  selon  les  circonstances  de  l'expé- 
rience, et  qui  peut  contribuer  aussi  à  en  faire  varier  les  résultats.  Au 
reste,  comme  cette  détermination  géométrique  n'a  point  de  difficulté,  et 
qu'elle  ne  peut  d'ailleurs  jeter  aucune  lumière  sur  la  question  présente, 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

8.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  qu'une  veine  de  fluide  plane  ou 
plutôt  rectangulaire;  imaginons  maintenant  une  veine  cylindrique  qui 
vienne  frapper  directement  un  plan  circulaire  dont  le  centre  passe  par 
l'axe  de  la  veine.  On  peut  dans  ce  cas  regarder  \Afig.  i ,  page  289,  comme 
une  coupe  faite  par  l'axe  du  cylindre,  et  comme  les  circonstances  sont  les 
mêmes  pour  chaque  coupe,  il  s'ensuit  qu'elles  doivent  être  toutes  égales 
et  semblables,  en  sorte  que  la  figure  que  prendra  la  veine  par  la  ren- 
contre du  plan  sera  celle  d'un  solide  de  révolution  engendré  par  la  rota- 
tion de  la  courbe  CA  autour  de  l'axe  MN.  La  veine  formera  ainsi  une 
espèce  d'entonnoir  conoidal  dont  l'intérieur,  formé  par  la  révolution  de 
la  courbe  PM,  pourra  être  regardé  comme  stagnant,  suivant  l'hypothèse 
adoptée  jusqu'ici,  et  il  suffira  de  considérer  le  mouvement  du  fluide 
dans  un  canal  AMPC  compris  entre  deux  plans  infiniment  proches  pas- 
sant par  l'axe  AN. 

D'abord  il  est  visible  que  la  vitesse  du  fluide  doit  être  uniforme  dans 
chacun  de  ces  canaux,  puisqu'il  n'y  a  aucune  cause  d'accélération  ni  de 
retardation.  Ensuite,  si  l'on  nomme  da.  le  petit  angle  formé  par  les  deux 
plans  du  canal,  x  et  y  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  g 
de  la  courbe  du  canal  PM  rapportée  à  l'axe  MN,  et  z  la  largeur  ou  l'am- 
plitude du  canal  dans  cet  endroit,  il  est  clair  qu'on  aura  zydx  pour  l'aire 
de  la  section  du  canal,  et  par  conséquent  zyx  "i&o"  sera  l'aire  entière 
de  la  section  du  conoïde.  Cette  aire  doit  être  constante,  puisque  à  cause 
de  la  continuité  et  de  l'incompressibilité  du  fluide,  ainsi  que  de  l'unifor- 
mité de  sa  vitesse,  il  doit  passer  à  chaque  instant  une  quantité  de  fluide 
égale  à  celle  qui  sort  en  même  temps  par  l'orifice  du  vase.  De  sorte 
qu'en  nommant  B  l'aire  de  cet  orifice  ou  de  la  section  de  la  veine  cylin- 
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drique,  on  aura 

T) 

zy  X  36o°  =  B,     et  de  là    z  =  ^ 


Y  X  36o° 


Il  est  clair  de  plus  que  zydads  sera  le  volume  de  l'élément  du  fluide 

qui  répond  à  la  portion  infiniment  petite  ds  de  la  courbe  M^P,  et  cet 

élément  exercera  sur  la  paroi  du  canal  sur  laquelle  il  appuie,  et  dont 

I,   •  ^77  •  '        .■  iazy'da.ds 

1  aire  e&i  ydads,  une  pression  représentée  par  — -—^ ?  en  nommant 

comme  ci-dessus  a  la  hauteur  due  à  la  vitesse  constante  du  fluide,  et  r  le 
rayon  osculateur  de  la  courbe  du  canal.  Donc  la  pression  sur  chaque 

point  de  la  surface  du  fluide  intérieur  qui  est  supposé  stagnant  sera  ^^, 

laquelle  doit  être  partout  la  même  par  les  lois  connues  de  l'Hvdrosta- 
tique. 

Soit  donc  II  cette  pression  constante,  on  aura 


r 

mais 

B           ,                    dx 

ibo°y                             dx 
'^~dl 

donc  on  aura 

,  dx 
„            2aB       ds 

36o°   ydy  ' 

multipliant  par  jo^  et  intégrant,  il  viendra 

XIt-' aaB  /  dx\ 

2  36o°  \  *        ds  ) 

Au  point  M,  où  la  veine  commence  à  diverger,  sa  direction  est  suivant 
l'axe  MN;  on  a  donc  j  =  o  et  -t-=  i;  donc  la  constante  arbitraire  sera 
aussi  égale  à  i;  par  conséquent,  l'équation  complète  seia 

Miy"^ 2aB  /        dx 

2  36o°  \         ds 
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Au  point  P  où  le  canal  louche  le  plan,  on  a  j  =  NP  et -^  égal  au 

sinus  de  l'angle  que  la  direction  du  canal  dans  ce  point  fait  avec  le 
même  plan.  Si  donc  on  nomme  9  cet  angle,  qui  est  évidemment  celui 
que  les  particules  du  fluide  font  avec  le  plan  en  le  quittant,  on  aura 

„Pn'        2aB,  .       ^ 

n =  ^^T-^   I  —  sm  cp  . 

2  3do° 

Or  la  pression  îl  agissant  sur  tous  les  points  du  plan  circulaire,  dont 

pn'  360° 
PN  est  le  rayon,  il  en  résultera  une  pression  totale  égale  à  H ? 

puisque est  1  aire  de  ce  plan;  donc  cette  pression  totale  sera 

exprimée  par 

2aB(i  —  sino). 

C'est  la  valeur  de  la  force  de  percussion  que  le  fluide  exerce  contre  le 
plan,  laquelle  sera  donc  la  plus  grande  lorsque  y  =  0,  c'est-à-dire  lors- 
que la  dernière  direction  du  fluide  est  parallèle  au  plan;  et  elle  sera  dans 
ce  cas  2aB,  égale  par  conséquent  au  poids  d'une  colonne  du  même  fluide 
dont  la  base  serait  B  largeur  de  la  veine,  et  dont  la  hauteur  serait  2a 
double  de  la  hauteur  due  à  la  vitesse  du  fluide;  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
que  nous  avons  trouvé  dans  le  n°  3,  en  considérant  une  veine  plane. 

Dans  les  autres  cas  où  œ  n'est  pas  nul ,  et  où  par  conséquent  le  fluide 
quitte  le  plan  dans  une  direction  oblique,  la  valeur  de  la  force  de  per- 
cussion contre  le  plan  sera  moindre  dans  le  rapport  de  i  —  sin<p  à  i,  ce 
qui  s'accorde  encore  avec  la  formule  du  n°  4  relative  à  ces  derniers  cas. 

9.  Le  Problème  que  nous  venons  de  résoudre  sur  l'action  d'une  veine 
cylindrique  contre  un  plan  perpendiculaire  à  sa  direction  deviendrait 
beaucoup  plus  difficile  si  l'on  supposait  le  plan  exposé  obliquement  à 
cette  direction.  Car  alors  l'entonnoir  conoïdal  formé  par  la  veine  ne 
serait  plus  de  révolution,  et  il  faudrait,  pour  en  déterminer  la  figure, 
avoir  égard  non-seulement  à  la  pression  de  chaque  filet  de  fluide  sur  le 
fluide  intérieur  stagnant,  mais  encore  à  la  pression  mutuelle  et  latérale 
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des  filets  contigus,  ce  qui  engagerait  dans  des  formules  assez  compli- 
quées et  n'offrirait  qu'un  exercice  d'Analyse  inutile  à  l'objet  de  ce 
Mémoire. 

Il  nous  suffira  donc  pour  le  présent  d'avoir  confirmé  à  priori,  par  une 
théorie  aussi  simple  que  satisfaisante,  ce  que  quelques  Auteurs  avaient 
trouvé  à  posteriori  sur  la  mesure  de  la  force  de  percussion  d'une  veine 
de  fluide  contre  un  plan ,  et  d'avoir  par  cette  confirmation  fixé  d'une 
manière  incontestable  un  point  si  essentiel  de  l'Hydraulique. 

On  peut  donc  prendre  désormais  pour  règle  générale  et  constante  que 
dans  le  choc  direct,  et  lorsque  son  effet  est  le  plus  grand,  ce  qui  a  lieu 
quand  le  plan  est  assez  large  pour  que  toutes  les  particules  du  fluide 
soient  contrainte^  d'en  suivre  la  direction  en  le  quittant,  l'action  contre 
le  plan  est  égale  au  poids  d'une  colonne  du  fluide  de  la  même  grosseur 
que  la  veine  et  d'une  longueur  double  de  celle  d'où  un  corps  pesant 
devrait  tomber  pour  acquérir  la  vitesse  du  fluide.  Il  n'en  est  pas  de 
même  lorsque  le  plan  est  exposé  à  l'impulsion  d'un  courant  dans  lequel 
il  est  entièrement  plongé.  Dans  ce  cas  on  n'a  pu  encore  déterminer 
à  priori  la  valeur  de  cette  impulsion ,  et  tous  les  efforts  qu'on  a  faits  jus- 
qu'ici pour  y  parvenir  n'ont  servi  qu'à  produire  des  recherches  analy- 
tiques plus  ou  moins  profondes,  mais  toujours  insuffisantes  pour  donner 
des  résultats  simples  et  applicables  à  la  pratique.  Cependant  les  expé- 
riences réitérées  qu'on  a  faites  surtout  dans  ces  derniers  temps  tendent 
toutes  à  prouver  qu'ici  l'impulsion  est  simplement  égale  au  poids  d'une 
colonne  du  fluide,  laquelle  aurait  pour  base  le  plan  choqué,  et  pour 
hauteur  celle  qui  serait  due  à  la  vitesse  du  fluide.  Ainsi,  tant  qu'on 
n'aura  pas  démontré  cette  règle  à  priori,  on  ne  pourra  pas  la  regarder 
comme  aussi  sûre  que  celle  qui  concerne  l'impulsion  d'une  veine  contre 
un  plan;  mais  on  pourra  toujours  l'employer  dans  la  pratique  comme 
une  règle  d'approximation  fournie  par  l'expérience. 
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(Mémoires  de  l' Académie  rnrale  des  Sciences  de  Tarin,  t.  Il,  1784-1785. 


On  sait  que  toute  formule  différentielle  qui  contient  un  radical  carré, 
où  la  variable  n'a  pas  plus  de  deux  dimensions,  est  intégrable  par  les 
logarithmes  ou  par  les  arcs  circulaires;  car  il  est  toujours  possible  de  la 
réduire  à  une  forme  rationnelle,  en  faisant  disparaître  le  radical  par  une 
substitution  convenable.  Mais  cette  réduction  ne  réussit  plus  en  général, 
lorsque  le  radical  contient  des  puissances  de  la  variable  plus  hautes  que 
la  seconde,  et  l'intégration  échappe  alors  aux  méthodes  connues.  Si  la 
plus  haute  de  ces  puissances  ne  monte  pas  au  delà  du  quatrième  degré, 
on  peut  dans  plusieurs  cas  construire  l'intégrale  par  les  arcs  des  sections 
coniques.  La  recherche  de  ces  cas  a  beaucoup  occupé  les  Géomètres; 
leur  travail  est  avantageux  aux  progrès  du  Calcul  intégral,  parce  qu'il 
sert  à  ramener  à  des  classes  déterminées  un  grand  nombre  de  difTéren- 
tielles  de  formes  différentes;  mais  il  n'est  d'aucune  utilité  pour  l'intégra- 
tion efTective  de  ces  différentielles,  car  la  rectification  des  sections  co- 
niques n'est  encore  connue  que  très-imparfaitement,  attendu  le  peu  de 
convergence  des  séries  qu'on  a  trouvé  jusqu'ici  pour  cet  objet.  Les  séries 
sont  à  la  vérité  le  seul  moyen  de  résoudre  ce  Problème,  et  en  général  de 
rappeler  à  l'intégration  toutes  les  formules  différentielles  d'une  forme 
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essentiellement  ii'rationnelle;  mais  ce  moyen  n'est  vraiment  utile  qu'au- 
tant qu'on  peut  rendre  les  séries  toujours  convergentes,  et  diminuer 
même  à  volonté  l'erreur  qui  doit  résulter  des  termes  qu'on  y  néglige. 

La  méthode  que  je  donne  dans  ce  Mémoire  joint  à  cet  avantage  celui 
d'être  générale  pour  toutes  les  formules  différentielles  qui  contiennent 
un  radical  carré,  dans  lequel  la  variable  ne  forme  pas  plus  de  quatre 
dimensions.  Je  commence  par  exposer  la  méthode  dans  toute  son  éten- 
due; j'en  fais  ensuite  l'application  à  la  rectification  de  l'ellipse  et  de 
l'hyperbole. 

Exposition  de  la  méthode. 

1.  Soit  proposée  la  formule  différentielle  Vdx,  dans  laquelle  P  soit 
une  fonction  quelconque  rationnelle  de  x  et  d'un  radical  de  la  forme 


\Ja  -h  bx  -h  ex-  -+-  ex^  -\-fx^. 


que  nous  dénoterons,  pour  abréger,  par  R.  Puisque  R^  est  une  fonction 
rationnelle  de  x,  il  est  clair  que  P  ne  peut  être  que  de  la  forme 


BR 


C  -)-  DR 

OÙ  A,  B,  C,  D  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Multipliant  le  haut  et 
le  bas  par  C  —  DR,  et  faisant 

AC-BDR'  (BC-AD)R= 

™-    C^_DR^  '  C^-DR'     ' 

on  aura  donc 

où  M  et  N  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  De  sorte  que  la  différen- 
tielle proposée  Vdx  se  trouvera  partagée  en  deux  parties,  l'une  toute 
rationnelle  Wdx,  et  qui  s'intégrera  par  les  logarithmes  ou  les  arcs  de 

cercle;  1  autre  irrationnelle  ^s— '  dans  laquelle  il  n'y  aura  d'autre  irra- 
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tioiinalité  que  celle  du  radical  R;  et  c'est  à  l'intégration  de  celle-ci  que 
se  réduit  la  difficulté  d'intégrer  la  proposée. 

Ndx 
2.  Notre  méthode  demande  que  la  formule  différentielle  — jr—  ne  con- 
tienne aucune  puissance  impaire  de  as;  ainsi  il  faut  commencer  par  les 
faire  disparaître,  s'il  y  en  a. 

Supposons  d'abord  que  les  termes  bx  et  ex^  ne  se  trouvent  point  dans 
le  radical  R;  il  ne  s'agira  que  de  faire  disparaître  les  puissances  impaires 
de  X  de  la  fonction  rationnelle  N.  Or  il  est  clair  qu'elle  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

F-hGx 
H  +  L^' 

oii  F,  G,  H,  L  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  x-,  c'est-à- 
dire  des  polynômes  en  x,  sans  puissances  impaires.  Multipliant  donc  le 
haut  et  le  bas  par  H  —  Lx,  et  faisant,  pour  abréger. 


=  V, 


où  T  et  V  seront  des  fonctions  rationnelles  de  x-.  De  sorte  que  la  diffé- 
rentielle -jT—  se  trouvera  de  nouveau  partagée  en  deux,  l'une  —5—  qui  a 

la  condition  demandée,  l'autre  — ^—  qui  est  intégrable  par  les  loga- 
rithmes ou  les  arcs  de  cercle,  puisqu'en  faisant  x^  =y  elle  devient 

\dj- 
z^a  +  Cf  -hfx' 

V  étant  une  fonction  rationnelle  de  y. 

3.  Supposons  à  présent  que  le  radical  R  contienne  tous  ses  termes.  Je 
remarque  que  le  quinôme 

a  -h  bx  -h  ex'  -4-  ex^  -f-/^* 


HF- 

-  LG.r=               HG-FL 
-L'x'    ^    '     ÏL'-Ux' 

on  aura 

N  =  T  +  V.r, 
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peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

f  {m -i- nx -\- x'')(m' -\- n! X  +  x''), 

les  deux  trinômes  m  -\-  nx  +  x-  et  m'  +  n' x  +  x-  étant  réels;  c'est  ce 
qui  est  connu  par  la  théorie  des  équations;  et  l'on  a  pour  la  détermina- 
tion des  coefficients,  en  supposant/^  i, 

e  -I-  v/7          ,        e—  dl 
n  ^  --,     n  =  i— , 

2  2 

b  —  en  -h  en-  —  n^  ,       b  —  en'  +  en''  —  «" 


e  —  2  re  e  —  2  n 

/'  — (3e-  — 8c)/=+  (3e*  —  16 ce-  -h  i6c' -hi6be  —  6^a)t —  {8b  —  ^ce  +  e')'=  o. 

L'équation  en  t,  étant  du  troisième  degré  avec  le  dernier  terme  négatif, 
a  nécessairement  une  racine  réelle  positive  qu'on  prendra  pour  t  dans  le 
radical  \'t;  il  n'y  a  de  difficulté  que  dans  le  cas  de 

86  —  ^ce  ■+-  e'  =  o, 

où  cette  racine  devient  nulle;  alors  on  a 

ou     ;  =  o,     ou     <-  — (3e'— 8c)< -1- (4c  —  e')-  — 64a  =  o. 

Si  64a>  (4c  —  e-)-,  l'équation  ayant  son  dernier  terme  négatif  a 
nécessairement  une  racine  réelle  positive  qu'on  pourra  prendre  pour  t; 
mais  si  (4c  —  e-)^  —  64a  =  h-,  alors  on  prendra  la  racine  ?  =  o,  et  l'on 
aura 


e'        e        h  ,  e-        c        h 

'"  =  -8+2+8'      '"=-8+2-8      '    )• 

Si /n'était  pas  égal  à  i,  on  diviserait  par/ les  coefficients  a,  b,  c,  e. 
Cela  posé,  je  fais 

f  { m'  -h  n'  X  -h  X- ) _j 

m  •+-  nx  -h  X-  ■    ' 

(*)   P nyez  les  Mémoires  de  Berlin  pour  1772,  page  247. 

On  trouvera,  dans  le  tome  III  des  OEm<res  de  Lagrange,  le  Mémoire  auquel  se  rapporte  ce 
renvoi.  [Note  de  t' Éditeur.] 
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ce  qui  rend 

et  la  différenlielle  à  intégrer  sera 


(m  -h  nx  -i-  x^)f 


N  étant  une  fonction  rationnelle  de  œ.  Or  l'équation  entre  x  et  y,  étant 
multipliée  en  croix  et  ensuite  différentiée,  donne 

2{m  -h  nx  -h  x^)ydf  =^[f{ix  -i-  n'  )  —  _r'{^.x  -h  n)]dx, 

d'où  l'on  tire 

dx  idy 


{m  -h  nx  -\-  x^)y       ix[  f —  y- )  +  n! f —  «r ' 

Mais  la  même  équation,  ordonnée  par  rapporta  x,  donne  par  la  réso- 
lution 


2 •^  (  /-  r' )  +  ri'f-  ny-  —  \/{n'f—  ny- )^  —  4  (  m'f—  my' )  ( /—  r' ) 


=  l/a  H-  Pj^+  yy\ 
en  faisant 

(3  =:  —  if{  nu'  —  im  —  im'  ), 
y  =  rt' —  ^m. 

N(/x 
Ainsi  la  proposée  -^  se  trouvera  d'abord  transformée  en 

2  N  dr 


y/a  -+-  P/^  +  yj-* 
ensuite,  substituant  dans  N,  pour  x,  sa  valeur 

nr'—  n'  f+  s/a.  +  (3j-  +  y  r* 

et  employant  la  réduction  du  n"  1  pour  faire  disparaître  le  radical  dans 

le  dénominateur  de  N,  il  est  visible  que  la  différentielle  dont  il  s'agit  se 

décomposera  naturellement  en  deux  parties  :  l'une  toute  rationnelle,  et 

IL  33 
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dont  l'intégration  n'a  aucune  difficulté,  l'autre  irrationnelle  et  de  la 

forme 

dans  laquelle  Q  sera  une  fonction  rationnelle  de  J^  et  qui  sera  par  con- 
séquent dans  l'état  demandé. 

Il  est  bon  de  remarquer  que,  puisque  la  substitution  employée  donne 


on  est  assuré  que  la  nouvelle  variable  y  sera  nécessairement  réelle,  tant 
que  a;  et  R  seront  réels.  Cette  condition  de  la  réalité  des  variables  intro- 
duites par  des  substitutions  n'est  pas  nécessaire  lorsqu'il  s'agit  d'inté- 
grales exactes  et  absolues,  parce  qu'on  a  des  moyens  de  faire  disparaître 
ensuite  les  imaginaires;  mais  elle  devient  indispensable  dans  les  intégra- 
tions approchées ,  car  on  ne  peut  bien  juger  de  la  convergence  d'une 
série,  à  moins  que  tous  ses  termes  ne  soient  réels  et  évalués  en  nombres. 
Sans  cette  considération  j'aurais  pu  résoudre  le  Problème  précédent 
d'une  manière  plus  simple,  en  substituant  immédiatement  ^,.  à  la 
place  de  x,  et  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients  de  j  et  de  j^  dans  le 
quinôme  sous  le  signe  radical;  on  trouve  de  cette  manière  que jd  et  q 
sont  les  racines  d'une  équation  du  second  degré  dont  les  deux  coeffi- 
cients dépendent  eux-mêmes  d'une  équation  du  troisième;  mais,  quoique 
celle-ci  ait  toujours  une  racine  réelle,  on  n'est  pas  assuré  que  celle-là  ait 
les  siennes  réelles  aussi,  ce  qui  est  néanmoins  nécessaire  pour  que  la 
nouvelle  variable  y  ne  soit  point  imaginaire. 

4.  La  différentielle  à  intégrer  ne  sera  donc  que  de  la  forme 

Nf/x 


tja  ■+-  bx-  -+-  ex* 

N  étant  une  fonction  rationnelle  de  x^.  Or,  notre  méthode  demande  de 
plus  que  le  trinôme 
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soit  résoluble  en  deux  binômes  réels  de  la  forme 

a  +  (3x^,     y  -\-  èx'', 

ce  qui  exige  que  l'équation 

a  +  bf  -\-  c/^  =  o 

ait  ses  deux  racines  réelles,  et  que  par  conséquent 
h-^     ou    >  4'^c. 
Il  faut  donc  résoudre  encore  le  cas  où 

Pour  cet  effet  j'emploie  la  substitution 


r-- 


\la  -+-  bx^  -(-  ex' 
laquelle  donne 

{a  -h  bx-  -h  cx')j:''  =  x\ 

et,  différentiant, 

(  «  -+  bx"  -+-  ex'  )fdy^:^{i  —  by'  —  i  cx^y^  )  x  dx, 

d'où  l'on  tire 

dr  xdx  dx 


h—bj-'—2cx'y'       f{a-hbx'-~hcx')       ^a-h  bx' -h  ex'' 

mais  la  même  équation  étant  ordonnée  par  rapport  à  x,  et  résolue  à  la 
manière  des  équations  du  second  degré,  donne 


2 ex' j=  +  6j'  —  I  —  ^{bf'—iy~^aey'  =  y^i  —  2 br'  -h(b'  —  /[ac ) j* ; 

de  sorte  que  la  différentielle  proposée  se  changera  d'abord  en 

-Nt^j- 

y/ 1  —  3. 6j2  -\-  {b"  —  ^ac )  y* 

ensuite,  substituant  dans  N  à  la  place  de  x^  sa  valeur 


I —  bf-  +  y/i —  2ibf^-+-  (è- —  ^ac)f' 


33. 
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et  faisant  disparaître  le  radical  du  dénominateur  de  N,  il  est  clair  que  la 
transformée  en  j  contiendra  deux  parties,  une  toute  rationnelle  et  dont 
l'intégration  n'aura  aucune  difficulté,  et  l'autre  de  la  forme 

Ldr 

—  1 

y/i  —  ibf''-h{b'' — ^ac)r' 

où  L  sera  une  fonction  rationnelle  de  y^. 

Or,  puisque  h^<C  l\ac,  il  est  clair  que  le  trinôme 

I  —  2  6j--  +  (  6-  —  4  «c  )  J-* 
est  toujours  résoluble  en  deux  binômes  réels,  qui  seront 

\  —  [b  +  2  \[âc)  y-     et     i—  {b  —  i  \Jac)  y-, 

le  radical  v'ac  étant  nécessairement  réel  à  cause  de  ac>o.  Ainsi  la  dilfé- 

rentielle 

hdf 

à  laquelle  nous  avons  réduit  la  proposée,  aura  la  condition  demandée 
qui  manquait  à  celle-ci. 

Il  est  clair  aussi  que  la  substitution  employée  ne  rendra  jamais  la 
variable  y  imaginaire  tant  que  x  et  le  radical  \l a -h  bx- -\- ex''  seront 
réels. 

Au  reste,  la  condition  à  laquelle  nous  venons  de  satisfaire  se  trouvera 
remplie  d'elle-même  par  la  transformation  du  n°  3,  toutes  les  fois  que  le 
quinôme  sous  le  radical  sera  résoluble  en  deux  facteurs  simples  réels  et 
en  deux  imaginaires;  car  si  les  deux  équations 

x^  -\-  nx  -+-  m  =  o,     X''  +  n'  X  +  m'  =  o 

ont  l'une  des  racines  réelles  et  l'autre  des  racines  imaginaires,  les  deux 
quantités  n^  —  l^m,  n'^  —  [\m'  seront  de  signes  différents,  et  par  consé- 
quent les  coefficients  a.  et  7  du  trinôme  « +137^  +  77"  seront  aussi  de 
différents  signes,  en  sorte  que  ce  trinôme  sera  nécessairement  résoluble 
en  deux  binômes  réels. 
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5.  De  ce  que  nous  venons  de  démontrer  jusqu'ici,  il  s'ensuit  que  l'in- 
tégration de  la  différentielle  proposée  Vdx  se  réduit  toujours  à  celle 
d'une  différentielle  de  la  forme 


y{a -h  bx-){m  +  nx') 

où  N  est  une  fonction  rationnelle  de  x-,  et  où  a,  b,  m,  n  sont  des  coeffi- 
cients quelconques  réels.  Ainsi,  toute  la  difficulté  ne  consiste  qu'à  trou- 
ver l'intégrale  de  cette  dernière  différentielle.  Quant  à  l'intégrale  exacte, 
elle  parait  impossible  en  général  ;  du  moins  l'analyse  connue  ne  fournit 
aucun  moyen  pour  l'obtenir.  Mais  il  y  a  deux  cas  où  elle  se  présente 
d'elle-même  :  le  premier  est  celui  où  l'un  des  coefficients  h,  n  est  nul, 

l'autre  est  celui  où  -  =  — ;   dans  ce  dernier  l'irrationnalité  disparaît, 

et  dans  le  premier  il  ne  reste  que  l'irrationnalité  relative  à  la  quadrature 
du  cercle  ou  de  l'hyperbole,  et  qu'on  peut  toujours  faire  disparaître  par 
les  méthodes  connues.  Si  donc  la  proposée  n'est  pas  exactement  dans 
l'un  de  ces  deux  cas,  mais  seulement  dans  un  cas  très-voisin  de  l'un 

d'eux,  c'est-à-dire  si  l'une  des  quantitées  -•>  —  est  très-petite,  ou  si  elles 

sont  à  très-peu  près  égales,  on  pourra  alors,  au  défaut  d'une  intégrale 
exacte,  en  avoir  une  très-approchée  par  le  moyen  des  séries,  et  d'autant 
plus  approchée  que  la  quantité  supposée  très-petite  le  sera  davantage, 
en  disposant  la  série  relativement  aux  puissances  ascendantes  de  (;ette 
quantité.  La  méthode  que  je  vais  exposer  a  pour  objet  de  ramener  à  cet 
état  toute  différentielle  de  la  forme  proposée,  quels  que  soient  les  coeffi- 
cients a,  b,  m,  n. 

6.  Soit  en  général  —  =  ou  >— ^»  ce  qu'on  peut  toujours  supposer, 

puisque,  si  — j>  — '  il  n'y  aurait  qu'à  échanger  a  en  met  b  en  n. 

Je  fais 

X       /  a  -h  bx- 
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ce  qui  donne 

yj(a -+-  bx' ){m-h nx^  =  -'^-^ 5 

X 

par  où  l'on  voit  d'abord  que  la  nouvelle  variable/  sera  réelle  tant  que  ce 

radical  et  la  variable  x  le  seront. 

La  différentielle 

dx 


y/( a  -t-  bx' ){m  +  nx- ) 
se  changera  donc  en 


xdx 


af{m  -h  nx'  )  '' 

mais  l'équation 

x''{a  -h  bx-  )  =  a' y''  (  m  -+-  nx''  ) 

étant  différentiée  donne 

(a  -\-  ibx''  —  na'y'') xdx  =z  a-{m  +  nx-)rdy, 

par  conséquent 

xdx  ady 


ay-[m-hnx-)       a-\-ibx'^ — na-y-'' 

de  plus,  la  même  équation,  ordonnée  par  rapport  a  x  et  résolue  à  la 
manière  des  équations  du  second  degré,  donne 


2  bx"-  -ha  —  na'f'  =  y'a^  (  i  —  any'  )-  -\-  ^a''b  my 


=  a  \/i+  2{Q.bm—  an)y'-ha'n\y'; 

donc 

ady  ■      dy 

a-h^bx'  —  nay  ~~  ^1  +  2 ( èm  —  an)y^  -t-  a'n\r' 

Si  donc  on  substitue  cette  quantité  à  la  place  de 


^{a-+-  bx'  )  (  m  +  nx'  ) 
et  qu'on  mette  aussi  dans  l'expression  de  N,  au  lieu  de  x^,  sa  valeur 


'.'y'  —  a-h  a^i  -h  2  [ibin  —  an)y'-h  a'n'y'' 
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en  faisant  disparaître  le  radical  du  dénominateur,  s'il  est  nécessaire,  on 
réduira  la  différentielle  proposée 


\J{a  +  bx^-)  {m  -+-  nx') 

à  la  forme 

Mdf 


Ldy- 


y/i  +  2  [ihm  —  an)f-  -+-  a'n-y' 


OÙ  L  et  M  seront  des  fonctions  toutes  rationnelles  dey-. 
Or  le  trinôme  sous  le  signe 

I  -h  3  (afem  —  an)f-  -+-  a' n'y' 

se  résout  dans  les  deux  binômes 

i-l-faèm  —  â!«+2y6-/n- — abm.n)y', 
i-^{ihni  —  an—  1  \J¥m-—  abmn)y'', 

qui  sont  toujours  réels  à  cause  de  —  =  ou  >  -^;  car  puisque 

b- m^  —  a^ 71- =:     ou     >  o, 

les  facteurs  bm  -h  an  et  bm  —  an  seront  nécessairement  de  même  sisfne; 
donc  aussi  leur  somme  2bm  sera  du  même  signe;  ainsi,  bm  et  bm  —  an 
étant  de  même  signe,  leur  produit  b-m^  —  abmn  sera  toujours  une 
quantité  positive.  On  voit  aussi  que  les  deux  quantités 


■},bm  —  an  +  2  t^b'm'  — abmn, 


ibm—  an  —  2  y/i^ ni' ;—  ab mn , 

sont  de  même  signe,  puisque  leur  produit  a-n-  est  nécessairement 
positif;  et  comme  la  demi-somme  des  mêmes  quantités  est 

2  bm  —  an  =  bni  -f-  bm  —  an, 

et  que  nous  venons  de  voir  que  bm  et  bm~an  sont  de  même  signe,  il 
s'ensuit  que  les  deux  quantités  dont  il  s'agit  seront  toujours  de  même 
signe  que  bm. 
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Si  donc  on  fait 


aéwi  —  an  +  1  sjb^m^  —  abmn  =  ±p% 
2 bm  —  an  —  2  \J b-m-  —  abmn  =  ±  q'\ 

les  signes  supérieurs  étant  pour  le  cas  de  bm  positif,  et  les  inférieurs 
pour  celui  de  bm  négatif,  les  quantités/)  et  q  seront  toujours  réelles,  et 
l'on  aura,  en  tirant  la  racine  carrée. 


p  =  \i±  bm  -+-  \J±{ bm  —  an), 


q  =z  i^/±bm— i^/±{bm— an)     ou     =  \/'±{bm  —  an)  —  i^'±bm; 

de  sorte  qu'on  pourra  toujours  prendre/?  et  q  positives,  et  alors  yo  sera 
toujours  plus  grande  que  q. 

Ainsi ,  la  transformée  de  la  proposée 


Ldr 


y/(  a  +  bx''  ){m  +  nx-  ) 

\/(i±/'-r')(i±ç=j') 


où  L  et  M  seront  des  fonctions  rationnelles  de  j^,  p  &^  q  des  quantités 
réelles  et  positives  dont  l'unep^y,  et  le  radical  \j{i  ±p^y-)  [i  zh  q^y^) 
nécessairement  réel,  puisque  y  est  réelle  tant  que  x  et  la  proposée  sont 
réelles,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus. 

De  sorte  que  la  difficulté  ne  consistera  plus  que  dans  l'intégration  de 

la  nouvelle  différentielle 

Mdy 

^{ï±:p'y'-){i±:q\r') 

7.  Dès  qu'on  est  une  fois  parvenu  a  une  différentielle  de  cette  der- 
nière forme,  il  n'y  a  plus  qu'a  continuer  et  répéter  les  substitutions  et 
les  transformations  que  nous  venons  d'enseigner;  et  pour  cela  on  pourra 
se  servir  des  formules  précédentes  en  y  faisant 

a^i,     m^i,     b=^dzp-,     n^^zhq', 
et  ainsi  de  suite.  Voici  le  tableau  de  ces  opérations. 
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Soit 


p'  =p  +\/p"  —  f^      1' =p -\/p"-q"' 


p"=p'  +  sjp"-g'\     q"^p'  —  \Jp"  —  q' 


p'"  =  p"  +  y/p"=  -q"^-,      q"'  =  p"  -  ^p"^  -  q'" , 

on  fera  successivement 

rR 


— |—  (j^  y^ 


j'R' 

y"  =  — ^ 

iztq'y 

r"R" 


■q"r 


en  supposant,  pour  abréger, 


R  =^(i±p^r^]{i±qy^). 

R'  =  v/(i±p'^j'=)(i±5V=). 

R"=^ii±p"'r"n(^±q"Y") 

on  aura  par  là 

±q'r"—  1  +R' 

y2      _    -L^L^ _ , 

±  2p^ 

^                  ip'"^ 

et 

dr       dy'        dy" 
K  ~    R'   "    R" 

Donc  la  différentielle  — jt^  se  changera  d'abord  en  L' dy'  H rr—,  où 

L'  et  M',  seront  des  fonctions  rationnelles  de  y'^;  ensuite  la  différen- 
tielle — ^-  se  changera  pareillement  en  U'dy"  -\ ôt— '  L"  et  M"  étant 

aussi  des  fondions  rationnelles  de  y"^,  et  ainsi  de  suite.  Et  il  est  clair, 
IL  34 
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d'après  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  numéro  précédent,  que 

y', y,...  et  R',  R",...  seront  toujours  réelles. 

Il  est  bon  de  remarquer  au  reste  que  si  la  fonction  M  est  sans  dénomi- 
nateur, les  fonctions  dérivées  L'  et  M'  seront  aussi  entières  et  du  même 
ordre,  ou  d'un  ordre  inférieur,  car  on  aura,  par  les  substitutions  pres- 
crites. 


dr 
R  ~ 

df' 

r'df 

R 

_    df' 

[±q\r'-—  i)df' 
R' 

r'dr  ^  3(±gy— ')Q(r'     {±qy—if-\-{±p'y)(i±q'y)df 
R  4/»'  4/>'R' 

]]  en  sera  de  même  des  fonctions  L",  M",  et  ainsi  des  autres  dérivées  de 
celles-ci  à  l'infini. 

Il  est  clair  aussi  que  la  même  chose  aura  lieu  pour  les  fonctions  LetM, 
relativement  à  la  fonction  d'où  elles  sont  dérivées  (6);  de  sorte  que  si 
celle-ci  est  elle-même  sans  dénominateur,  toutes  les  fonctions  L,  L', 
L",...,  M,  M',  M",...  seront  aussi  sans  dénominateur,  et  d'un  ordre  égal 
ou  inférieur,  mais  jamais  supérieur  à  celui  de  la  fonction  primitive  N. 

8.  De  cette  manière  donc  la  différentielle  à  intégrer 

li^dx 


\J[a-\-  bx- ) ( m  +  nx- ] 
se  trouvera  transformée  en  celle-ci 
L  dy  -I-  L'  df'  -)-  L"  df"  + 


^(irtr^z^)  (1+5^2= 


en  désignant  par  Z,  z,  r,  s  les  derniers  termes  des  séries  M,  M',  M",..., 
y,  y' ,y",...,  p, p  ,p",...,  q,  q',  q",...,  qu'on  pourra  continuer  aussi  loin 
qu'on  voudra.  Et  comme  les  membres  hdy,  L'dy',  L"dy",...,  sont  cha- 
cun intégrables  en  particulier,  puisque  L  est  une  fonction  rationnelle 
de  y^,  L'  de  y''-',...,  il  s'ensuit  que  l'intégration  de  la  proposée  sera 
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réduite  à  celle  de  la  différentielle 

Zdz 


dans  laquelle  Z  est  une  fonction  rationnelle  de  s-,  et  de  plus  entière  si 
la  fonction  primitive  N  est  sans  dénominateur. 

Voici  maintenant  l'avantage  de  cette  réduction.  On  a  vu  (6)  que/?  et  q 
sont  des  quantités  positives  telles7p>^;  donc,  puisque 


il  est  clair  que />'  et  ^'seront  aussi  positives,  et />'>/?,  q' <iq,  et  à  plus 
forte  raison  <Cp' ■  De  même,  ayant 


P"  =  P'  '^^P"-<1"'     q"  =  P'-\/p"-l"'=^^ 

il  s'ensuit  que /?">/?',  ^">o<  q' <Cp",  et  ainsi  de  suite.  D'où  l'on  con- 
clura en  général  que  les  quantités/», /?', />",...  forment  une  série  crois- 
sante à  l'infini,  et  que  les  quantités  q,  q',  q",...  forment  une  série  cor- 
respondante, mais  décroissante  jusqu'à  zéro. 

Et  il  est  bon  d'observer  que  si  l'on  prend  les  sommes  et  les  différences 
des  termes  correspondants  dans  ces  deux  séries,  en  faisant 

m,    p  —  q^n,     p' -\- q' ^  m! ,     p'  —  q'=:n',...; 


P 

+  ?  =  ' 

ce 

qui  di 

onne 

p 

= 

m  -h  n 

a 

on 

aura 

m'  =  m  -I-  n,      w'  =  2  y"  mn , 
m"  =  m'  -+-  n' ,     n"  =  2  y/wi'  n' , 

de  sorte  que  dans  les  séries  m,  m',  m",...,  n,  n,  n",...,  les  termes  cor- 
respondants seront  toujours  moyens  proportionnels,  arithmétiques  et 
géométriques,  entre  les  doubles  des  termes  qui  les  précèdent. 

34. 
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On  peut  donc  continuer  ces  séries  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des  termes 
p" ,...,  q'",...,  dont  le  second  soit  aussi  petit  qu'on  voudra;  alors,  prenant 
ces  termes  pour  r  et  s,  on  pourra,  dans  la  différentielle  correspondante 

Idz 


supposer  s  nul ,  ce  qui  la  réduira  à 

Zdz 


\/i±r^z- 

intégrable  par  les  logarithmes  ou  par  les  arcs  de  cercle,  selon  que  le 
signe  supérieur  ou  l'inférieur  aura  lieu. 

9.  Mais  comme  la  petitesse  du  terme  s^z-  ne  dépend  pas  seulement 
du  coefficient  5^,  mais  aussi  de  la  valeur  qu'on  donne  à  la  variable  s, 

pour  avoir  dans  tous  les  cas  une  approximation  sûre,  on  fera  3  =  -^ 

et  -  =  a,  ce  qui  changera  la  difTérentielle 

Zdz  Idt 

en 


Z  .       .  t 

en  nommant  T  ce  que  devient  —  par  la  substitution  de  -=:  à  la  place  de  z. 

I'  y/  rs 

Or,  depuis  ï  =  o  jusqu'à  ^  =  i  et  ï  =  —  i ,  il  est  clair  que  le  terme  a.t'^ 
sera  moindre  que  «;  par  conséquent,  en  négligeant  ce  terme,  on  sera 
assuré  de  ne  négliger  que  des  quantités  de  l'ordre  de  a. 

D'ailleurs  il  est  visible  que  la  valeur  du  radical  y/idraz-  sera  néces- 
sairement renfermée  entre  ces  deux-ci,  i  et  \/i±a;  par  conséquent, 
l'intégrale  de  la  différentielle 

Tdt 


^{a±V-){i±o!.t') 

T  dt 
aura  pour  limites  celle  de  la  différentielle     ,  et  cette  même  inté- 

sfor±V 
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grale  divisée  par  sj\±(x..  Ainsi,  comme  on  est  le  maître  de  rendre  la 
valeur  de  a  aussi  petite  que  l'on  veut,  on  pourra  aussi  resserrer  à 
volonté  les  limites  dont  il  s'agit. 

Si  cependant  on  voulait  s'arrêter  à  une  valeur  de  a.  qui  ne  fût  pas 
assez  petite  pour  fournir  des  limites  données,  il  n'y  aurait  qu'à  résoudre 
en  série  le  radical 


sji±ixV 

et  prendre  autant  de  termes  qu'on  le  jugerait  à  propos. 

Cette  série  est,  comme  on  sait,  _ 

1  1.3        ,       1.3.5 

I  zn  -  a?'  H T  a'  t"  zii  — 7-— 7  ce  f^  -\-  .  ... 

2  2.4  2.4.0 

Soit  7Z  le  nombre  des  termes  qu'on  en  veut  prendre  et  II  le  dernier  de 
ces  termes;  pour  embrasser  tous  les  termes  suivants,  il  faudrait  multi- 
plier n  par  la  série 

2in  2ro(2roH-2)  2în(2nî -I- 2)(ni  +  4) 

or  cette  série  est  évidemment  toujours  renfermée  entre  ces  limites  1  et 

I  zp  «  +  «^  qz  a'  +... ,  c'est-à-dire  entre  i  et      .      •  Donc,  en  sénéral , 

la  somme  exacte  de  tous  les  termes  de  la  série  continuée  à  l'infini  sera 
toujours  renfermée  entre  la  valeur  de  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
termes  pris  depuis  le  commencement,  et  la  valeur  de  la  somme  des 
mêmes  termes,  mais  en  divisant  le  dernier  par  i  ±  a. 

Par  conséquent,  l'erreur  résultant  des  termes  qu'on  aura  négligés 
sera  toujours  moindre  que  la  valeur  du  dernier  terme  multiplié  par 

_j_    \  ainsi  l'on  peut  l'apprécier  facilement  et  la  diminuer  à  volonté. 

11  serait  facile  au  reste  de  trouver  des  limites  plus  exactes  et  plus  res- 
serrées, mais  cela  n'est  pas  nécessaire  ici,  où  l'on  suppose  que  a  est  une 
quantité  fort  petite  et  même  aussi  petite  que  l'on  veut. 
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Mais  depuis  i!  =  ±i  jusqu'à  t  =  ±cc  ,  le  terme  at^  étant  toujours 
>a,  l'approximation   précédente  ne  saurait  plus  avoir  lieu.  On  fera 

donc  alors  t  =  -■,  et  la  différentielle 

M 


se  changera  en 

\]du 


U  étant  ce  que  devient  —  T  par  la  substitution  de  -  à  la  place  de  t.  Cette 

transformée  est,  comme  on  voit,  semblable  à  la  différentielle  en  t,  du 
moins  pour  la  partie  irrationnelle,  et  la  variable  u  est  ici  renfermée 
entre  les  limites  o  et  ±  i ,  comme  la  variable  /  l'était  ci-dessus  ;  ainsi  l'on 
pourra  traiter  cette  différentielle  en  u  de  la  même  manière  que  l'autre 
en  t. 

Donc,  en  général,  si  l'intégration  doit  s'étendre  depuis  t  —/jusqu'à 
/  =  ^,  on  distinguera  trois  cas  :  i°  lorsque/et  g  sont  renfermées  entre  i- 
et  —  i;  on  aura  alors  le  cas  de  z-  <  i;  2°  lorsque /et  g  sont  renfermées 
entre  i  et  00  ou  —  i  et  —  00  ;  ce  sera  le  cas  de  t^  >>  x ,  et  l'on  emploiera 

la  substitution  t  =  -■,  laquelle  rendra  m-  <  i;  3°  lorsque /sera  entre  les 

premières  limites  et  g  entre  les  secondes,  ou  réciproquement;  dans  ce 
cas  il  faudra  partager  l'intégrale  en  deux  parties,  la  première  qui 
s'étende  depuis  t  =/ jusqu'à  i  =  ±  i ,  et  la  seconde  depuis  ^  =  ±  i  jus- 
qu'à t  =  g;  et  chacune  de  ces  parties  rentrera,  comme  on  voit,  dans  l'un 
des  cas  précédents. 

10.  Au  reste  il  est  à  propos  d'observer  que  quand  on  a  à  intégrer  une 
différentielle  en  série  de  la  forme 

(  A  -I-  A'  ^  -1-  A"  ?'  +  A."''i'  -+-...]\dx, 

X  et  ^  étant  des  fonctions  de  x,  et  A,  A',  A",...  des  coefficients  con- 
stants, au  lieu  d'intégrer  chaque  terme  à  part,  ce  qui  demande  souvent 
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des  réductions  pénibles,  il  suffit  (a  étant  une  constante  indéterminée] 
d'intégrer  tout  d'un  coup  la  différentielle 

F' 

i  —  al 

dont  l'intégration  n'est  guère  plus  difficile  que  celle  de  X^dx,  surtout 
si  ^  est  une  fonction  rationnelle.  Alors,  nommant  V  l'intégrale  complétée 
d'après  les  conditions  du  Problème,  il  n'y  aura  qu'à  dégager  la  quantité  a 
en  développant  par  les  méthodes  connues  la  fonction  V  dans  une  série  de 

la  forme 

M  +  a  m'  +  «^  m"  +  a'  M^  + . . . , 

et  l'on  aura  pour  l'intégrale  de  la  proposée  la  série 

A  M  +  A'  m'  -(-  A"  u"  -\-  A'"  m'"  -t- .  . . . 
On  sait  que  l'on  a,  en  faisant  a  =  o  après  les  différentiations, 
,      dV         „       i  d^y        „         .     rf'V 

M=V,       u'=—j—,       U    = j—,       11:'=^  t;  —TTi 

da  2   aa?  1 . 3   da' 

Donc  l'intégrale  cherchée  sera  aussi  représentée  par 

..,       .,  d\        A"  d^\        A'"  d^y 

AV  +  A'  -j-  +  —  -j-^  H 5  -j—  -I- . . . , 

da         2     da-        2.3   da^ 

en  faisant  varier  a  seul  dans  V  et  supposant  ensuite  a  =  o. 

11.  Reprenons  les  transformations  du  n"  7,  et  remarquons  que, 
puisque  les  deux  séries  p,  p',  />",...,  q,  q' ,  q",...  sont  divergentes 
l'une  par  rapport  à  l'autre  (8),  si  on  les  continue  en  arrière  ainsi  :  ..., 
"jo,  p,  p,  ■•■,  'q,  V'  ?»  ^'l^s  deviendront  convergentes,  eu  sorte  qu'on 
parviendra  à  des  termes  r  et  *  égaux,  ou  presque  égaux  entre  eux;  ce 
qui  fera  rentrer  la  différentielle  correspondante 

Zdz 

dans  le  second  cas  d'intégration  dont  on  a  parlé  dans  le  n°  5.  Voici  pour 
cela  le  procédé  du  calcul. 
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On  fera 


P='p^\/y-~  Y-'      1=  >-\/y-  V' 


> = y  +  \/y- — "î%   ~? = y  -  vV  -  "?' 


ce  qui  donne 


P  =  J^-—^,    'q  =  sjpq- 


De  sorte  qu'il  est  très-facile  de  continuer  les  séries />,  'p,  'p,...,q,'q,  'q,... 
aussi  loin  que  l'on  veut,  puisque  les  termes  correspondants  sont  tou- 
jours moyens  arithmétiques  et  géométriques  entre  les  deux  précé- 
dents. Et  l'on  voit  en  même  temps  que,  quelle  que  soit  la  différence  des 
deux  premiers  termes  jd,  q,  elle  doit  aller  toujours  en  diminuant  dans 
les  termes  suivants,  jusqu'à  devenir  nulle;  car ^  étant  >>  ^,  on  a  évidem- 
ment 'p  <  jD,  'q  >  q,  et  en  même^temps  'q  <  'p,  puisque 


P- 


^-'jM=^'-ifp-fçr-^ 


donc  aussi  "/>  < '/j,  'q^'q  et  <iy,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  la 
série/?,  'p,  y,...  est  décroissante,  et  la  série  q,  'q,  ''q,...  est  au  contraire 
croissante,  mais  toujours  séparée  de  l'autre  par  un  intervalle  qui  diminue 
h  l'infini. 


12. 

Cela  posé,  on  fera  successivement 

Y"R 

"y™R 

■^        idz'YY^ 
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en  supposant 


ce  qui  donnera  f7j 


R 

[± 

yy) 

(i  +  V': 

r=). 

"R 

+  ' 

>' V, 

)(i±Y 

"r'i. 

"R 

±' 

■>'">■' 

)(i±V 

YM, 

dz2 

Yy2. 

-i  +  R 

-n-"R 

rh 

±2 

W^2  Y2 

-  I  +  "R 

±: 

2>^ 

dy- 
R 

r  _ 

"R 

... 

et 


Et  l'on  observera  que  les  nouvelles  variables  y,  "j, ...  seront  néces- 
sairement réelles,  ainsi  que  les  radicaux  'R,  "R,.... 

Car  d'abord  il  est  clair  que,  jetR  étant  réels,  y^  sera  réelle;  et  l'on 
voit  en  même  temps  que  lorsque  les  signes  supérieurs  ont  lieu,  la  valeur 
de  y^  sera  positive,  puisque  dans  ce  cas  R  est  évidemment  >  i;  lorsque 
les  signes  inférieurs  ont  lieu,  on  aura  R<'^^y--f-r,  car  en  mettant 
pour  'q^  sa  valeur/?^  et  prenant  les  carrés,  on  aura  d'un  côté 

[\—p-y'-){i  —  q'r''), 
savoir 

et  de  l'autre 

I  +  ipqx''  +  p'q'y\ 

en  sorte  que  l'excès  de  ('^'"J' +  i)"  sur  R^  sera  ip  -+  qYy',  quantité 
toujours  positive;  donc,  comme  dans  ce  cas 

V'r'  +  i  — R 
2  y 

n.  35 
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il  s'ensuit  que  la  valeur  de  y-  sera  aussi  positive.  Donc  y  sera  réelle 
dans  l'un  et  l'autre  cas.  Donc  aussi  'R  sera  réel  en  vertu  de  l'équation 

dj-  _  dy 
RU 

Et  de  là  on  démontrera  pareillement  la  réalité  de  "j  et  de  'R,  et  ainsi 
des  autres. 

M  dv 
Par  les  substitutions  précédentes,  la  différentielle  —^  se  changera 

donc  d'abord  en  "LrfVn îtt-^î  'L  et 'M  étant  des  fonctions  rationnelles 

j  R' 

de  y^;  ensuite  la  différentielle  -^tt^  se  changera  de  même  en 

''Ldy-^ ^^, 

"L,  "M  étant  aussi  des  fonctions  rationnelles  de  "/-,  et  ainsi  de  suite. 
Donc  la  différentielle 

^dx 


y/(  «  -(-  bx^  )  (  »i  +  nx-  ) 
du  n"  5  se  trouvera  transformée  en  celle-ci 
Ldj-  -+-  'Ldy  -+-  "L(/Yh- . . .  4- 


v/(i±r^2=)(i±5=3') 
en  nommant  Z,  z,  r,  s  les  derniers  termes  des  séries 

M,  'M,  "M, . . . ,  j,  y,  'y, ■  ■  -,  p,  'p,  "P' •••>?>  'fy>  "^'■•- ; 

et  comme  les  membres  Le?}',  'Ldy,...  sont  chacun  intégrables  en  parti- 
culier, l'intégration  de  la  proposée  sera  ainsi  réduite  à  celle  de  la  nou- 
velle différentielle 

Zdz 


\j{i±  r^z^){i  zts^z-) 


où  z  est  une  fonction  rationnelle  de  z^,  et  où  r  et  i  sont  des  constantes 
aussi  peu  différentes  entre  elles  qu'on  voudra. 
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13.  Il  faut  remarquer  encore  que  lorsque  M  est  une  fonction  sans 
dénominateur,  on  peut  toujours  réduire  'M  à  n'être  qu'une  pareille  fonc- 
tion, et  du  même  ordre;  car  on  a  d'abord 


dr      d  y 
"R   ~^' 

Ensuite,  ayant 

—  R  -H  1  dz  2  >^  >■= 

r'= ,  ,  ,           ; 

on  aura 

j--df             dr        (  I  ±  3  '/)^  y  '')d\r 

Maintenant,  1 

l'équation 

—  'ç'T'  +  R  =  I  ±  2  '/?''  y- 

étant  carrée,  si  l'on  y  substitue  à  la  place  de  R-  sa  valeur  en  y,  et  qu'en- 
suite on  substitue  aussi  pour  y-,  dans  les  termes  qui  ne  contiennent 
point  R,  la  valeur  ci-dessus,  on  en  tirera 


en  supposant 


Y 


YR-h  Y, 


(p-'-q'+'q'yq' 


,Y__  —  ^-  -I-  (  /?•'  +  g'  )  (  r  ±  3  y  y)  -I-  '^^  (  I  dz  2  y  ')■- 


Ainsi  l'on  aura 


r^dr      .r  ,        'Ydy 


On  réduira  de  la  même  manière,  par  des  substitutions  successives, 
v'',  y*,-.,  à  la  forme  YR-hT,  où  Y  sera  une  fonction  rationnelle  et 
entière  dey-  de  l'ordre  quatrième,  sixième,...,  et  'Y  sera  une  pareille 
fonction  de  y^  de  l'ordre  sixième,  huitième,...;  et  l'on  aura  par  consé- 
quent aussi 

r'df  _  'Ydy 

R     -*    '  R    ' 

et  ainsi  de  suite. 

35. 
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D'où  l'on  voit  qu'en  général  la  différentielle 

(  a  +  6j'  H-  cj*  +  . . .  )  dj 
R 

se  réduira  toujours  à  la  différentielle 

où  Y  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  j^. 

On  fera  les  mêmes  opérations  sur  les  autres  transformées  en  "j,  ™j 

et  l'on  en  conclura  en  général  que  si  dans  la  différentielle  primitive 


\l[ a  +  hx^ )[m-\-  nx- ) 


N  est  une  fonction  sans  dénominateur,  auquel  cas  nous  avons  déjà 
démontré  plus  haut  que  M  sera  aussi  une  fonction  de  niême  forme  et  de 
même  ordre,  cette  fonction  sera  réductible  à  celle-ci 


a  V 


dans  laquelle  V  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  j,  y,  "j,..., 
et  Z  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  z^  du  même  ordre  que  la 
fonction  N. 

14.  11  ne  s'agira  donc  plus  que  d'intégrer  la  différentielle 

Zdz 


^{i±r'z'){i±s'z' 


dans  laquelle  r  et*  seront  des  quantités  aussi  peu  différentes  entre  elles 
qu'on  voudra;  et  il  est  d'abord  clair  qu'en  les  supposant  égales  l'irration- 
nalité  disparaîtra,  et  l'intégration  n'aura  plus  de  difficulté.  En  même 
temps  il  est  visible  que  puisque  r>*,  le  radical  s/{i  ±r^z^)  (id=s^z-) 
sera  nécessairement  renfermé  entre  les  deux  quantités  i  ±  r^  z^  et 
izts'^z-;  par  conséquent,  l'intégrale  de  la  proposée  aura  pour  limites 
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les  intéfi^rales  de  — -, et  de      "    ,  „;  limites  qu'on  pourra  resserrer 

autant  qu'on  voudra,  puisqu'on  est  le  maître  de  diminuer  à  volonté  la 
différence  de  r  et  s. 

3îais  si  l'on  voulait  tenir  compte  de  l'effet  de  cette  différence,  il  n'y 
aurait  qu'à  y  employer  la  méthode  ordinaire  des  séries;  et,  pour  en 
rendre  l'emploi  plus  exact  relativement  à  la  différentielle  proposée,  on 
la  mettra  d'abord  sous  la  forme 

7.dz 


V(r.^ 


ensuite  on  supposera 


c'est-à-dire 


P  = 


en  sorte  que  |3  sera  une  quantité  fort  petite  de  l'ordi'e  de  r—  s,  et  la  dif- 
férentielle en  question  se  changera  en  celle-ci 

Zdz 


rs^/{b'dzz'Y—^'' 
laquelle,  par  le  développement  du  radical ,  deviendra 

série  dont  chaque  terme  est  rationnel  et  par  conséquent  intégrable  par 
les  arcs  de  cercle  ou  par  les  logarithmes  selon  que  le  signe  supérieur  ou 
l'inférieur  aura  lieu. 

Mais,  pour  n'avoir  pas  à  intégrer  à  part  chaque  terme  de  cette  série, 
on  intégrera  la  différentielle 

Zdz 

rs(b-  +  a±  z') 
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a  étant  une  constante  indéterminée,  et,  nommant  V  l'intégrale  complétée 
suivant  les  conditions  des  Problèmes,  on  dégagera  ensuite  a,  en  déve- 
loppant V  dans  une  série  de  la  forme 


on  aura  alors,  pour  l'intégrale  de  la  série  dont  il  s'agit,  celle-ci 

£<-+-■!—  U      H 7-1—  «<"+.... 

2  2.4 

Celte  série  sera,  comme  on  voit,  fort  convergente  lorsque  |3  sera  une 
très-petite  quantité;  en  sorte  qu'il  suffira  le  plus  souvent  de  n'en  prendre 
qu'un  ou  deux  termes.  Il  y  a  cependant  un  cas  où  l'approximation  serait 
toujours  inexacte,  quelque  petite  que  fût  la  quantité  p;  c'est  celui  où, 
en  prenant  dans  la  formule  le  signe  inférieur,  on  aurait  dans  l'un  des 
termes  de  l'intégrale  z  =z±b  -\-  a,  a  étant  une  quantité  du  même  ordre 
que  j3;  alors  (è-  — =-)-  serait  une  quantité  du  même  ordre  que  p-,  et  par 
conséquent  la  série  cesserait  d'être  convergente. 

15.  Pour  résoudre  ce  cas  d'une  manière  générale,  je  considère  la 
formule 

Zdz 


\l(  m-  —  z-){n-  —  z- 


dans  laquelle  la  différence  entre  m  et  n  est  supposée  très-petite,  et  qui 
doit  être  intégrée  depuis  s=/jusqu'à  z=^g,  les  quantités/,  g  étant 
l'une  ou  l'autre,  ou  toutes  deux,  peu  différentes  de  dzm. 

Supposons  d'abord  l'une  de  ces  quantités  peu  différente. de  m,  et  pav 
conséquent  aussi  de  n,  tandis  que  l'autre  est  assez  différente  de  —m: 
comme  la  quantité  sous  le  signe  est 

{m  —  z  )  (  «  —  z)  {m  -\-  z)  {n  -\-  z), 
et  que 

\m-hz){n^z)^iz^ —      - — 
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on  pourra  donner  à  la  différentielle  cette  forme 

Idz 
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sj{m  —  z){n~z)\/ 


m  +  n 


et  il    est  clair  que 


sera   toujours  très -petite   vis-à-vis  de 


5  en  sorte  que  la  résolution  du  radical 


m-\-n\'^       i  m  —  n\'^ 


ne  sera  sujette  à  aucun  inconvénient.  On  aura  donc  à  intégrer  la  formule 


\J{m—  z)[n  —  z] 


1.3 


m+  n       2/        m  +  n 


..4  /■         m-{-  n 


dz, 


dont  chaque  terme  est  intégrable  par  les  logarithmes  ou  les  arcs  de 
cercle. 

Si  l'une  des  quantités/,  g  était  peu  différente  de  —m,  on  donnerait 
alors  au  radical  \J{m^—z^)  (n^—z-)  la  forme 


^{m-h  z)(n-hz)  y 


et  l'on  aurait  à  intégrer  cette  autre  série 


m  -h  n\'-'       m  —  n 


\J[m  +  z)(n  +  z) 


dz. 


qu'on  voit  être  nécessairement  convergente,  et  dont  l'intégration  est 
toujours  facile. 
Enfin,  si  l'une  des  quantités/,  g  était  très-proche  de  m,  et  que  l'autre 
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fùl  en  même  temps  peu  différente  de  — m,  on  partagerait  alors  l'inté- 
grale en  deux  parties,  dont  l'une  se  prendrait  depuis  m  jusqu'à  zéro  et 
l'autre  depuis  zéro  jusqu'à  — m,  et  pour  la  première  on  emploierait  la 
première  série,  et  pour  la  seconde  la  seconde  série. 

16.  Nous  finirons  par  présenter  encore  un  moyen  de  simplification 
relativement  à  la  manière  de  compléter  l'intégrale  cherchée.  Nous 
remonterons  pour  cela  à  la  difTérentielle  en  j  du  n°  6,  et  nous  remar- 
querons que  si  l'intégration  de  cette  difTérentielle  doit  commencer  au 
point  où  j  =  o,  alors,  comme  j'  =  o  donne  aussi  y=o,j'"=o,...,  ainsi 
que  y  =  o,  'y  =  o,...,  toutes  les  autres  différentielles  transformées 
devront  aussi  commencer  au  point  où  leur  variable  sera  nulle;  de  sorte 
qu'il  n'y  aura  dans  ce  cas  aucune  constante  à  ajouter.  Mais  si  l'intégra- 
tion doit  commencer  dans  un  autre  point  quelconque,  il  faudra  alors, 
pour  compléter  l'intégrale,  en  retrancher  la  valeur  correspondant  à  ce 
point,  ce  qui  rendra  l'intégrale  moins  simple  et  même  quelquefois  su- 
jette à  des  difficultés,  si  la  valeur  de  y  devait  être  infinie  au  commence- 
ment de  l'intégration. 

On  obviera  en  général  à  ces  inconvénients  en  ramenant  tous  les  cas 
au  premier,  c'est-à-dire  à  celui  où  l'intégrale  commence  à  r  =  o.  Pour 
cet  effet,  soit  /  la  A'aleur  de  j  au  point  où  l'on  veut  faire  commencer 
l'intégration  de  la  différentielle 

Mdr 


v'(idz/?»r')(i±?'r') 


on  substituera  au  lieu  de  y  une  autre  variable  u  déterminée  par  l'é- 
quation 


f'  ~u'  —  y'-h2  ay  v'(  I  ±  p'f  )  (  I  ±  cfp  )  +  jf-q'-f  lûf'  —  o, 
laquelle  donne 


rv/(.±/^-/-)(i±^^/M-/v/(.±/7'r)(i±gy)_ 
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et  réciproquement 

où  l'on  voit  que  j=/ donne  a  =  o  et  que  j  =  00  donne  m  =  — j.- 

Or  l'équation  précédente,  étant  différentiée  et  divisée  en  croix,  donne 
dy 


du 


r{f-q'-r-u^--i)  +  u^(,±p^p]{i±q^p) 

et,  mettant  dans  le  dénominateur  de  dy  la  valeur  précédente  de  u  en  y, 
ainsi  que  dans  le  dénominateur  de  du  la  valeur  de  j  en  w,  on  aura 

dy  du 

Soit  maintenant 

M-  +  y^  =  s,      uy  =  t, 

on  aura  par  la  même  équation 

s  =  p+^Yt+p'q-pV-, 
en  faisant 

De  là  on  aura 

par  conséquent 


¥=sJ{i±pT-){^±.q'-r). 


y-—  u'  =:  \Js''  —  4 ' > 


s  -+-  Js^  —  â.t 

y  =  — — — —■' 


u'  = ' ^!-  • 


Qu'on  sub^itue  cette  valeur  de  j-  dans  la  quantité  M  qui  est  supposée 
une  fonction  rationnelle  de  y-,  et  faisant  disparaître  le  radical  du  déno- 
IL  36 
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minateur  s'il  v  en  a  un ,  il  viendra 


P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  s  et  de  t. 

Et,  comme  la  valeur  de  u-  ne  diffère  de  celle  dey'^  que  par  le  signe  du  ' 
radical ,  il  est  visible  que  P  —  Q  \Js^  —  lit  sera  pareillement  la  valeur 
d'une  fonction  L  de  u-  semblable  à  la  fonction  M  de  y^  ;  de  sorte  qu'on 
aura 


et,  par  conséquent, 


Or  Q  est,  comme  nous  venons  de  le  voir,  une  fonction  rationnelle  de  s 
et  de  t;  donc,  en  y  substituant  pour  s  sa  valeur  en  t  trouvée  ci-dessus,  on 
aura  pour  Q  une  fonction  rationnelle  de  t.  De  plus,  \Js^  —  l^t^^y-—  u^, 
et  les  valeurs  de  u  et  de  y  données  plus  haut  étant  multipliées  l'une  par 
u{i—p'^q^f-y-),  l'autre  par  y{i—p-q-f'^u'^) ,  et  ensuite  retranchées 
l'une  de  l'autre,  on  a 


donc 

M  =  L  H-  2/Q  [r  ^{i±fu^)(i±q'u^)  +  «  sl{i±p'r](^±q'r)]  ! 
cette  équation  étant  combinée  avec  l'équation  différentielle 

df  du 

^{i±p'X^){i±q^X')       ^{i±p'u^){i±q'u') 

on  aura  (à  cause  de  udy+ydu  =  dt) 

Wdf  _  hdu 


^{i±p'r')i'±fr')     ^/(i±p^«=)(i±?^«=) 


fQdt, 


OÙ  la  partie  a/Q  dt  est  intégrable,  puisque  Q  est  une  fonction  rationnelle 
de  t. 
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De  cette  manière,  la  substitution  de  m  à  la  place  de  j  réduit  l'intégra- 
tion de  la  différentielle  proposée  à  celle  d'une  autre  différentielle  sem- 
blable, puisque  L  est  une  fonction  de  ur  semblable  à  la  fonction  M 
de  j^;  et  elle  a  en  même  temps  cet  avantage  que  l'intégration  relative  à  u 
commencera  toujours  à  u  =  o,  quelle  que  soit  la  valeur  initiale /de  j. 

17.  Par  la  métbode  générale  que  nous  venons  d'exposer,  on  est  donc 
assuré  de  pouvoir  intégrer  aussi  exactement  qu'on  voudra  toute  différen- 
tielle affectée  d'un  radical  carré ,  où  la  variable  sous  le  signe  monte  jus- 
qu'à la  quatrième  puissance;  ce  qui  est  le  cas  d'un  grand  nombre  de 
Problèmes  géométriques  et  mécaniques  qu'on  ne  pouvait  résoudre  jus- 
qu'ici que  d'une  manière  incomplète  et  limitée. 

Comme  cette  méthode  est  d'un  genre  assez  nouveau,  et  qu'on  pourrait 
rencontrer  encore  quelques  difficultés  dans  son  usage,  nous  allons  l'ap- 
pliquer en  détail  à  la  rectification  des  arcs  elliptiques  et  hyperboliques. 

Rectification  de  L'ellipse  et  de  Vliyperhole. 

18.  Soit,  dans  une  ellipse  dont  le  demi-grand  axe  est  pris  pour  l'unité 
et  le  demi-petit  axe  est  b,  x  l'abscisse  prise  du  centre  sur  le  grand  axe, 
on  aura  l'ordonnée  rectanale 


>':=  6  ^/l  —  x'^ , 

et  l'élément  de  l'arc  elliptique  sera 


y/l  —  .r^ 


en  faisant  sjï —  è-  =  e,  excentricité  de  l'ellipse. 

Cette  expression  trouvée  pour  l'ellipse  a  lieu  également  pour  l'hyper- 
bole ;  tant  que  e  <^  i  elle  se  rapporte  à  l'ellipse,  et  si  e  >  i  elle  appartient 
alors  à  l'hyperbole,  dans  laquelle,  le  demi-petit  axe  b  devenant  imagi- 
naire ,  b-  est  une  quantité  négative ,  et  par  conséquent  y/i  —  ^^  >  i . 

36. 
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19.  Lorsque  e  est  une  quantité  fort  petite  ou  très-peu  différente  de 
l'unité,  on  peut,  dans  l'expression  de  l'élément  de  l'arc,  réduire  le 
radical  du  numérateur  en  une  série  convergente,  et  ensuite  intégrer 
chaque  terme  en  particulier  par  les  méthodes  connues;  mais  à  mesure 
qu'on  s'éloigne  de  ces  deux  cas,  la  convergence  des  séries  diminue,  et  il 
faudrait  souvent  pousser  les  séries  très-loin  pour  avoir  des  détermina- 
tions de  l'arc  suffisamment  exactes.  Feu  M.  Euler  a  donné  pour  ces  deux 
cas,  dans  ses  Opuscules,  des  séries  qui  représentent  le  quart  de  l'ellipse. 

Le  premier  n'a  point  de  difficulté,  parce  que  la  série  est  toujours  con- 
vergente lorsque  e  est  une  petite  quantité,  la  variable  x  ne  pouvant 
jamais  excéder  l'unité.  Il  n'en  est  pas  de  même  du  second;  car  en  sup- 
posant e^  peu  différent  de  l'unité  et  mettant  en  conséquence  le  radical 
v/i  — e'-'a;-  sous  la  forme  \l [i  —  x'^)  -\-  {i  —  é^)  x- ,  il  est  clair  que  la  série 
dans  laquelle  on  développerait  ce  radical  en  prenant  \  —  x^  pour  pre- 
mier terme,  et  (i  —  e-)a?-  pour  second  terme,  cessera  d'être  convergente 
près  du  sommet  de  l'ellipse  où  i  —  x-  est  une  quantité  très-petite  ou 
nulle,  et  qu'ainsi  elle  ne  pourra  servir  pour  déterminer  la  longueur  du 
quart  entier  de  l'ellipse,  mais  seulement  pour  une  partie  de  cette  lon- 
gueur. M.  Euler  n'a  résolu  ce  cas  que  par  des  méthodes  indirectes;  mais, 
comme  il  est  analogue  à  celui  dont  nous  avons  traité  dans  le  n°  15,  il 
peut  l'être  par  des  principes  semblables. 

Pour  ne  rien  laisser  à  désirer  ici  sur  l'objet  présent,  nous  allons  don- 
ner succinctement  la  solution  des  deux  cas  dont  il  s'agit,  en  présentant 
les  formules  les  plus  simples  et  les  plus  générales  pour  la  rectification 
des  ellipses  peu  excentriques  ou  très-aplaties. 

20.  Et  d'abord,  lorsque  l'excentricité  e  de  l'ellipse  proposée  est  fort 
petite,  il  n'y  aura  qu'à  résoudre  le  radical  \/i  —  «"^x^  en  série  à  la  ma- 
nière ordinaire,  et  la  différentielle  de  l'arc  elliptique  deviendra 

dx, 


'               /                !..            *  ■'        .       . 

1.1.3   , 

Sll  —  X'    \             2                        2.4 

2.4.6 

dont  chaque  terme  est  intégrable. 
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En  effet,  on  a,  par  les  réductions  connues, 
dx 


■  arcsma;, 


j  \/i  —  x' 

f  x'^dx  I       , I 

(    ,  = X  Ji—x'  -\ — 


y  x\  sji  —  x^  -\ ^  arc  sin^. 


Jx'ax  I  I     ^ 

y/T^^  "" ~  U ^  "    3.4"'/'"     "'    '  2.4' 

et  ainsi  de  suite. 

Mais  on  peut  avoir  directement  l'intégrale  de  toute  la  série  par  la  mé- 
thode du  n°  10,  en  intégrant  simplement  la  différentielle 

dx 


[ï  —  ax'^)  y/l  —  x'' 


laquelle,  en  supposant  t /J ^  =  j,  se  change  en  celle-ci 

V   I  —  ax' 

_         ^r 

y/l  — ay/l— J» 

dont  l'intégrale  est         °  •''^;  de  sorte  que  l'intégrale  de  la  proposée  sera 

\lï—a 


VT. 


sjy  —  a 

et  comme  cette  intégrale  s'évanouit  d'elle-même  lorsque  x  =  o,  elle  ne 
demande  point  de  constante. 

Dénotant  donc  en  général  cette  quantité  par  V,  il  n'y  aura  qu'à  regar- 
der V  comme  une  fonction  de  a  et  à  la  résoudre  en  une  série  ascendante 

de  la  forme 

Il  4-  au'  -+-  a?  Il"  -+-  a' u!"  -\-  .  .  . , 

soit  par  la  méthode  des  séries,  soit  par  des  différentiations  relatives  à  a; 
on  aura  alors,  pour  l'arc  elliptique  répondant  à  l'abscisse  x  prise  du 
centre  sur  le  grand  axe,  la  formule 

1  I .  I  1 .  1 . 3 

M e^u 7  e*  u 7-7T  e^  u  — .... 

2  3.4  2.4.0 


286  SUR  UNE  NOUVELLE  MÉTHODE 

Pour  avoir  le  quart  entier  de  l'ellipse,  on  fera  x  =  i,  ce  qui  donne 

V-     90°    . 


\/i  —  a 


en  désignant  par  90°  l'angle  droit  ou  le  quart  d'un  cercle  dont  le  rayon 

est  l'unité.  On  aura  donc  dans  ce  cas,  en  résolvant  -=z^  en  série, 

v'i  —  a 

I  „       1-3 

M  ^  90°,      u=  ~  90°,      u   =  — y  go°, .  .  . , 

par  conséquent,  le  quart  d'ellipse  sera  exprimé  par  la  série 

/        I .  I  I . I . ï .3  1.1.1.3.3.5 

90°    I e- y-y  e' //au  ^  ~-  ■ 

■^     \        2.2  2.2.4.4  2.2.4.4  0.0 

qu'on  voit  être  toujours  convergente  lorsque  e  est  une  fraction  assez 
petite. 

21.  Supposons  maintenant  e  peu  différente  de  l'unité,  ce  qui  est  le 
cas  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  trës-aplatie  suivant  que  e  sera 


<  ou  >i;  on  mettra  alors  la  différentielle  k/ — — — -  dx  sous  la  forme 


/ 1  —  ex  ,   /  r  - 


et  l'on  représentera  le  radical  \J ainsi  \J  \ 


voit  qu'à  cause  de  i  —  e  très-petite,  le  terme '- —  sera  toujours  fort 

petit  du  même  ordre  dans  tout  le  quart  d'ellipse  où  x  croît  depuis  o 
jusqu'à  1;  de  sorte  que  la  réduction  de  ce  radical  en  série  ne  sera  su- 
jette à  aucune  difficulté. 

Mais,  pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  on  donnera  au  même  radical 

la  forme  \/e  -f-  - — -■,  et  faisant  - — ^  =  n,  on  aura  à  intégrer  la  diffé- 
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rentielle  en  série 


II  — ex    .- 


1 .  1 . 3        n^  .   , 

...    ax. 


l  +  X         1.^  {l  +  Xf         1.^.6  {i-\-  xj 


dont  chaque  terme  est  intégrable  en  partie  algébriquement  et  en  partie 
par  logarithmes. 

Suivant  la  méthode  du  n°  10,  il  n'y  aura  donc  qu'à  intégrer  la  diffé- 
rentielle 

/r£^  fe 

V    I  —  X  a 


qu'on  nommera  rfV,  et  à  résoudre  ensuite  la  quantité  V,  regardée  comme 
une  fonction  de  a,  en  une  série  ascendante  de  la  forme 

M  4-  au'  4-  a-  u"  -)-  a'  m'"  ■+-...  ; 

alors  on  aura  sur-le-champ  la  série 

1  ,        !•',,/       I  •  I  •  3     .    ,„ 

u  -\ —  nu T  iv  u  H 1—-.  n'  u   —  ... 

2  2.4  2.4-D 

pour  l'intégrale  de  la  différentielle  proposée,  c'est-à-dire  pour  la  lon- 
gueur de  l'arc  elliptique  ou  hyperbolique. 
Or,  comme 


/  j  6,37       ""  / 1  ÛX 

d\  =  i  / \/edx  H-  ay/e  W a?[log(i  —  a  -h  x)]; 


et  faisant =  7^,  ce  qui  donne 

I  —  ex      "^  ' 


■  =  ^  »      dx  =  —  -^ 4^  dr, 

I  -  e/^  (  I  -  ef'  Y 
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on  aura 

[i  —  ey-f     •'  ^     \  —  ey-    •'        2  —  a  —  {i-\-e  —  ae)y^    ■' 

donc,  en  intégrant  par  les  méthodes  connues, 

[\  —  e)r\je       /i  — e           \,      [i  —  rJe 
V  =  —  * '-^^-^  + ea   log    '^-^ 


/  ^      /i  +  e  —  < 

/e(i  +  e  —  ea) ,       /   '  ^  -^    y        2  — « 

"-V  2-«  '°g 


V^^ 


Cette  intégrale  est  nulle  lorsque  j  =  o,  auquel  cas  ic  =  i;  ainsi  elle 
répond  aux  arcs  elliptiques  ou  hyperboliques  pris  depuis  le  sommet  ou 
l'extrémité  du  grand  axe;  mais,  dans  le  cas  de  l'ellipse,  il  faudra  prendre 
l'expression  de  l'arc  négativement  puisqu'il  diminue  tandis  que  l'ab- 
scisse X  augmente.  On  aura  donc  en  général,  pour  l'arc  d'ellipse  ou 
d'hyperbole  pris  depuis  le  sommet  et  terminé  au  point  qui  répond  à 
l'abscisse  x  prise  du  centre,  la  valeur  en  série 

les  signes  supérieurs  étant  pour  l'ellipse  où  e  <  i ,  et  les  inférieurs  pour 
l'hyperbole  où  e>  i.  Et  pour  avoir  le  quart  entier  de  l'ellipse  il  faudra 
faire  a;  =  o  et  par  conséquent  j=  i . 

Au  reste,  puisque  u+-au' -+-a-u"...  est  le  développement  de  la  fonc- 
tion V,  on  voit  d'abord  qu'on  aura 


m'  =  —  e  log 
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et  les  quantités  suivantes  ii!' ,  u",...   seront  les  coeffîcienls  des  puis- 
sances a,  a-,...  dans  le  développement  de  k  fonction 


\/rn-e        (i  —  e)an       , 


I— j 


^'- 


-'■sT- 


coefficients  qu'on  trouvera  aisément  par  la  méthode  des  séries,  ou  par 
des  difïérentiations  successives. 

22.  Après  avoir  ainsi  résolu  d'une  manière  nouvelle  et  plus  simple 
qu'on  ne  l'avait  fait,  les  deux  cas  extrêmes  de  la  rectification  des  arcs- 
elliptiques  et  hyperboliques,  nous  allons  appliquer  notre  méthode  géné- 
rale à  la  rectification  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  quelconque. 

Et  d'abord  il  est  clair  que  la  différentielle  à  intégrer  étant  (18) 


y/i  —  e'-x'^  dx 

\l  i  —  X- 


il  n'y  aura  qu'à  multiplier  le  haut  et  le  bas  de  la  fraction  par  \/i  —e'^x-, 
pour  la  ramener  à  la  forme  de  celle  du  n°  6,  laquelle  sera  dans  notre  cas 

(i  —  e'^x^-)  dx 
\j{\  —  x-){i--  e-x') 

Mais,  pour  rendre  le  calcul  plus  général,  nous  nous  proposerons  la 

différentielle 

(A.-hBx')dx 


^{\  —p'x'](i  —  q'x'] 


dans  laquelle  on  suppose /?>y;  ainsi  pour  l'ellipse  on  prendra/?  =  i, 
ç-  =  e,  et  pour  l'hyperbole  />  =  e,  ^  =  i . 

On  fera  donc,  conformément  aux  transformations  du  n"  7, 


p' 

=  p  +^p"-q"' 

q':=^p  -sjf- 

-  r. 

p" 

=  p'  +  \lp"'-q'"' 

q"=p'  -sjp" 

-9". 

^R 

, =  X  , 

x'  R' 

-— -  =  x" , . 

-? 


37 
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en  supposant 


et  l'on  aura  par  là 


R'  =  ^{i  —  p'^x''){i  —  q''x'^) 


I  +  q''x'- —  R' 

X-    = 1 


ip' 

x'' 

IH- 

q"'x"- 

—  R" 

2p'= 

d.x 

clx' 

f/x" 

R 

~    R' 

"   R" 

OÙ  x',  x",...,  R',  R",...  seront  nécessairement  réels,  puisque  £r  et  R  le 
sont. 

Par  ces  substitutions  la  différentielle  - — "*"    "^         deviendra  succes- 


sivement 


;A'  -f-  B'x'')dx'       Bdx' 


R'  7.p' 

(  A"  +  B"x"'  )  dx"       B  dx'        W  dx" 


R"  2^-  ■ip'' 

f 

(  A"4- B"'a7"''^)  r/^'"       ^dx'        B' dx"        W  dx'" 

R'"  ■îp'  o.p'-  o.p"- 

et  ainsi  de  suite,  en  faisant,  pour  abréger, 

.,       .         B         w,      w        B'         ,,„      .„        R" 

A'  =  A-) ,     A'=A'h r-i     A"'=:A"H 7,-,i'--i 

2p'  2/j'=  -^.p    ■ 

B'=^,     B"=^,     B"'=5X,.... 
ip-  ip-  ip  - 

Donc,  en  général,  si  ^  est  un  terme  quelconque  de  la  série  x,  x' ,  x",..., 
r  et  *  les  deux  termes  correspondants  dans  les  séries/», p' ,p", ...,  eiq,  q', 
q" ,...,  et  V,  '*  les  deux  termes  qui  les  précèdent  dans  les  mêmes  séries, 
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la  différentielle  proposée  sera  transformée  en  celle-ci 


-  —  idx' 

+  -^  dx"  H — 
ip'              1. 

q'q"' 

p"Xip" 

zdx" 

1            '^ 

-^^l-)dl 

'     ;(- 

;-£=)(! -*=?') 

dans  laquel 

le  on  aura 

C  =  A+  ■ 

B    /         q' 
a/>^  \         ^p'- 

1.p''  X  2 

P"" 

1)  =  B  X 

q'q"q"' 

.  .  /«- 

r<i 


>.p"X  ip"-X...X.  aV- 


dl 


>.p"'Xa.p"'y<. .  .X  2\ 


2/)' X  2/»"  X  2/"X  •  .  ■  X  2 '/'■' 

23.  Maintenant  pour  l'ellipse  on  a 

A=:i,     Bz=  —  e-,    />  =  i,     q  ^=e<Ci; 

ainsi  les  nombres/?,  jo', />",...  forment  une  série  croissante  depuis  l'unité, 
et  les  nombres  correspondants  q,  q',  q",...  forment  une  série  décroissante 
depuis  la  valeur  de  l'excentricité  (8).  Or,  par  la  nature  de  l'ellipse,  la 
variable  x-  est  renfermée  entre  o  et  i;  donc  on  aura 

R==(i  ~p-x'')ii—  q'x-)<,{i  —  q'x'f, 
par  conséquent 

{\  —  q-x-f 

donc  aussi 

R"<(>-f/-^^'^)% 
car 

(i  —  q'-'x'-'f—  {i—p"x"){i  —  q"x'')  =  {p"—q")(i^  q"x'')x">  o; 

et  de  là 

x"'<ix'^<C  I, 
et  ainsi  de  suite. 

Donc  I  —  q''x'-,  ï  —  q"'-x"-,...  étant  des  quantités  positives,  la  réalité 
déjà  démontrée  des  radicaux  R',  R",...  demande  que  les  facteurs  corré- 
latifs I — p'^x"',  I  —p"-x"-,...  soient  positifs;  par  conséquent  on  aura 

x"^  <'—ri  x"-  <  -„-  5  •  •  •  5  donc  aussi  S^  ■<  -- ■ 

F'  P"  '        > 

37. 
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Puis  donc  que  r^^^  <  i,  on  pourra  faire  r^  =  siny,  et  la  différentielle 
-  deviendra 

C        D    .  , 

H — -  sin-ffl 


t  /  I sin^cp 


où  l'on  voit  que  le  radical  v/i ^  sin-9  ne  sera  jamais  ni  >i  ni 

<  t /i  —  î^;  de  sorte  que  l'intégrale  de  la  différentielle  dont  il  s'agit 


1 :  sin-qj    a©, 


aura  pour  limites  celle 


laquelle  est 

Dsinaœ 


et  cette  même  intégrale  divisée  par  v/i  —  -:^'i  liniites  qu'on  pourra  res- 
serrer autant  qu'on  voudra,  en  diminuant  de  plus  en  plus  la  valeur  de  - 

par  la  continuation  des  séries/?,  p',  p",...,  r,  et  q,  q' ,  q",...,  s. 

Mais,  pour  approcher  davantage  de  la  vraie  valeur  de  l'intégrale  en 
question,  il  n'y  aura  qu'à  développer  le  radical  par  la  méthode  ordi- 
naire, et  la  différentielle  proposée  deviendra 

-  rfco  H — -  (D  H —  5=C)  sin^rfffl' 


+  -  —  I  D  -I-  T  *^C  )  sin'coc/w  H — '—7  -7  (D  H-  -T  «-C)  sin'csrfcs  -f- , 
2  r'\         4       y  '     T       2.4  r'  V         fa       / 


dont  l'intégrale  sera 

'C 


F  )  9  —  (F  sinç  4-  G  sin'cp  -)-  Hsin^ç  -+-  Isin'cp  +. .  .jcosç, 


DE  CALCUL   INTÉGRAL.  293 

en  faisant 


^=ïM""^i"^M^"r^' 


3=5      sUj^^S    ,\^     3-5-7^/     _^,^^. 


Donc,  puisque  a;  =  o  rend  a?',  x",...,  ç  =  o,  par  conséquent  aussi 
(p  =  o,  on  aura  pour  la  valeur  de  l'arc  elliptique  qui  répond  à  l'ah- 
scisse  œ,  prise  depuis  le  centre  sur  le  grand  axe, 


AL,  ,    g'  ...  ^5'Yi^^.  +  ...^  f<i' 


+  (  — t-F)  cp  —  (Fsincp  +  G  sin'o  +  H sin^cp  +  . . .)  costp, 


^sj 


en  faisant,  dans  les  formules  du  numéro  précédent, 
p  =z  \ ,     q=ie,     A:=i,     B  ==  —  e-. 

24.  Il  y  a  cependant  une  remarque  importante  à  faire  sur  l'emploi  de 
cette  valeur  :  comme  l'angle  o  n'est  déterminé  que  par  son  sinus  r^,  il 
est  clair  qu'il  peut  avoir  une  infinité  de  valeurs  différentes,  et  l'on  voit 

aussi  que  les  valeurs  de  x',  x" ^  peuvent  être  également  positives  et 

négatives  à  cause  de  l'ambiguïté  des  radicaux  R,  R',  R",...,  qui  entrent 
dans  leurs  expressions,  de  sorte  que  le  signe  de  ©  est  aussi  indéterminé. 

Nous  remarquerons  donc  que,  puisque 

dx d\  d'^ 


et  que  R  est  toujours  positif  depuis  a;  =  o  jusqu'à  .a;  =  i;  que,  de  plus. 


■29k  SUR   UNE   NOUVELLE  MÉTHODE 


/  s-  . 
le  radical  l/  i ^sin-ç)  ne  peut  devenir  nul,  ni  par  conséquent  chan- 
ger de  signe,  il  faut  que  do  soit  positif  en  même  temps  que  dx;  par  con- 
séquent, l'angle  9,  qu'on  a  vu  être  nul  lorsque  a;=:o,  devra  être  tou- 
jours positif  et  augmenter  continuellement  depuis  ir=  o  jusqu'à  x  =  i; 
de  sorte  que  la  valeur  de  a,  répondant  à  une  valeur  de  x,  sera  nécessai- 
rement toujours  plus  grande  ou  moindre  que  celle  qui  répondra  à  une 
plus  grande  ou  moindre  valeur  de  x.  Or,  à  cause  de  l'ambiguïté  du 
signe  des  radicaux  R',  R",...,  il  est  clair  que  les  valeurs  de  x^  en  x'-, 
de  x"-  en  x"-,...,  sont  chacune  doubles  (22);  de  manière  que  la  valeur 
de  X-  en  x'^  sera  double,  celle  de  x^  en  x"-  sera  quadruple,  et  qu'en 
général  la  valeur  de  x-  en  2^  sera  •î'''"'''" ,  en  dénotant  par  u.  l'exposant  du 
rang  de  S  dans  la  série  x' ,  x",...,  ^.  Donc,  quoique  toutes  ces  valeurs 
de  x-  répondent  à  une  même  valeur  de  ^-,  elles  ne  répondront  pas  pour 
cela  au  même  angle  s;  mais,  en  les  rangeant  suivant  l'ordre  de  leur 
grandeur,  la  plus  petite  répondra  au  plus  petit  angle,  qui  aura  pour 
sinus  ±  r£  (en  supposant  ce  sinus  positif),  et  que  nous  dénoterons 
par  w;  les  autres  répondront  aux  angles  suivants,  qui  auront  pour  sinus 
±r'^.  Ainsi,  la  seconde  répondra  à  l'angle  i8o°— oj,  la  troisième  à 
l'angle  180°+ w,  la  quatrième  à  l'angle  2.180''—  w,  et  ainsi  de  suite; 

et,  en  général,  la  v"'""  répondra  à  l'angle 180°+  oj  ou  -  i8o°—  oj, 

selon  que  v  sera  impair  ou  pair. 

Il  s'ensuit  de  là  qu'après  avoir  déduit  de  la  valeur  donnée  de  x-  celle 
de  ^-=  [o-'-'^'^j^  par  les  formules 


J l    /ï^'ï  -v' ^    l  î I     /r'  ^ 


:=  ^'%        x'''      ^-- — T-  )   =  X' 


1  —  q'x-  j  \\  ■ —  q''x'''- 

lesquelles  ne  donnent  chacune  qu'une  valeur  simple,  il  faudra  remonter 
de  celle-ci  à  celle-là  par  les  formules 

I  -h  Q'^x'^  —  R'  ,         I  -f-  q'-x"-  —  R" 

X^= ' : ;       .r'-'= 7-. »■••> 
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en  commençant  par  la  dernière  el  ayant  soin  de  donner  aux  radicaux 


R'=  v/'(i  —  p"'x'-){i  —  q'-x'-),     R"  =  y/(i  — //'-:r"-)(i  —  q"-x"^),..., 

les  signes  +  et  —,  ce  qui  donnera  toujours  des  valeurs  doubles,  en 
sorte  qu'il  en  résultera  2"  valeurs  différentes  de  x,  toutes  positives  (12) 
et  renfermées  entre  les  mêmes  limites  o  et  i,  parmi  lesquelles  se  trou- 
vera donc  nécessairement  la  valeur  donnée  de  x-. 

Soit  V  l'exposant  du  rang  que  celle-ci  tiendra  parmi  toutes  ces  valeurs 
rangées  selon  leur  grandeur,  à  commencer  par  la  plus  petite,  on  fera 
donc 

'-'  "~  '      o     ,  '■'     «    „ 

es  :=  —. 100"  +  t.),        OU        =  -  100°  —  &), 

selon  que  v  sera  impair  ou  pair,  en  prenant  poui'  oj  l'angle  qui,  dans  les 
tables,  répond  à  r'S,. 

A  l'égard  des  signes  qu'il  faudra  donner  ensuite  aux  valeurs  mêmes 
de  x',  x" ,...,  on  les  déterminera  toujours  par  les  expressions 

î^R  „  r'R' 


en  prenant  les  radicaux  R,  R',  R ",...,  avec  les  signes  qui  répondent 
à  la  valeur  donnée  de  x-;  et  il  est  clair  que  puisque  l'on  a  ici  q'-x'^, 
q'-x''-,...<C^\,  les  signes  de  x' ,  x",...  seront  les  mêmes  que  ceux  de 
x^,  irRR',  a;RR'R",...,  ou  (puisque  j?R  est  positif)  de  -t-i,  R',  R'R", 
R'R'R" 

25.  Pour  avoir  le  quart  entier  de  l'ellipse,  on  fera  x  =  \—p,  ce  qui 
donne  x'=o,  x"=o,...,  ^  =  0,  par  conséquent  aussi  w  =  o;  et,  comme 
cette  valeur  est  la  plus  grande  que  x  puisse  avoir,  on  aura  nécessaire- 
ment dans  ce  cas  v  =  2" ;  donc,  y  =  a""' .  180",  et  sinœ  =  o.  Donc  la  lon- 
gueur du  quart  de  l'ellipse  sera  exprimée  simplement  par 


180". 
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Si  l'ellipse  devenait  circulaire,  on  aurait  alors  e  =  o;  donc  y  — o,  et, 
de  là,  ^'  =  o,  ^"=0,...,  s  =  o, p  =  1 , p'=  2, p"':=  /\,...,  r=^p^''^' ^=  2'"';  et 
comme,  dans  ce  cas,  A  =  i,  B  =0,  on  aurait  aussi  C  =  i,  D  =  o;  donc 

F=  o;  ce  cjui  réduirait  l'équation  précédente  à  =  90",  comme  elle 

doit  être. 

26.  Au  reste,  cette  muUiplicité  des  valeurs  de  x-  qui  répondent  à 
une  même  valeur  de  S-  fait  qu'on  a  tout  d'un  coup,  et  par  une  même 
formule,  non-seulement  la  longueur  de  l'arc  elliptique  qui  répond  à 
l'abscisse  donnée,  mais  encore  celle  des  arcs  qui  répondent  à  différentes 
autres  abscisses;  et  si  c'est  un  inconvénient  dans  le  cas  où  l'on  ne 
demande  que  l'arc  d'une  abscisse  donnée,  ce  sera  au  contraire  un  avan- 
tage lorsqu'on  voudra  construire  une  table  de  la  longueur  des  arcs  pour 
toutes  les  abscisses.  Nous  verrons  d'ailleurs  que  cette  multiplicité  de 
valeurs  cesse  d'avoir  lieu  lorsqu'on  emploie  les  transformations  du 
n"  2,  lesquelles  conduisent  à  des  différentielles  intégrables  par  les 
logarithmes. 

27.  Pour  l'hyperbole  où  e>i  et  x'^  aussi  >i,  on  mettra  d'abord, 
pour  éviter  les  imaginaires,  l'élément  de  l'arc  sous  cette  forme 

y/e'  x'^  —  i  clx 


multipliant  ensuite  le  haut  et  le  bas  par  \je^x- — i ,  on  aura  la  différen- 
tielle 

(e-ar-  —  \]dx  ..  (e'x^ — i)dx 

^  ou  bien 


s/(e'x'  —  i){x-  —  i)  yj{i  —  e'-x')(i  —  x--) 

qui  se  rapporte  à  la  formule 

(A  -+-  Bx')dx 


li 


du  n°  22,  en  y  faisant  A  =  —  1 ,  B  =  e^/?  =  t^  q=  i.  Ainsi,  les  nombres 
p,  p',  />",...  augmenteront  depuis  la  valeur  de  e,  et  les  nombres  q,  q', 
q'\...  iront  en  diminuant  depuis  l'unité. 
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Or,  puisque  a?->  i ,  par  la  nature  de  l'hyperbole,  on  aura 

par  conséquent, 

x'-^  a^^>  I, 

et  de  là  on  trouvera  aussi 

x"-  >  x'->  I, 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  I — p'-x'-,  I — p"-x"-,...  étant  des  quantités  négatives,  la  réa- 
lité déjà  prouvée  des  radicaux  R',  R",...  demande  que  les  facteurs  corré- 
latifs \  —  q''^x''^,  \  —  q"-x"^,...  soient  aussi  négatifs;  donc  on  aura 

q'^x'-'^i,     q"-x"-^i,...; 
par  conséquent. 


et  de  là 


'">^^     -"=>^'---'      l'>j'- 


7^<'- 


On  pourra  donc  supposer  -^  =  sïn(p,  c'est-à-dire  c  = — -. —  ^  et  cette 
substitution  changera  la  différentielle 

en  celle-ci 

'C  D 

1 :r~- 

r        rs^  sin-  cp 


V'-^sin^cp 
dont  l'intégrale  aura  évidemment  pour  limites  celle  de 

-I ,    ■    ,    ]do, 


et  cette  même  intégrale  divisée  par  i/  i -■ 


Mais,  pour  avoir  une  valeur  plus  approchée,  on  réduira  en  série  le 
IL  38 
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radical  i/i— ^isinœ^  et  la  différentielle  deviendra 


Ch ]  dca C  +  7  —    sin'orfcp 

rs'  sin-cp        r  \  7.r-  j      '        i  r'  \         4  r' / 

2.4  '•■  \         b  rV 
dont  l'intégrale  est 

—  cotco  — 1 h  f]  a>  -h  If  sm  a  +e'sin'cp  +  /(  sn»>  +  ...)  coscp, 

rs''         '        \r        ■2.  r^       •'  j  '         ''         ■       o 

en  supposant 

"'        2-  r'  \         4  '   y        2^4    '    \         t)  r-j        2^4'. b^  r' \  o  r^ 

3      sU,^       5  D\  3.5=     ^7,.       7   D 

'^        2.4    /"V  b  /■^/        2.4.  b-  r' 

,  3.5      57,,       7  D 

2.4-b=  '    \         or' 

Ainsi,  il  n'y  aura  qu'à  ajouter  à  cette  intégrale  la  partie  algébrique 

2/7-  \  ip  ' 

conformément  aux  formules  du  n"  22,  et  en  y  faisant 

p=:e,     q=^i,     A^ — I,     B^e', 

pour  avoir  l'expression  complète  de  l'arc  hyperbolique. 

28.  Mais  il  faut  faire  ici  des  remarques  semblables  à  celles  du  n"  24. 
On  remarquera  donc  que,  puisque  la  différentielle  -„-  est  transformée  en 

dl  dw 


v/(i-''=e)(i-*^e) 


V-? 


l'angle  9  diminuera  continuellement  tandis  que  x  augmente,  de  sorte 
que,  comme  (22)  x  =  i  donne  x'^cc  ,  a;"=co,...,  Ç  =  ao,  et  par 
conséquent  >a  —  o,  l'angle  ©  sera  toujours  négatif  depuis  le  point  où 
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a:  =  i,  c'est-à-diie  depuis  le  sommet  de  l'hyperbole;  de  sorte  qu'en 
changeant  le  signe  de  'p  dans  l'expression  précédente,  l'angle  o  croîtra 
toujours  avec  l'arc  hyperbolique  compté  depuis  le  sommet,  et  l'on  y 
pourra  appliquer  la  règle  donnée  dans  le  numéro  cité. 

Ainsi,  nommant  w  l'angle  tabulaire  qui  aura  pour  sinus   ±  -7  (eu 

supposant  ce  sinus  positif)  et  v  l'exposant  du  rang  que  la  valeur  donnée 
de  X-  tiendra  parmi  toutes  celles  qui  répondent  à  la  valeur  trouvée 
de  ?^,  après  les  avoir  rangées  suivant  l'ordre  de  leur  grandeur,  à  com- 
mencer par  la  plus  petite,  on  fera 


suivant  que  v  sera  impair  ou  pair. 

Et,  pour  les  signes  de  ,x',  x" ,...,  on  les  déterminera,  d'après  ceux  des 
radicaux  R,  R',  R", . . . ,  par  les  formules 

rR  „  x'^' 


de  sorte  que,  comme  i—  q-x-,  i  —  q'-x"-,...  sont  des  quantités  toujours 
négatives,  ainsi  qu'on  l'a  démontré  dans  le  numéro  précédent,  il  est 
clair  que  les  signes  de  x' ,  x",  x'",...  seront  les  mêmes  que  ceux  de 
—  aîR.  .tRR',  — ajRR'R",...,  ou  (puisque  x^  est  positif)  de  — i,  R', 
-R'R",  R'R'R'",.... 

D'après  ces  déterminations,  on  aura  donc,  pour  la  valeur  de  l'arc 
hyperbolique  (en  changeant  le  signe  de  (p), 

-*''  -U    — i -r"  -L-    ' — s 'r'"  _J_  _L    _    _  ï     ï 


p'    \  2/'  2/j'^X2/>"'  ■■■  2jO'-X2/?"  =  ...X  2V-= 

D  /C         D  A 

—  cotcp-H    -H- —5-  +/    c?-(/smffl  +  g-sin=cp+...)cos(?; 


et,  comme  cette  formule  devient  nulle  lorsque  x  —  i  (ce  que  nous  allons 
démontrer),  il  s'ensuit  qu'elle  représentera  exactement  l'arc  hyperbo- 
lique pris  depuis  le  sommet  de  l'hyperbole,  et  qui  répondra  à  1' 
seisse  x  comptée  depuis  le  centre  sur  le  grand  axe. 

38. 


ih- 
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29.  Pour  voir  ce  que  cette  formule  donne  lorsque  x  —  i,  auquel  cas 
on  a  a;'=  oo  ,  il  faut  chercher  les  expressions  de  x",  ce'", . ..  '^  en  x',  et, 
pour  cela,  il  faut  commencer  par  chercher  celles  des  radicaux  R',  R",.... 
Or,  puisque  a  x  =  i  répond  x'=co  ,  il  est  d'abord  clair  que  dans  l'ex- 
pression de  x^  en  x'-  il  faut  donner  au  radical  R'  une  valeur  positive; 
ayant 

i  +  fl'^'-  — R' 


et     R'  —  \/{t—p'-x'-)[i  —  q''' 


on  aura ,  lorsque  x  =zc 


ip'q' 
de  sorte  qu'à  cause  àep'q'=  y^  la  valeur  de  x-  sera 


\ahp'--\-q'-  =  liP^—  2q^;  donc 


q 


Au  contraire,  puisque  à  a;'=ao  il  répond  aussi  x"=cc  ,  il  faudra, 
dans  l'expression  de  x"'^  en  x'^,  donner  au  radical  R"  une  valeur  néga- 

tive;  car,  en  prenant  sa  valeur  positive,  on  trouverait  aussi  x^  =  --jj, 
et,  par  la  même  raison,  il  faudra  prendre  négativement  les  valeurs  de 

tous  les  radicaux  suivants  R'",  R" 

On  aura  donc,  lorsque  x^i,  etx',  x",...  infinis, 


R' 

'    ^                 2p'q' 

R" 

=  —  p  a'  x"'  -+-  '- ;r^—  : 

R" 

,„   „.    ,„.       p""  +  q"" 
=  —  p  a'  x'"-  -+-  - — ,,,  „, 
r   1                  ip"'q"' 
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et,  ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  expressions 

„  x'  R'  ,,,  x"  R" 


I  —  q'''-x'-  i  —  q"''x"'' 

on  aura  (en  rejetant  les  termes  que  la  supposition  de  x' ,  x",...  infinis 
rend  nuls) 

„  P'    I 

X      :=  —  ^  X  , 

q 

^n,    _    f_      „  _  _  P'P"      , 

~  q"""  ^     q'q"^' 
,v_i^  ,„  _     p'p"p"'   , 

'^  q'"       ^       q'q"q"'^' 


,  .  y  p' p" p"'...r 

donc  aussi  g  =  —    ,,,  „, — r-- 
q'q"q"'...'s 

Par  conséquent,  à  cause  àa  p' q' :=  q'^ ,  p" q"  =^ q"- ,  p'" q" :=  q"- les 

termes  -i—x",    — -p-2 —    x'",...    deviendront > t-5---)  et  le 

2j»  -  ip'-x^p"'  2  4 

terme  — t^ — ^   „ '" — - — —/^  deviendra ,  en  supposant  S^a?'^'"''. 

2p'-X.2p"\..>C7.r-  2''-' 

D'un  autre  côté,  puisque  sinffii  =  -y)  on  a,  lorsque  |  =  co,  'f  =  o; 
donc 


donc,  comme 


costp I     j. p'p"...'r 

sincp       sintp  q'q"...^s'' 


D  =  B  X       ,    '^  ^  ,'"  ^\     ,  ,     et     ^r=V, 


ap^X  ap'^  .  .  X  2'/' 


D  Bx' 

—-  cet  CP  =  — 


îp-X2''-' 


La  formule  du  numéro   précédent  deviendra  donc,  par  ces  substi- 
tutions, 

B^'  /il  I     \        Bx'       i 


P'  \         2        4       ■■■       a/'-i  )         2/)'   2/'-' 
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dont  la  valeur  esl  évidemment  nulle,  puisque 


30.  Au  reste,  pour  éviter  l'embarras  que  peuvent  causer,  dans  le  cal- 
cul de  la  longueur  des  arcs  hyperboliques,  les  valeurs  fort  grandes  des 
quantités  x  ,  x" ,...  près  du  sommet  de  l'hyperbole  où  x  diffère  peu  de  i , 
on  peut  employer  la  transformation  indiquée  dans  le  n"  16,  par  le  moyen 
de  laquelle  la  différentielle  à  intégrer  se  trouve  réduite  à  une  autre  de  la 
même  forme,  mais  dont  la  variable  sera  renfermée,  pour  toute  l'étendue 
de  l'hyperbole,  entre  o  et  i. 

Pour  cet  effet  on  fera  ,  dans  les  formules  du  numéro  que  nous  venons 
de  citer,  j  =  a;,/=  i,/?  =  e,  q  =  i\  et  prenant  les  signes  inférieurs,  on 
aura,  pour  la  nouvelle  variable  u,  l'expression 


Jii  —  é-x-){i  —  x'^)        J(e''-x-—\](x'^—  i)        ,  /  X-—1 
e'x- — I  e-x- — I  V   e-x-  —  i 

qu'on  voit  être  égale  à  zéro  lorsque  .r  =  i,  et  égale  à  -  lorsque  x  —  v2\ 

de  soi'le  que  la  valeur  de  u  commencera  avec  l'arc  hyperbolique  et  ira 

ensuite  en  augmentant  avec  lui  jusqu  au  maximum  u  =  -,  quirepondra 
a  la  branche  infinie  de  l'hyperbole. 
Par  cette  substitution,  la  différentielle 


sera  transformée  en 


[é'x'^  —  I  )  dx 
\  —  e'^x-){  I  —  .: 

'?  —  i)  du 


y/(  I  —  e^u-){i  —  u^ ) 


Q.Qdt, 


en  supposant  que  la  fonction  e-x-—  i  devienne  P  -i-  Q  \/s'^  —  l\t,  par  la 

substitution  de —  à  la  place  de  j"^,  et  faisant  i  =  xu, .?  =  i  -f- e'-t, 

à  cause  de  /=  i  et  F  =  o;  ce  qui  donnera  Q  =  — ,  et  par  conséquent 
2Qdt  ^=e-d(xu). 
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Ainsi,  l'arc  hyperbolique  répondant  à  l'abscisse  x  sera  égal  à  la  quan- 
tité algébrique 

e-x  \Jx-  —  I 


moins  l'intégrale  de 


(i  —  e'^u})du 

y/(  I  —  e^  M-  )  (  I  —  M^  ) 


prise  depuis  a=  o.  Et  il  est  évident  que  cette  différentielle  rentre  dans 
le  cas  de  celle  de  l'arc  elliptique,  dont  nous  avons  donné  l'intégrale 

dans  le  n°  23;  car  si  l'on  fait  m=  -i  elle  devient 

e 


V< 


-.>")  i-^ 


en  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  supposer  dans  les  formules  de  ce  numéro 

A  =  -)      B= 5      p:=i,     (7=-5      X  ^  y  ^^  eu , 

et  prendre  l'intégrale  depuis  y  =  o  jusqu'à  y  —  i  pour  toute  la  longueur 
de  l'arc  hyperbolique. 


A  l'égard  de  la  partie  algébrique  —  ^  il  n'est  pas  difficile  de 

ijé-x'  —  I 

voir  qu'elle  représente  la  tangente  à  l'hyperbole  prise  entre  le  point  de 
contact  et  la  rencontre  de  la  perpendiculaire  menée  du  centre  de  l'hy- 
perbole sur  la  même  tangente;  car  la  partie  de  la  tangente  prise  entre  la 

courbe  et  l'axe  est  ^^— ^^ ^-^ ' ,  et  la  partie  entre  l'axe  et  la  perpen- 

diculaire  est     ^  -■,  dont  la  somme  est      -*— 


xyje'-x- — I  sl(i'x'-—i 

Ainsi ,  l'intégrale  de 

(i  — j-)rfr 


V 


(l-r)(l-  ^ 
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exprimera  proprement  la  différence  ou  l'excès  de  la  tangente  prise  entre 
la  courbe  et  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  l'arc  hyperbolique 
qui  répond  à  cette  tangente. 

31.  Nous  avons  employé  jusqu'ici,  pour  la  rectification  de  l'ellipse  et 
de  l'hyperbole ,  les  transformations  qui  servent  à  augmenter  l'inégalité 
des  facteurs  sous  le  signe;  nous  allons  maintenant  faire  usage  de  celles 
qui  diminuent  cette  inégalité,  et  que  nous  avons  exposées  dans  le  n°  11 
et  les  suivants,  et  nous  les  appliquerons  d'abord  en  général  à  la  formule 


[A  -^Bx'')dx 


^/{i—p'x-'}(i  —  q'x'-) 


On  fera  donc 


P- 


^-— -t,  q  =  s/pq, 


p=  ^  ^      q^^^lpi' 


,    , ^q^X'  +  i  —  R        „   , "g^*:r'-(-i  —  ^R 


2  y 
en  supposant 


^  =  ^{i  —  p-'-x-')(\  —  q^x'-),      'R=  (^(i-y^'jfi^- Y'jr=),...,. 
ce  qui  donnera 


X  =    : ; 1  X^   r; ;; 

I  —  ^Q'  x^  I  —    a'   x' 


et,  par  le  n°  13, 


X  R  ,  \r  "R 

-— — -,  ^X^   r— — : 

^q'^x^  I  —  'q' 

dx       d^x d ":r 


x'  dx        dx        (  I  —  2.^p^  ^x^)  d^x 


où  les  nouvelles  variables 'ic,  "a?,...  seront  nécessairement  réelles,  ainsi 
que  les  quantités  radicales  'R,  ''R,...  {n°  12). 
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Ainsi,  la  différentielle jj- — —  deviendra  successivement 


(^A  + 

'B  'x' 
R 

M_ 

V 

+ 

Yidx 

("A  + 

"B  \v'' 
»R 

■K 

"^ 

+ 

Brte 

+ 

'Yid'x 

("A+^ 

"B™^= 
"R 

)J1 

''x 

-1- 

B</x 

+ 

"9' 

+ 

™5= 

'.r 

et  ainsi  de  suite,  en  faisant,  pour  abréger, 

A=:A—    T— 5  A=A—    -:;— 5  A  =     A  —   -sr^,  5  •  ■  •  î 

î'  ^-  5- 

>B  =  Be^,        "B  =  ^B^,        ™B  =  »b4^,.... 

De  sorte  que  si  ^  est  un  terme  quelconque  de  la  série  œ,  'x,  V,..., 
^'  le  terme  qui  le  précède  dans  la  même  série,  et  r,  s  les  deux  termes 
correspondants  des  séries/»,  'p,  "/?,...,  q,  'q,  "q,..,  r',  s' les  termes  qui  les 
précèdent,  la  différentielle  proposée  sera  transformée  en  celle-ci 

dans  laquelle  on  aura 

_        .         B   /        2'p-       2  '»-  X  2  '"p-  2  '»^  X  2  "n2  X  ...  X  3  f '' 


q-  \  q'  q'  q-  q'  q'...s- 

p  ^  g  -.^  3  >^  X  2  Y-  X  2  >'  X  ...  X  2  r' 

32.  Pour  l'ellipse,  on  fera,  comme  dans  le  n"  23,  A—  i,  B  =  — e^ 
jD  =  I ,  ^  =  e  <; I ,  et  les  nombres p,  p,  'p, ...,  r;  q,  'q,  "q,...,  s  formeront 
donc  deux  séries,  la  première  descendante  depuis  l'unité,  et  la  seconde 
ascendante  depuis  la  valeur  de  l'excentricité,  lesquelles  se  trouveront 
toujours  séparées  par  un  intervalle  qui  ira  en  diminuant  de  plus  en  plus, 
IL  3q 
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en  sorte  que  les  termes  rets  seront  renfermés  entre  i  et  e  et  approche 
ront  d'autant  plus  de  l'égalité  que  le  nombre  des  termes  qui  les  pré- 
cèdent sera  plus  grand. 

Et  il  est  facile  de  se  convaincre  par  le  calcul  que,  quelque  petite  que 
soit  la  valeur  de  e,  peu  de  termes  suffiront  pour  rendre  les  valeurs  de  r 
et  s  presque  égales. 

Or,  dans  l'ellipse,  on  a  a;-=  ou  <^i;  donc  'q-x'-  sera  <;i;  en  sorte  que 
i  —  'q-x^  sera  >o;  mais  {i  —  'q''x^)-  =  'R.--h{p—q)-x-,  comme  on  peut 
s'en  convaincre  par  le  calcul,  à  cause  àe'q^  =  pq;  donc/i  — '^^a7^>R, 

et  q^  X- -h  a. -iC i ;  ainsi,  comme  x- —  -^ r— ,  on  aura 

,  , ,    ,       'q'x^  -I-  I  —  R   ^  'q-j;'  +  i  +  R 

^p-  V-  ^  ~ <;  -3 <;  I . 

D'où  l'on  voit  que  'q'^x^  étant  <  i ,  on  aura  nécessairement  p-  a;-  <  i , 
et  cela,  soit  qu'on  prenne  dans  la  valeur  de  'x-  le  radical  R  positif  ou 
négatif. 

Or,  ''q-  étant  <  '/j'^,  on  aura  donc  aussi  ''q'-'x-<ii,  et  de  là  on  trou- 
vera, par  un  raisonnement  semblable,  '"/>-"a;-<i,  et  ainsi  de  suite.  Donc 
r-|-<i,  et  à  plus  forte  raison  5^ ^''<i. 

On  pourra  donc  supposer  rS  =  sinç,  ce  qui  changera  la  différentielle 


{i~r'l^){i-s'l^ 


en  ceiie-ci 


D    .   ,    \    ,  fC        J)\    d<D         D 

—  sin'cp    ao  — I — -    — cosffif/Q 

r^  ^ I      ^    \ /■        r'/  cosip        r^ 


qui  sera,  comme  on  voit,  toujours  plus  petite  que 
'C      I)\    ûfip         D 


I  -I- 


■  coscB  d(o, 
r' j   coscp        r' 

dont  l'intégrale  est 

log  tang  (  45°  H-  -  cp ^^  sin  cp. 
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De  même,  en  faisant  s'ê.=^'^,  on  aura  la  Iransformée 

/C       B    d^        D  .    ,   ,, 

\  5       s'  cos  i|;       «'        '     ^ 


/■ 


lang^  4' 


qui  sera  par  conséquent  plus  grande  que 

C       ï)\    d^h         D        ,    ,, 

1 '-r COS  01  au;, 

s        s'  j  cos  ^       s^ 
dont  l'intégrale  est  pareillement 

— I-  —    log  tang  I  45"  4-  -  di sin  d/. 


De  sorte  qu'on  aura  parce  moyen  deux  limites  entre  lesquelles  la  valeur 
de  l'intégrale  de  la  différentielle  en  question  sera  nécessairement  ren- 
fermée, et  qui  seront  d'autant  plus  resserrées  que  les  coefficients  ?-  et  s 
seront  moins  inégaux. 

Mais,  pour  avoir  une  intégrale  plus  approchée,  on  emploiera   les 

séries,  et  pour  cet  effet  il  sera  à  propos  de  faire  £i/ =  sin<p,  ce 

qui  réduira  la  différentielle 

a  cette  forme 

—  +  y  C0S9)  do 


v'(i  —  aHang*B) 
en  supposant 


=w^ 


'"      ''       ^       -  ■   '      -         .D(-^^-„-]    ,     y  =  -D 


Or,  le  coefficient  a^  étant  fort  petit,  on  pourra  réduire  en  série  le 


radical  sji  —  a-  tang"*©;  de  sorte  que  la  différentielle  deviendra 

I  — ■ -1-  V  fosfo  1   I  I  -I lanffVo  -I r  tane-'m  -f = — -  — -o 

39 


,  ,  ycosç)  (iH tang^ffl  +  -^tang'cp  +  "",  ".  tang"m  -)-. . .  \d(D, 

\  cos  CD       '        ^/\         2        ^  ■        2,4  2.4.6       °^  j    ^ 
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laquelle,  à  cause  de 

lang"9 
cos(p    =  '  t^ngy  +  tang"'+=cp  )  costp, 

est  réductible  à  cette  forme  plus  simple 

-^^[y  +  -(P  +  y)tang'cp4--(3tang'cfH-^((3-i-y)tanê''ci. 

3<3!'  „          .„          3.  Sa"  ,  „  ,  I  , 

+  ■ — ^ptang'°9  -\ y--,  (p  -+-  y)tang'-cB. . .     coscpao), 

et  aura  pour  intégrale 


«logtang  (45°+  -) 

+  ((3  +  7  —  «  H-/tang=cp  H-g-tang*(p  +  Atang^o)  -1-  (tang'9  +. .  .)sinc 

en  faisant 

o        3a^,-  ,  3.5  a- _        3. 5. 73  a', „ 

^3^3«;  3^9^3^ 

2.4.6.02.4  2.4.6.6.10  2.4.6^'^       " 

^       ^  °^'  ir:,  X         5  «'  o  5.7     3  a" ,  „ 


I  a- „         7     3  a' 
4:614' 


6-7Tp-7^:rT(P  +  y)- 


A  =  ^^(PH-v)-..., 


33.  Cette  expression  n'est  sujette  à  aucune  ambiguïté  de  la  part  de  la 
valeur  devp,  car  on  voit  qu'elle  demeure  la  même  en  augmentant  ou 
diminuant  9  d'un  multiple  quelconque  de  la  circonférence,  et  si  l'on 

voulait  mettre  iSo^drip  à  la  place  de  9,  alors  tang  (45"  4-  -)  devien- 
drait négative,  et  son  logarithme  imaginaire;  c'est  pourquoi  il  faudra 
toujours  prendre  pour  (p  l'angle  tabulaire  qui  répond  au  sinus  r^. 

A  l'égard  des  radicaux  'R,  "R,...,  on  pourra  les  prendre  à  volonté 
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positifs  ou  négatifs;  seulement,  il  faudra  avoir  soin  de  donner  ensuite 
aux  quantités  'x,  "a;,...  les  signes  convenables  d'après  les  formules  du 
n"  31.  En  prenant  ces  radicaux  positivement,  toutes  les  quantités  'a-, 
''x,...,  'S,  seront  positives  et  deviendront  nulles  lorsque  iP  =  o,  comme 
on  le  voit  par  les  formules  du  numéro  cité;  on  aura  donc  aussi  (o  =  o 
lorsque  x  =  o;  et  comme  l'intégrale  précédente  devient  aussi  nulle  dans 
ce  cas,  on  aura  donc,  pour  l'arc  elliptique  répondant  à  l'abscisse  x  prise 
depuis  le  centre  de  l'ellipse  sur  le  grand  axe,  cette  expression  complète 

; —    -^  +  -^  -^  -t-    — ^. — 5^ — ~  V  H-  ...  H i-- — —^ £' 

+  alogtang  (45°+  -  j  ((3  +  y  —  a  -l-/tang'(p  -t-  g-tang'œ  +  . .  .)sincp. 

Pour  avoir  le  quart  entier  de  l'ellipse,  on  fera  a;  =  i,  ce  qui  donne 

K  =  o  et  a;,  =  ^  .  „    -,  donc  p-  x-  = <;  i  ;  et  de  même  les  autres 

■2  p-  ^  a 

quantités  "jD-"a?^,...  seront  de  plus  en  plus  au-dessous  de  l'unité,  ce 

qu'on  peut  démontrer  généralement  ainsi. 

Puisque    'p^  'x^  —  ^ et    "q-  ;r^  <  i  —  R ,    on    aura   (  32  ) 

'jo^'a7^<i  — R;  maisR>i— jo^a?^,  à  cause  de/?->^^;  donc  y-\T-<C^p'-x'-; 
et  de  la  même  manière  on  prouvera  que  y-  ''x- <^'p^  'x^ , . . .  ;  de  sorte  que 
les  quantités  px,  'p'x,  ''p^'x,...,  rS,  formeront  une  série  décroissante. 
Ainsi,  lors  même  que  px  =  \,  la  valeur  de  r^  sera  toujours  moindre 
que  I ,  par  conséquent  l'angle  ip  sera  moindre  que  90  degrés,  et  d'autant 
moindre  que  le  terme  r^  sera  plus  éloigné  àe px;  ainsi,  on  n'aura  jamais 
à  craindre  que  l'expression  précédente  contienne  des  termes  infinis  et 
devienne  par  conséquent  fautive. 

34.  Pour  l'hyperbole,  on  fera,  comme  dans  le  n"  27, 

A  =  —  I,     B  =  e',     ^  =  e->>i,     q  =  i. 

Ainsi,  les  nombres  jo,  'p,  ''p r  iront  en  diminuant  depuis  la  valeur 

de  e,  et  les  nombres  q,  'q,  "y,...,  s  iront  en  augmentant  depuis  l'unité, 
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en  sorte  que  ceux-là  s'approcheront  de  plus  en  plus  de  ceux-ci,  mais  en 
demeurant  toujours  plus  grands;  cependant  la  différence  sera  bientôt  si 
petite,  qu'on  pourra  regarder  r  et  «  comme  presque  égales. 

Maintenant,  on  a  dans  l'hyperbole  a;^=  ou  >i,  donc  "y'^a;^— i>o; 
par  conséquent,  puisque  {'q- x^  —  i)- =  'R- -h  (p  —  q)- x^,  on  aura 
"9''-a7-— i>R   et  H-R<'^-a:;^. 

Or 

,   , ^q^x--\-i  —  R  {'q'x'-hiY — R-     2X^ 

~  2'/?'-  ~  2'/j={'g=.r=-4- i+R)  ""  '7=x=+ n- r' 

à  cause  de  Çq-x--^if  —  'R-={p-hqfx'^=/i'p-x-;  donc  'it;->^-^,  et 

par  conséquent  'q^'x-'^i.  Et  cette  même  conclusion  aurait  lieu  à  plus 
forte  raison  en  donnant  au  radical  R  une  valeur  négative,  puisque  alors 
la  valeur  de  'x-  en  deviendrait  plus  grande.  Ayant  donc  'y- V->i,  on 
aura  aussi  ''q^'^'x^^i,  et  de  là  on  prouvera  par  un  raisonnement  sem- 
blable que  '"q-  ™^-  >  i ,  et  ainsi  de  suite. 

Donc  en  général  5^  2-  >  i ,  et  à  plus  forte  raison  r^S"  >  i . 

On  pourra  donc  supposer  r'i  =  -. —  ou  s'S.  =  —. — r:  et  l'on  trouvera, 

comme  dans  le  n"  32,  que  la  différentielle 

sera  renfermée  entre  ces  deux-ci 

D      \    rfcp  /C  J)      \    dûj 


D 


dont  les  intégrales  sont 

n\  / 

log  tang    45"  — 


r'  smo 


et 


;tang(45"-|)+^. 
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Mais,  pour  avoir  une  intégrale  plus  approchée,  on  fera 


■s' I 

sine 
et  la  différentielle    • 


V 


(C  +  Dg')</g 

deviendra  par  cette  substitution 

—^ h  ' .   ,        d(D 

C0SC9         sin-Q  /     ^ 


^' 


en  conservant  les  valeurs  de  ce,  jS,  y  du  n"  32.  Ainsi,  puisque  rx'  est  une 
quantité  fort  petite,  on  pourra  réduire  en  série  le  radical,  ce  qui  donnera 
cette  transformée 


y  cosipX  /         I     a=  1.3      oc'  1.3.5 


do, 


coscp        sin-cp  /  \        2  cos'cp       2.4'COS''<p       2.4.6  cos'^a 

laquelle  peut  être  changée  en  celle-ci 

&d(a        j  a.'-  &  +  y        a-       S  3a<  S  +y 

—  •!——!-  +    y  ces©  H '- 1- 1 7  ^- '- 

COS9        \  2   cos'9        2  cos°<p       2.4  cos'9 

_  3a^       (3  3.5a'=  p -h  y  _ 

2.4  cos'cp       2.4.6  cos"o 

dont  l'intégrale  sera  de  la  forme 

«logtang  45°  — —  |  —  ( S  +  y—  a J^ 1 ^ 1 —       .... 

\  2/      \'       '  cos'cp      cos^cp      CCS"  03      cos^'a)         /sint 

en  conservant  les  expressions  des  quantités  a,f,  g,  h,...  données  dans 
le  n°  32. 

35.  Comme  l'arc  hyperbolique  ne  commence  qu'au  point  où  x  =  i,  il 
faudra,  pour^voir  la  valeur  exacte  de  l'arc  qui  répond  à  une  abscisse 
quelconque  x,  retrancher  de  l'intégrale  la  valeur  qui  répond  a  x  =  i. 
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Ainsi,  en  supposant 


+  «logtang(45° '     —    S  +  y  — «  — 

\  2/       y       '  C0S-9       cos'cp       cos'o 

t^t  nommant  K  la  valeur  de  X  lorsque  x  y  devient  égal  à  i ,  on  aura  X— K 
pour  l'expression  complète  de  l'arc  hyperbolique  qui  répond  à  l'ab- 
scisse X  prise  depuis  le  centre  sur  le  grand  axe. 

Quant  à  l'angle  '^ ,  on  prendra  celui  qui  dans  les  tables  répond  au 
sinus  -  et  comme  nous  avons  vu  que  r-P  et  s'-'^-  sont  ton- 

jours  >i,  il  s'ensuit  que  cet  angle  sera,  dans  tous  les  cas,  moindre  que 
90  degrés,  en  sorte  que  lang(45°  —  ^J  etcosm  ne  seront  jamais  nuls. 

Pour  les  radicaux  'R,  "R,...,  il  sera  libre  de  les  prendre  positivement 
ou  négativement,  pourvu  qu'on  ait  soin  de  donner  les  signes  conve- 
nables aux  quantités  'œ.  ''x d'après  les  formules  du  n"  31.  Mais,  en 

les  prenant  tous  négativement,  on  aura  l'avantage  que  les  valeurs  de 
\v-,''x'^,...  seront  plus  grandes,  et  qu'ainsi  l'angle  ©  sera  moindre;  de 
plus,  les  valeurs  de  'x,  ''x,...,  ^  seront  alors  toutes  positives,  puisque 
I  —  'q-  'x-,  I  —  "^■-  "a?-,...  sont  nécessairement  négatives. 

On  pourrait  enfin   faire  servir  aussi  pour  l'hyperbole  les  résultats 

trouvés  précédemment  pour  l'ellipse,  en  employant  la  transformation 

indiquée  dans  le  n"  30;  il  n'y  aurait  pour  cela  qu'à  faire  dans  la  formule 

générale  du  n"  33 

A  =  i,     B  =  -i,     p  =  i,     q=^, 
e  e       '^  ^        e 

et  mettre  au  lieu  de  x 


Cette  formule  donnerait  alors,  pour  une  abscisse  quelconque  .r,  l'excès 
de  la  tangente  prise  entre  la  courbe  et  la  perpendiculaire  menée  du 
centre  sur  l'arc  hyperbolique  qui  répond  à  cette  tangente. 
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SUR  LES 


COURBES  TAUTOCHRONES 


(*) 


[Mémoirei  de  V Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
*  ^eW?>?,  t.  XXI,  1765.) 


On  appelle  en  général  courbe  taiitochrone  une  courbe  telle,  que  si  un 
corps  se  meut  le  long  de  sa  concavité,  soit  en  montant,  soit  en  descen- 
dant, il  emploie  toujours  le  même  temps  à  parcourir  un  arc  quelconque 
pris  du  point  le  plus  bas. 

M.  Huygens  ayant  démontré,  dans  son  fameux  ouvrage  intitulé  :  Uow- 
logium  oscillatorium ,  que  la  cycloïde  était  la  tautochrone  des  corps 
pesants  dans  le  vide,  cette  découverte  excita  la  curiosité  des  Géomètres, 
et  les  engagea  à  chercber  une  métbode  directe  et  analytique  pour  ré- 
soudre le  Problème  du  tautoclironisme  dans  une  bypotbèse  quelconque, 
Problème  qui  est  peut-être  un  des  plus  curieux  et  en  même  temps  des 
plus  difficiles  de  la  Mécanique. 

MM.  Jean  Bernoulli  et  Euler  se  sont  particulièrement  appliqués  à  cette 
recherche,  et  ont  donné  presque  en  même  temps,  l'un  dans  les  Mémoires 
de  r Académie  des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  1730,  et  l'autre  dans  le 
tome  IV  des  Commentaires  de  l'Académie  de  Pétersbourg,  et  ensuite  dans 
le  second  volume  de  sa  Mécanique,  des  méthodes  très-ingénieuses  pour 
déterminer  les  tautocbrones  dans  un  milieu  résistant  comme  le  carré  de 
la  vitesse,  et  dans  quelque  hypothèse  de  pesanteur  que  ce  soit.  Ces  mé- 
thodes, qui  sont  les  mêmes  quant  au  fond,  consistent  à  faire  en  sorte 

(')  Lu  dans  l'Assemblée  du  4  mars  1767. 
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/'  dx 
—  devienne  égale  à  une  fonction 

de  dimension  nulle  de  deux  quantités  quelconques,  l'une  constante  A  et 
l'autre  variable  X,  telles  qu'en  faisant  X  =  A  on  ait  le  temps  total  depuis 
le  commencement  du  mouvement  jusqu'à  sa  fin.  Car  alors  la  quantité  A, 
qui  dépend  de  l'arc  total  que  le  corps  doit  parcourir,  s'évanouit  néces- 

sairement  de  la  formule  /  — ^  lorsque  X  =  A,  et  par  conséquent  l'ex- 
pression du  temps  se  trouve  entièrement  indépendante  de  la  longueur  de 
cet  arc.  Or,  pour  cela  il  sutfit  que  la  quantité  différentielle  —  soit  elle- 
même  une  fonction  de  dimension  nulle  de  X  et  de  A,  comme  par  exemple 

dV 
,  et  d'autres  semblables;  condition  à  laquelle  il  n'est  pas  difficile 

de  satisfaire  lorsqu'on  peut  avoir  l'expression  de  la  vitesse  u,  ce  qui 
arrive  quand  la  résistance  est  nulle  et  quand  elle  est  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse;  mais  il  n'en  est  pas  tout  à  fait  de  même  dans  les 
autres  cas  où  l'équation  en  u  n'est  point  intégrable.  Aussi  les  deux 
grands  Géomètres  dont  nous  venons  de  parler  n'ont-ils  considéré  d'autres 
hypothèses  de  résistance  que  celle  du  carré  de  la  vitesse,  et  M.  Fontaine 
est  le  seul  qui  ait  fait  jusqu'ici  quelques  pas  de  plus  dans  cette  recherche. 
Sa  méthode  est  fondée  sur  un  calcul  particulier  qu'il  a^^eW^  Jluxio-diffé- 
rentiel  et  qui  consiste  à  faire  varier  les  mêmes  quantités  de  deux  ma- 
nières différentes;  et  l'on  peut  regarder  l'ouvrage  qu'il  a  donné  sur  cette 
matière  comme  un  des  plus  beaux  qui  se  trouvent  parmi  les  Mémoires 
de  r Académie  des  Sciences  de  Paris,  et  surtout  comme  celui  qui  a  le  plus 
contribué  à  la  célébrité  de  cet  illustre  Mathématicien. 

Mais,  quelque  profonde  et  quelque  ingénieuse  que  soit  celte  nouvelle 
théorie  des  tautochrones,  il  faut  avouer  qu'elle  laisse  encore  beaucoup  à 
désirer.  Lorsqu'il  n'y  a  point  de  résistance,  et  que  par  conséquent  la 
force  accélératrice  du  corps  est  entièrement  indépendante  de  la  vitesse, 
on  sait  depuis  longtemps  que  le  tautochronisme  exige  que  cette  force 
soit  proportionnelle  à  l'espace  qui  reste  à  parcourir.  Mais  quelle  est  en 
général  la  force  nécessaire  pour  produire  le  tautochronisme,  en  la  regar- 
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dant  comme  une  fonction  quelconque  de  l'espace  et  de  la  vitesse?  Voilà 
le  Problème  qu'il  faut  résoudre  pour  avoir  une  théorie  générale  et  com- 
plète des  tautochrones.  M'étant  occupé  de  ce  Problème,  voici  la  solution 
que  j'en  ai  trouvée,  et  qui  est,  si  je  ne  me  trompe,  générale  et  nouvelle. 

Solution  du  Problème  des  tautocf/rones. 

Soient  u  la  vitesse  du  corps  en  un  point  quelconque  de  la  ligne  qu'il 
décrit,  p  sa  force  accélératrice  dans  ce  point,  x  l'espace  qu'il  a  encore  à 
parcourir,  et  a  l'espace  total  depuis  le  point  d'où  le  corps  est  parti  jus- 
qu'à celui  où  il  doit  arriver;  on  aura,  comme  on  sait  (à  cause  que, 
.X  croissant,  u  diminue),  l'équation 

udu  -\-  pdx  =  o. 

Et  le  temps  que  le  corps  doit  employer  à  parcourir  l'espace  x  sera 

rdx 
exprimé  par  I  — ;  de  sorte  qu'en  faisant,  après  l'intégration,  x  =  a,  on 

aura  le  temps  total  depuis  le  commencement  du  mouvement  jusqu'à  la 
fin.  Or,  ce  temps  doit  être  indépendant  de  l'espace  parcouru  a,  par  la 

rdx 
—  soit  telle,  qu'en 

faisant  x:^a,  a  s'évanouisse  entièrement. 

Soient  X  une  fonction  quelconque  de  x,  et  A  une  pareille  fonction  de  a; 
il  est  clair  que  la  condition  dont  il  s'agit  aura  lieu  si,  en  faisant  X  =  zA, 
et  substituant  la  valeur  de  x  tirée  de  cette  équation  dans  la  formule 

1  cette  substitution  y  fait  disparaître  la  quantité  a  et  la  réduit  à 


/ 


n'être  qu'une  fonction  de  :;;  car  alors  la  supposition  de  a?  =  a  donnera 

/'  dx 
—  aura  dans 

ce  cas  une  valeur  déterminée  et  indépendante  de  a.  Donc,  si  l'on  diffé- 
rentie  cette  formule  en  faisant  varier  x  et  a,  qu'ensuite  on  suppose 
dx  =  X'dX,  da  =  A'dA  (X'  étant  une  fonction  de  X  ou  x,  et  A'  une 
pareille  fonction  de  A  ou  a),  et  qu'on  mette  à  la  place  de  d\  sa  valeur 


320  SUR  LES  COURBES  TAUTOCHRONES. 

Xdz  -^  zdk,  il  faudra  que  le  coefficient  de  dk  soit  égal  à  zéro.  Cela 
posé,  comme  la  vitesse  u  doit  dépendre  des  deux  quantités  x  et  a,  sup- 
posons qu'en  les  faisant  varier  toutes  deux  en  même  temps  on  ait  la  dif- 
férentielle 

du  =1  Ç  dx  -\- Ç)  da,  ' 

il  est  clair  qu'on  aura  d'abord,  en  vertu  de  l'équation  udu  -^- pdx  =  o, 

u 

rdx 

ensuite  la  différentielle  de  /  —  sera,  dans  la  même  supposition, 

dx       ,    rodx 

da  \  — -; 

u  J      u- 

laquelle,  en  faisant  les  substitutions  convenables,  c'est-à-dire  en  met- 
tant X!  {kdz  -1-  zdk)  au  lieu  de  dx,  et  K' dk  au  lieu  de  da,  deviendra 


f- 


u-    I 
Donc  il  faudra  que  l'on  ait 

X'z      .,  rç^dx 

A'  I  -—  o  ; 

u  J         M- 

c'est-à-dire,  en  remettant  pouri;  sa  valeur  '—^  et  faisant,  pour  plus  de  sim- 
plicité, XX' ==?  et  A  A' =  «, 

l        rQdx 

u  J      W 

D'où,  en  faisant  varier  x  seul,  on  tire 

^ ud'^  —  Idu 

adx 

et  mettant  pour  — -  sa  valeur  P,  ou  bien  —  E--, 


dx 


ud'i      pi 
„  dx         u 
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De  sorte  que  la  valeur  complète  de  du  sera  en  général 

pdx       lud\       pi, 


du  = ,    ,     , 

dx 

I  étant  une  fonction  quelconque  de  x,  et  «  une  pareille  fonction  de  a. 
Maintenant,  soit  R  le  facteur  composé  de  x  et  de  u,  qui,  multipliant 

l'équation 

,        pdx 

du  -+-  >- —  =0, 


dans  laquelle  a  est  supposé  constant,  la  rendrait  intégrable,  il  est  évi- 
dent que  ce  même  facteur  étant  regardé  comme  une  fonction  de  u,  x  e\  a 
doit  aussi  rendre  intégrable  l'équation 

,         pdx       l udl       pl\  da 
u  \  dx  u  I    a. 

donc  il  faut  que  l'équation 

.,  ( ud^    ^    p'é^\  I  udu  +  pdx       da 


dx  u  j  [    u-d'i 

soit  intégrable;  et  comme  le  terme  —  est  une  fonctiou  de  a  seul,  et  que 
les  termes  ^Vît — ^-—  ne  contiennent  point  a,  mais  seulement  x  et  il,  il 

s'ensuit  :  1°  que  le  multiplicateur  commun  R  [-j-^  "^1  ^^^^  ^'''*^'  ^"*^' 
quantité  constante,  c'est-à-dire  que  R  doit  être  réciproquement  propoi- 

1    -      "t?H  P2  n  .1  L-c-    Udu+pdx    j     .. 

tionnel  a  -r-^  +  ^-^;  2"  que  par  conséquent  la  quantité  -^-r-. —  —  doit 

-dT-^P^- 
être  une  différentielle  complète  de  x  et  de  u. 

Soit 

u'dP 
^^/'^  =  '' 

ce  qui  donne. 


P  =  ï' 


r       u^  d 'i 


\        \dx 


4i 
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et  l'on  aura  la  transformée 

E,udu  —  w'  d'E,       dx 

Ir  l  ' 

laquelle,  en  faisant  c-  =  j,  se  changera  en  celle-ci 
u-  dr       dx 

Or,  comme  £  est  une  fonction  de  x,  il  est  visible  que  cette  quantité  ne 
saurait  être  une  différentielle  complète,  à  moins  que  —  ne  soit  une  fonc- 
tion de  y  seule. 

Donc,  si  l'on  dénote  par  cp  (y)  une  fonction  quelconque  dey,  il  faudra 

que  l'on  ait  r=  u^(û{y),  c'est-à-dire,  à  cause  de  j=  7?  r—  ir<p  i^\  ■ 
Donc,  en  substituant  cette  valeur  de  r  dans  l'équation  p  =  j  — ?77"     *^" 


L     ?  ^dxj 


Telle  est  l'expression  générale  de  la  force  accélératrice  nécessaire 
pour  le  tautochronisme ,  où  S,  peut  être  une  fonction  quelconque  de  x. 


et  ip  (  p-  )  une  fonction  quelconque  de  r-  • 

Remarque.  —  La  solution  précédente  est  fondée  sur  cette  considéra- 

/dx 
—  doit  devenir  une 

fonction  de  la  seule  variable  z.  Soit  donc  II  (z)  cette  fonction;  on  aura 
en  général 

^dx 


r- 


—  n{z)-^c, 


/dx 
—  soit  nul  lorsque  x  =  o.  Or, 

puisque  X  est  une  fonction  quelconque  de  x,  supposons  qu'elle  devienne 
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égale  à/quand  x  =  o;  et  l'on  aura  dans  ce  cas  ^  =  4-'  ''^"^  •'  f-'i"^''"' 


que 

„(/)..= 

et  par  conséquent  que 

—  {i 

de  sorte  qu'on  aura 

/ 


!L^  =  n,.,-nm. 


/dx 
—  contiendra  nécessairement  la  quan- 
tité A,  à  moins  que /ne  soit  égal  à  zéro.  Donc  il  faut,  pour  l'exactitude 
de  la  solution,  que  la  fonction  X  soit  telle  qu'elle  s'évanouisse  lorsque 
,r=o;  et  comme  ^  =  XX',  il  faudra  aussi  que  la  quantité  2  devienne 
nulle  dans  le  même  cas. 

Exemple.  —  Supposons 

\^  j       ''        °  u  h' 

f,  g,  h  étant  des  constantes  quelconques,  nous  aurons 
Soit  ^  —  TT-f-  =  k,  en  sorte  que 

p  =z  ll'^  -\r  gU  +  /(ll\ 

et  l'on  trouvera  par  l'intégration 

C  étant  une  constante  arbitraire  qu'on  déterminera  par  la  condition  que 
^  =  o  lorsque  x  =  o  (Remarque  précédente)-,  de  sorte  qu'on  aura 

C-      f 

4.. 
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et  par  conséquent 

On  voit  par  là  que  pour  que  le  tautoclironisme  ait  lieu  dans  un  milieu 
dont  la  résistance  serait  en  général  —  gu  —  ku^,  il  faut  que  le  mobile 

soit  sollicité  par  une  force  proportionnelle  à  Ç,  c'est-à-dire  à  — j — 5 
x  étant  l'espace  à  parcourir. 

Si  ^  =  0,  c'est-à-dire  si  la  résistance  du  milieu  était  simplement  pro- 
portionnelle à  la  vitesse,  on  aurait  (en  supposant  k  infiniment  petit)  la 
force  proportionnelle  à  x;  et  il 'en  serait  de  même  si  la  résistance  était 
tout  à  fait  nulle.  Ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs. 

Au  reste,  ces  cas  sont  les  seuls  où  l'on  ait  pu  jusqu'ici  déterminer  les 
lois  du  tautochronisnie;  notre  méthode  donne,  comme  on  voit,  le  moyen 
d'étendre  cette  recherche  aussi  loin  qu'il  est  possible. 

Corollaire  I.  —  C'est  une  chose  digne  de  remarque  que  l'expression 
de  la  force  sollicitatrice  qu'on  vient  de  trouver  pour  le  cas  de  la  résis- 
tance gu -\- ku-  ne  dépende  en  aucune  manière  du  terme  gu;  de  sorte 
que  la  même  courbe  qui  est  tautochrone  dans  le  vide,  ou  dans  un  milieu 
résistant  comme  le  carré  de  la  vitesse,  doit  l'être  aussi  dans  un  milieu 
dont  la  résistance  serait  proportionnelle  à  la  vitesse,  ou  en  partie  au 
carré  de  la  vitesse.  Pour  en  trouver  la  raison,  il  n'y  a  qu'à  examiner 
l'expression  générale  de  p,  et  l'on  verra  que,  comme  la  quantité  ?  (  f  ) 

exprime  une  fonction  quelconque  de  ^i  on  peut  écrire  a/iy\  -h  g--àu 

lieu  de  «pfr);  ce  qui  donnera  simplement  dans  la  valeur  de />  le  nouveau 

terme  gu.  D'où  l'on  peut  conclure  en  général  que  toute  courbe,  qui  est 
tautochrone  dans  une  hypothèse  quelconque  de  force  et  de  résistance, 
l'est  aussi  en  supposant  la  résistance  augmentée  d'une  quantité  propor- 
tionnelle à  la  vitesse. 

Corollaire  II.  —  L'équation 

pu  du  -+-  p  dx  ■=  o 
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y  ^ — Y-r-    '   <-4  faisant, 


comme  ci-dessus,  f  =  J' 


cT)-  c?^ 


r<p(j)      ? 


d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  y  en  a;,  et  par  conséquent  aussi  celle  de  u,  à 
cause  que  u  =  ^y. 
Soit 

J  rvir)       ^^' 

l'intégrale  étant  prise  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque  v  =  o,  on 
aura,  en  substituant  -rr-  au  lieu  de  -t^->  et  intégrant  ensuite, 

$(,>■)  +  logX  =  C, 
C  étant  la  valeur  de  X  lorsque  j  =  o.  Or,  puisque  y  =  ^  et  que  u  doit 

être  égal  à  zéro  au  commencement  du  mouvement  lorsque  x  =  a  el  par 
conséquent  X  =  A,  on  aura  C  =  logA;  donc 

*(.r)  =  iog^, 

et  faisant  X  =  sA, 

'î'(j)  =  — log^. 

Dénotons  par  H'  la  fonction  réciproque  de  $,  c'est-à-dire  une  fonction 
telle  que  W{(t>y)  =y,  et  l'on  aiirAy  =  W(  —  \ogz);  doncM=:|*F(—  log:;); 
donc 

dx dx  d\  dz 

II  "  ?¥(-log2)  "  X¥(-log^)  "  z¥(-logz)' 


quantité  qui  doit  être  intégrée  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque 

X 
A 


X 

o.  Or  z  est  donnée  en  x  par  l'équation  3  =  —-,  donc  on  connaîtra 


C  dx 
aussi  la  vitesse  u  et  le  temps  I  —  en  x.  Si  l'on  veut  avoir  le  temps  total 
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employé  à  décrire  l'arc  a,  il  faudra  faire  x  =  a  on  bien  s  =  i;  et  comme 
l'expression  du  temps  est  une  fonction  de  z  seul,  il  est  clair  que  le  temps 
total  sera  indépendant  de  la  longueur  de  l'arc  parcouru  a. 

Corollaire  III.  —  Soit  t  le  temps  employé  à  parcourir  un  arc  quel- 
conque a  —  x,  pris  du  point  où  le  corps  commence  à  se  mouvoir,  en 

sorte  que  l'on  ait 

,  dx 

dt  — , 

u 

et  comme  u  =  'E,y,  on  aura 

et  mettant  au  lieu  de  -^  sa  valeur  tirée  de  l'équation 
dr  dx 

il  viendra 

dy 


dt. 


r-^>[r) 


Or,  au  commencement  du  mouvement,  on  a  a;  =  a  et  u  =  o,  donc/  =  o; 
et  à  la  fin  on  a  a;  =  o  et  par  conséquent  aussi  ?  =  o  (par  la  Remarque 

précédente),  donc  j  =  y  =00  .  Ainsi,  pour  déterminer  le  mouvement 

du  corps,  il  n'y  a  qu'à  intégrer  les  équations 

dr         dx  ,  dr 

'      ^  ^  o     et     dt  — 


de  manière  que  y  soit  nulle  lorsque  t  —  o  etœ  =  a;  et  l'on  aura  y  en  x 

et  t  en  y;  ou  bien,  a  cause  de  y  =  j-5  on  aura  u  en  x,  et  t  en  x  et  u. 

A  l'égard  du  temps  total,  on  le  trouvera  en  faisant,  dans  l'expression 
de  t,  y  ^  ce  . 

Corollaire  IV.  —  Soit,  comme  dans  l'exemple  ci-dessus, 
9(.r)=/+_f+p     et     l^fl^. 
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en  sorte  que  la  résistance  du  milieu  soit  gu  -h  ku-,  et  la  force  sollicita- 
trice  hf — t — >  l'équation 


dr  dx 


deviendra 

df  kdx 


ou  bien 

fdf  ke^'dx 

dont  l'intégrale,  prise  de  manière  que  j  =  o  lorsque  x  =  a,  est 


=  0, 


—T.  los — — — 1   arc  tane  — 3zz=r:  —  arc  tana; ----- 

if     '-  Il  '  1  o       ,  ^       . 


c'est-à-dire 

c  tang  - 


e*i  _  I        /  'Z  7 


^\/n-\.^        \//^-J.= 


r- 


:  tang  • 


d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  j  en  x.  Ensuite  on  aura 


^    I  —  e"- 


rfi- 


•'est-à-dire,  en  intégrant  de  manière  que  ^  =  o  lorsque  y  =  o, 

/  /■     ,    '  J.   . 

ï  =  — - —  "         —  1   arc  tang  —  ---r.  —  arc  tang 


V/^^^^"\        V^/'^-^"  \/^'-i 
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Faisant  j  =  ^  ,  on  aura  le  temps  total  égal  à 


arc  lang 


n  étant  l'angle  de  i8o  degrés. 
Soit  £-  =  o,  on  aura 


fr' 

h 


d'où 


On  aura  de  plus 


Or 


donc 


*-  -  1     / 


s/ 


I  fr 

t  =  -^^  arc  tanff  -~= 


ft 
arc  tans  -=4^  =  arc  cos 


v/-f 


t^=-prT  arc  cos  —, > 

//(  e*"  —  I 

et  faisant  x  =  o,  on  aura  pour  le  temps  total 

TJjft 

ScoLiE.  —  Si  l'on  voulait  que  le  temps  employé  à  parcourir  l'espace  a 
tut  proportionnel  à  A'",  le  Problème  pourrait  se  résoudre  de  la  même 

/dx 
—  =  ZA'"  [Z  étant  une  fonction  quelconque 

de  s),  ce  qui  donnerait  par  la  différentiation 


'!'■ 


n 


dZ       mdk 
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c'est-à-dire,  en  substituant  à  la  place  de  la  différence  de  /  —  sa  valeur 
trouvée  dans  le  Problème  précédent. 


-ir--^[-r-^J  -^j'^-^ _di    mdx 

^   Z    "^     A    ' 


rdx 
J  'î^ 

Donc,  comparant  ensemble  les  termes  de  dA, 

\'z  _        rQdx 
u  J     u'         m 

rdx  ~  Â' 

J  "^ 

/dx  X 

—  5  et  substituant  t-  à  la  place  de  z, 

^  à  la  place  de  XX'  et  «  à  la  place  de  AA', 


i 
II 

CQdx           rdx 

—  a.  1 =::m  1   1 

j      u?            J     u 

d'où,  en 

différentiant. 

on  aura 

0  = 

_u[dl- 

mdx)  —  \du 
(xdx 

ou 

bien. 

1    du 
a  cause  de  j- 

da 

n 

u 

ld\ 

_'\-dx 

-")-^ 

Ainsi  on  trouvera  que  la  quantité 

udu  -h  pdx 


,dx       "")  -^P^ 

doit  être  une  différentielle  complète;  de  sorte  qu'en  faisant 


,dx       rn.)+pi  =  r, 
II.  42 
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la  question  se  réduira  à  rendre  la  quantité 

i,udu  —  u^{d'^  —  mdx) 

une  différentielle  exacte. 

Qu'on  mette  -r^  à  la  place  de  —-,  et  qu'on  divise  le  haut  et  le  bas  de 
la  fraction  par  m^,  elle  se  changera  en  celle-ci 
du       d\       md'S. 


c'est-à-dire  en 


c^log— ^ 


1=  U^Cf  1 

(t-> 

■    /MX'"^ 

\ 

'         di        m 

r         .  ■  ;/X"' 

d'où  l'on  voit  que  —  doit  être  une  fonction  de  log^— ?  c'est-à-dire 

de  — ir-',  de  sorte  qu'on  aura 


et  par  conséquent 


A  l'égard  de  la  valeur  de  X,  on  la  déterminera  par  le  moyen  de  l'équa- 

Çdx 

tion  -z^  =  ^-5  laquelle  donne  X  =  e*^   ^ .  Au  reste,  on  prouvera  encore 

ici,  comme  on  a  fait  dans  la  Remarque  précédente,  que  la  valeur  de  S 
doit  être  nulle  lorsque  a;  =  o. 
Soit 

i  ;--^^«^x-' 


/>=  v^ 


M  ^  ,.  //+»*         dl 


X^-  V      l  Idx 


SER    LES  COURBES  TAUTOCHRONES.  331 

et  faisant 


donc 

rfX       dx  ké'^dx 

d'où  l'on  tire 
et  ensuite 

Donc,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

— =  n     et     ii(  f  -\-  in)^  ff, 


X  l         (/+OT){e*-'-i) 

I 


/'  =  §'' 


■ikx T  \  l — 2n 


et  le  temps  total  employé  à  parcourir  l'espace  a  sera  proportionnel  à 

-ît)  ■ 

Si  X;  =  o,  alors ^  =  ^a;'~-",  et  le  temps  total  devient  proportionnel  à  a". 


APPENDICE  (•). 


Kn  examinant  la  solution  que  nous  venons  de  donner  du  Problème 
des  tautochrones,  il  est  aisé  de  voir  qu'elle  se  réduit  à  faire  en  sorte  que 
l'élément  du  temps  dt  soit  de  cette  forme  Ydy,  Y  dénotant  une  fonction 
quelconque  de  j,  etj  étant  égal  a  y-  En  effet,  puisque  au  commence- 

(*)  Lu  à  l'Académie  le  3o  avril  1767. 

42. 


332  SUR   LES  COURBES  TAUTOCHUONES. 

ment  du  mouvement  on  a  w  =  o,  et  à  la  fin  a;  =  o,  et  par  conséquent  aussi 
^  =  o  (hypothèse),  il  est  clair  que  le  temps  total  sera  égal  à  l'intégrale 
de  Ydy  prise  de  manière  qu'elle  soit  nulle  lorsque/  =  o  et  qu'elle  finisse 
lorsque  j  =  co  ,  et  qu'ainsi  il  sera  tout  à  fait  indépendant  de  l'arc  par- 
couru, comme  la  nature  du  Problème  exige. 

De  là  il  s'ensuit  que  l'on  peut  rendre  notre  solution  beaucoup  plus 
générale  en  prenant  pour  j  une  fonction  quelconque  de  u  et  de  x,  pourvu 
qu'elle  soit  nulle  lorsque  u  =  o,  et  qu'elle  soit  infinie  lorsque  x  =  o, 
conditions  qui  peuvent  avoir  lieu  d'une  infinité  de  manières. 

Soit  donc  y  une  fonction  quelconque  de  u  et  de  x  telle,  que  y  =  o 
quand  «  =  0,  et  j  =  co  quand  x^=o,  et  soit  dy^=^M.du-\-^dx;  qu'on 
dénote  par  Y  une  fonction  quelconque  de  j,  et  l'on  aura  en  général,  dans 
le  cas  du  tautochronisme, 

di  =  Ydy; 

c'est-à-dire,  en  mettant  pour  dt  sa  valeur  — -,  et  pour  dy,  Mdu  +  ^dx, 

i--\^\dx-Ym.du  =  o. 

Or  l'équation  udu-^pdx^=o  donne  du=^  —  - — ;  donc,  faisant  cette 
substitution,  et  divisant  toute  l'équation  par  dx,  on  aura 

u  u 

d'où  l'on  tire 


MY 


C'est  là,  ce  me  semble,  la  solution  la  plus  simple  et  en  même  temps  la 
plus  générale  qu'on  puisse  donner  du  Problème  dont  il  s'agit. 
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MÉMOIRE 


LE  PASSAGE  DE  VÉNUS 


DU   3   JUIN    1769 


(  Mémoires  de  l'Jcadcmic  royale  îles  Sciences  et  Belles- Lettres 
de  Berlin,  t.  XXII,  176G.) 


Personne  n'ignore  les  grands  avantages  que  l'Astronomie  peut  retirer 
des  observations  des  passages  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil.  Non-seu- 
lement elles  servent  à  rectifier  les  principaux  éléments  de  la  théorie  de 
cette  planète,  elles  sont  encore  très-utiles  pour  déterminer  la  parallaxe 
du  Soleil,  qui  est,  comme  on  sait,  un  des  points  fondamentaux  de  la 
Physique  céleste.  Le  passage  qui  a  été  observé  en  1761  a  déjà  beaucoup 
diminué  l'incertitude  où  l'on  était  sur  la  vraie  quantité  de  cette  paral- 
laxe; mais  c'est  à  celui  que  nous  attendons,  et  qui  sera  le  dernier  qu'on 
puisse  voir  dans  ce  siècle,  à  la  fixer  d'une  manière  bien  certaine  et  irré- 
vocable. Cette  considération  m'a  engagé  à  discuter  dans  ce  Mémoire  les 
moyens  que  l'observation  de  ce  phénomène  peut  fournir  de  décider  un 
point  si  important.  On  y  verra  :  i"  comment  on  peut  calculer  l'effet  que 
les  parallaxes  combinées  de  deux  astres  quelconques  doivent  produire 
sur  la  distance  de  ces  deux  astres;  2"  on  y  trouvera  une  méthode  très- 
simple  et  très-commode  pour  déterminer  en  général ,  dans  les  passages 
des  planètes  sur  le  Soleil,  les  parallaxes  d'entrée,  de  sortie  et  de  durée 

(•)  Lu  à  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de  Berlin  le  12  novembre  lylij. 
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pour  tous  les  pays  de  la  Terre;  3°  une  méthode  pour  déduire  la  parallaxe 
du  Soleil  de  trois  observations  d'un  même  passage  faites  dans  trois 
endroits  différents,  indépendamment  de  la  connaissance  du  mouvement 
de  la  planète;  4"  enfin  on  y  trouvera  l'application  de  notre  théorie  au 
passage  de  Vénus  qui  doit  arriver  le  3  juin  1769  au  soir,  avec  quelques 
remarques  relatives  au  choix  des  lieux  où  il  pourra  être  observé  avec  le 
plus  de  fruit. 

§  1.  —  De  la  parallaxe  de  distance  des  astres  en  général. 

1 .  Soient  T  le  centre  de  la  Terre  {Jig.  i),  TAC  le  plan  de  l'équateur, 
TA  une  ligne  qui  passe  par  le  premier  méridien  pris  à  volonté,  S  un 

Fig.  I. 


astre  quelconque,  SC  une  perpendiculaire  au  plan  de  l'équateur,  CB  une 
perpendiculaire  à  la  ligne  TA,  TS  une  ligne  qui  joigne  les  deux  points  T 
et  S,  et  TC  une  autre  ligne  qui  passe  par  les  points  T  et  C;  soient  nom- 
mées ensuite 

TB / 

BC m 

es n 

La  distance  TS  de  l'astre  S  au  centre  de  la  Terre r 

L'angle  STC,  qui  exprime  la  déclinaison  de  l'astre  S . . . . .  p 
L'angle  CTA,  qui  représente  la  distance  du  niè;ne  astre  au 
premier  méridien  de  la  Terre  (  cette  distance  n'est  autre 
chose  que  l'angle  horaire  de  l'astre  par  rapport  au  méri- 
dien donné  ) q 
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Il  est  clair  :  i"  que  les  trois  quantités  /,  m,  n  pourront  être  regardées 
comme  les  coordonnées  orthogonales  qui  déterminent  la  position  du 
point  S  relativement  au  point  T;  2°  qu'on  aura 

1=1  rcosp  cosq,     m=z  rcospsinq,     n=^rsinp. 

2.  Soient  maintenant  L  un  point  quelconque  de  la  surface  de  la  Terre 
{Jig.  2),  LM  une  perpendiculaire  au  plan  de  l'équateur  TAM,  et  MN  une 


perpendiculaire  à  la  ligne  TA,  et  soient  nommées 

IN l 

NM ij.     ■ 

ML V 

le  rayon  TL  de  la  Terre p 

l'angle  LTM,  c'est-à-dire  la  latitude  terrestre  du  lieu  L. .. .  4" 

•     l'angle  MTN,  c'est-à-dire  la  longitude  du  même  lieu ce 

Les  quantités  X,  fx,  v  seront  les  coordonnées  rectangles  du  point  L  par 
rapport  au  point  T,  et  l'on  aura,  comme  ci-dessus, 

X  =:  p  cosij/ coscp,     p.  =  p  cosij;  sin<p,     v  =  psin4'- 

3.  Ayant  déterminé  ainsi  la  position  des  points  S  et  L  par  rapport  au 
point  T,  il  est  facile  de  déterminer  la  position  respective  des  points  S 
etL. 

En  effet,  si  l'on  dénote  par  /',  ni ,  n'  les  coordonnées  rectangles  i\\\ 
point  S  par  rapport  au  point  L,  il  est  visible  qu'on  aura 

/'  =  /  —  X,     m'  ^  m  —  p.,     n'  ^  n  —  v  ; 

u.  43 
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et  si  l'on  fait,  comme  ci-dessus, 

l'  =1  r'  cosp'  cosq',     m'  —  r'  cosp'  sinq',     n' =  r' sin  p' , 

on  verra  aisément  que  /•'  sera  la  distance  de  l'astre  S  au  lieu  L  de  la 
Terre,  que/  exprimera  la  déclinaison  apparente  de  cet  astre  vue  du 
lieu  L  de  la  Terre,  et  que  (/  exprimera  la  distance  apparente  du  même 
astre  au  premier  méridien  de  la  Terre  par  rapport  au  même  point  L. 

4.  Donc,  pour  déterminer  le  lieu  apparent  de  l'astre  par  son  lieu  vrai, 
on  aura  les  trois  équations  suivantes 

;•'  cosp'  cosq'  =  rcosp  cosq  —  p  cos^'  coscp, 
/•'  cosp'  sinq'  =  rcospsin  q  —  pcos^^  sin  tp, 
r'  sin  p'  =  rsinp  —  p  sint|i, 

d'où  l'on  tire 

rsinp  —  p  sini]; 


sinp  = 
sinq'  = 


s/r'—  arp  [ces 4*  cosj:>cos(ç  —  cp)  -1-  sin  ij;  sin/)]  -+- 

rcosp  sinq  —  p  ces»]'  sincp 
\Jr'cos-p  —  27-pcos4'  cos/»  ces  (g  —  9)4-  p^cos'i|' 


ou  bien  en  faisant,  pour  plus  de. simplicité,  -  (c'est-à-dire  la  parallaxe 

horizontale  de  l'astre  S)  =i,  et  divisant  le  haut  et  le  bas  de  la  seconde 
fraction  par  cosp, 

sinp  —  i  sine]; 


smp'  = 


\/i  —  2?  [costj'  cosp  cos(g  —  cp)  +  sint|i  sinp]'-)-  i^ 
i  ces  d/  sin  9 


cosp 
sinq'  — — 


V' 


2«cos4'COs(g  —  (p)    ^    i^cos^'^i 
cosp  cos'-p 


5.  Considérons  maintenant  un  autre  astre  quelconque  V,  dont 

la  dislance  au  centre  de  la  Terre  soit R 

la  dislance  au  premier  méridien  terrestre Q 

la  déclinaison P 
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et  supposons  que,  par  rapport  au  lieu  L  de  la  Terre, 

la  distance  apparente  de  l'astre  V  au  premier  méridien  soit. . .     Q' 
la  déclinaison  apparente P' 


1=  ^, 
R 


on  aura,  en  nommant  I  la  parallaxe  horizontale  de  cet  astre,  en  sorte  que 

.    ,^,  sinP  — Isinili 

smP  =  ^  =^, 

<i/i  —  2l[cos4i  cosPcos(Q  —  tp)  +  sin^j;  sinP]  -I-  r 

.    „       Icosibsincs 

sinQ --a— 

.    _,  cosP 

sinQ'  = 


^-3 


cos4'Cos(Q  —  <d)       P  cos' tlji 


cosP-  cos^P 

6.  Or,  soient  Pie  pôle  de  l'équateur  (Jïg.  3j,  PS  le  cercle  de  déclinaison 

Fig.  3. 
? 


de  l'astre  S,  PV  le  cercle  de  déclinaison  de  l'astre  V,  et  VS  un  grand  arc 
de  cercle  qui  passe  par  ces  deux  astres,  on  aura,  dans  le  triangle  PVS, 

PS  =  90°-;;,     PV  =  90''-P,     SPV  =  Q-ç; 

donc,  nommant  Z  la  distance  SV  de  l'astre  V  à  l'astre  S,  on  aura 

cosZ  =  cosp  cosP  cos(Q  —  q)  -i-  s'mp  sinP. 

De  même,  si  l'on  appelle  Z'  la  distance  apparente  de  l'astre  V  à  l'astre  S, 
par  rapport  au  point  L  de  la  Terre,  on  aura 

cosZ'  =  cosp'  cosP'  cos(Q'  —  (/')+  sinp'  sini". 

Ainsi  l'on  trouvera  les  valeurs  de  Z  et  de  Z',  dont  la  différence  sera 
l'effet  des  parallaxes  combinées  des  deux  astres  V  et  S. 

43. 
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§  IL  —  Simplification  des  formules  précédentes  en  supposant 
les  parallaxes  des  astres  fort  petites,  et  conséquences  qui  résid- 
tent  de  ces  formules. 

7.  Supposons  que  les  quantités  i  et  I  soient  très-petites  (ce  qui  est 
vrai  en  général  à  l'égard  de  tous  les  astres),  et  nous  aurons,  en  négli- 
geant les  termes  très-petits  du  second  ordre  et  des  ordres  ultérieurs, 

sin/j'  =  sin/>  +  i  [cosi|  s\np  cosp  ces  {q  —  tp)  —  sin'|<  cos'p], 

sin^  :=  sin^  -i [sinq  cps  [q  —  cp)  —  sinaj. 

Donc,  si  l'on  fait 

p'  =  p  -i-  ix,     g'  =  q  -\-  iy, 
ce  qui  donne 

sin/)'  =  sinp  -v-  ix  cosp,     sinq'  =  sinq  -+-  iycosq, 
on  aura 

x:=  cos'\i  s'inp  cos{q  —  <p)  —  sin 41  cosp, 


ou  bien 


r  = —    sin  q  ces  (  q 

C0SJ9C0SÇ  >-         ^  '  ' 


cosi}^  sin  (g  —  9) 


cosp 


et  il  est  clair  que  les  quantités  ix  et  iy  représenteront  les  parallaxes  de 
déclinaison  et  d'ascension  droite  de  l'astre  S. 

8.  Si  l'on  fait  de  même 

P'=P  +  IX,     Q'=Q-4-IY, 

en  sorte  que  IX  et  IY  soient  les  parallaxes  de  déclinaison  et  d'ascension 
droite  de  l'astre  V,  on  aura 

X  =:  CCS  ij;  sin  P  cos  (  Q  —  cp  )  —  sin  <^  ces  P, 

Y  _  cos  j;  sin  (Q  —  y) 
~  cosP 
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et  la  valeur  de  cosZ'  deviendra 

cosZ'  —-  cosp  cosP  cos(Q  —  î)  +  sin/>sinP 

+  ix  [cosp  sinP  —  sin^  cosPcos(Q  —  q]] 
-i-IX[cosPsinp  —  sinP  cosp  cos(Q  —  9)] 
+  (jj— IY)cos/>cosPsin(Q  —  «/), 

où  l'on  remarquera  que 

cosp  cosPco3(Q  —  q)  -h  sinp  sinP  ;i=  cosZ. 

9.  Si  l'on  substitue  maintenant,  à  la  place  de  -x, y,  X  et  Y  leurs  va- 
leurs, et  qu'on  fasse  I  =  ik,  c'est-à-dire  ^  =  — ,  et 

L:=        [cosp  sinP  — sin/?  cosP  cos(Q  — ç)]  s'mp  cosq  -t-  cosPsin(Q  — ç)sinç 
H-/i[cosPsin/>  — sinP  cosp  cos(Q  — ^)]  sinPcosQ—  cos/>sin(Q  — (/)sinQ, 

M=:        [cosj9  sinP  — sinp  cosPcos(Q  — ç)J  sinpsin  q  —  cosPsin(Q  — 9)cos9 
-^^•[cosPsinp  — sinPcosj»  cos(Q  — ç)]  sinPsin  Q+  cosp  sinfQ  — g)cosQ, 

N  =—     [cosp  sinP  — sin/?  cosP  cos(Q  —  q)]  cosp 
—  fi'  [cosPsinp  —  sinPcosp  cos(Q  — g)]cosP, 

on  aura  la  formule  suivante 

cosZ'  :=  cosZ  +  î(L  cosij;  coscp  -t-  M  cosij'  sincf  -(-  N  simj/), 

dans  laquelle  les  quantités  L,  M  et  N  ne  dépendent  que  de  la  situation 
des  astres,  en  sorte  qu'elles  sont  les  mêmes  pour  tous  les  lieux  de  la 
Terre. 

10.  J'observe  présentement  que  la  quantité 

L  cos  4^  ces  cp  H-  M  cos  ij;  sin  cp  +  N  sin  ij; 
peut  se  ramener  à  cette  forme 

y  [cosij^cosacos(9  —  (3)  H- sinij^sina]; 
car  en  mettant  cosj3  cosy  -1-  sinjS  siny  à  la  place  de  cos  (00-/3),  et  corn- 
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parant  les  termes,  on  aura 

y  cosacosp  =:L,     y  cosasin(3  =  M,     ysina  =  N, 

par  où  il  est  aisé  de  déterminer  les  quantités  «,  jS  et  y. 

Or,  si  par  le  pôle  P  du  globe  terrestre  et  par  le  lieu  L  (/ig.  4j ,  dont  la 

Fig.  4. 


latitude  est  fh  et  la  longitude  as,  on  décrit  un  triangle  sphérique  PLH  tel, 
que  la  latitude  du  point  H  soit  a  et  la  longitude  jS,  en  sorte  que  l'on  ail 


PL  =  90"  —  4(,     PH  =  90" 


HPL 


P- 


il  est  clair  qu'en  nommant  Ç  le  côté  LH,  c'est-à-dire  la  distance  entre  les 
lieux  L  et  H ,  on  aura 

cosÇ  =  cosa  00541  cos((B  —  |3)  -)-  sins!  sinijj, 

et  par  conséquent 

y  cosÇ  :=  L  cost\i  coscp  -t-  M  ces  4  sincp  -f-  N  sirn];; 

cosZ'  =  cosZ  -(-  l'y  cosÇ. 


donc 


11 .  De  là  on  voit  que,  si  du  point  H  comme  pôle  on  décrit  un  cercle 
quelconque  sur  le  globe  terrestre,  tous  les  lieux  qui  se  trouveront  sous 
la  circonférence  de  ce  cercle  verront  la  même  distance  apparente  des 
deux  astres,  et  par  conséquent  seront  sujets  à  la  même  parallaxe  de 
distance. 
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Ainsi,  nous  appellerons  dans  la  suite  cercles  de  parallaxe  ces  cercles 
décrits  sur  le  globe,  et  qui  passent  par  tous  les  points  où  la  parallaxe  de 
distance  est  la  même,  et  nous  nommerons  de  même  pôle  de  parallaxe  le 
pôle  H  de  tous  ces  cercles,  dont  nous  allons  maintenant  chercher  la 
position. 

12.  Les  trois  équations  du  n°  10  se  réduisent  aisément  à  celles-ci 

7  cosa  cos([3  —  ç)  =  L  cosq  +  Msiiiç, 
y  cosa  sin  ((3  —  </)  =  M  cos^  —  L  smq, 
y  sina  =:  N, 

lesquelles,  par  la  substitution  de  L,  M  et  N,  se  changent  en 

y  cosa  cos(|3  — ^)=: [(ces/?  sin P  —  sin/j  cosP  cos(Q  — g)]  sinjy 

+  /i  j[cosPsinyo  —  sinPcosj9Cos{Q  — 9)]  sinPcos(Q  — ^) 

—  cos/;sin^(Q  —  q)\, 
y  cosa  sin  ((3  — ç)  =  — cosP  sinfQ— ^) 

-t-^  j  [cosP  sinj9—  sinP  cosy^  cos(Q—  ç)]  sin P  sin (Q  —  q) 

-f-  cosp  sin(Q  —  q)  cos(Q  —  9)  { , 

y  sin  a  =  —  [cosp  sin  P  —  siny>cosPcos(Q  —  g)]  cosp 

—  /r[cosPsiny9  —  sinP  cosp  cos(Q  —  g)]  cosP, 

ou  bien ,  à  cause  de 

cosZ  =  sinp  sinP  +  cosji?  cosP  cos(0  ~  q), 
en  celles-ci 

y  cosa  ces  ((3  —  ç)=  cosp  cosZ  —  ces  P  ces  (Q  —  q) 

-f- /r  [cosP  cos(Q  —  ç)  cosZ  —  cosp], 

y  ces  a  sin  ((3  —  q)^=  —  cosPsin(Q  —  q)(i—  /rcosZ), 

y  sin  a  =  sinyj  cosZ  —  sinP  +  /r(sinP  cosZ  —  sin/j), 

d'où  il  est  facile  de  tirer  les  valeurs  de  y,  «  et  |3  —  q. 

13.  En  ajoutant  ensemble  les  carrés  de  ces  trois  équations,  on  aura 
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d'abord 

y-  —  cos^Z  —  2  cos^Z  -M  +  2 /(-  (  cos'Z  -f-  cos  Z  —  cosZ  —  cosZ  ) 
-i-  /('(cos^Z  —  2Cos=Z  +  i)  =  sin'Z(i  —  2/ccosZ  +/f'), 

et  par  conséquent 

y  =  sinZ  ^7^^^^^~2FcôsZ~T~F. 

Or  ^  =  ^(9);  donc 


R 

Mais,  en  considérant  le  triangle  rectiligne  TVS  {fig.  5),  dans  lequel 

Fig.  5. 


TS  =  r,  TV  =  R  et  VTS  =  Z ,  il  est  clair  que 


VS  =  v/R'— 2RrcosZ  +  r'; 

d'où  il  s'ensuit  que,  si  l'on  nomme/la  distance  rectiligne  de  l'astre  V  à 
l'astre  S,  on  aura 

/ 


\J\—  2/f  cosZ  -t-  /f=  =  ^ 
K 

Soit  donc,  pour  abréger,  u—^^  et  l'on  aura  7  =  ?^sinZ,  et  par  consé- 
quent 

cosZ'  ^=.  cosZ  -+-  lu  sinZ  cosÇ. 

Donc,  puisque  ?  est  une  quantité  extrêmement  petite,  on  aura  à  très-peu 

près 

cosZ'  =  cos(Z  —  mcosÇ), 
d'où 

Z'  =  Z  —  jMcosÇ, 

de  sorte  que  —  mcosÇ  sera  la  parallaxe  de  distance  des  deux  astres  pour 
tous  les  lieux  de  la  Terre  L  qui  sont  éloignés  du  pôle  H  de  l'arc  Ç. 
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14.  Supposons  à  présent  que  P  soit  le  pôle  de  l'équateur  [fig.  6),  S  le 
lieu  vrai  de  l'astre  S,  V  celui  de  l'astre  V,  et  H  le  pôle  des  parallaxes , 
nous  aurons,  dans  le  triangle  PSV, 

PS^gC-p,     PV^go»  — P,     SPV  =  Q-^,     SV  =  Z, 

Fig.  6. 


et  dans  le  triangle  PSH, 

PH=:9o°  — a,     SPH  =  (3  — ^, 

par  conséquent 

cosSH  =  sin/>sina  -\-  cospcosacos((3  —  g), 

et  substituant  pour  sina  et  cosacos(/3  —  ^)   leurs  valeurs  tirées  des 
équations  du  n°  12, 


COSSH: 


cosZ  —  cosZ  +  h  (  cos^Z 


A-sin^Z 


A-sinZ 


y  v'i— 2/rcosZ-t-A-^' 


c'est-à-dire,  en  faisant  — 


cosSH  =  — 


sinZ 


De  plus,  on  aura 


sinPSH='-HllÊzi|J^, 
sinSH 


44 
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et,  en  substituant  la  valeur  de  sin(|3  —  q)  cos«, 

sinPSH  =  cosPsin(Q-g)(/>cosZ-.)^ 
y  sinSH 

,.         ,  ,      .    „£,,,       sin(Q  —  (/IcosP 

ou  bien ,  a  cause  de  sinPSV  =  —      .   J ? 

sinZ 


■    r.oTT      sinZ(/f  cosZ  —  i)sinPSV 
sin  PSH  =  — 


mais 


sinSH  : 


y  sinSH 
ffcosZ  —  I 


donc 

par  conséquent 


^i  —  aA'cosZ  -+-k^ 
y  sin  SH  :=  sin  Z  (  /c  ces  Z  —  i  )  ; 
sin  PSH  =  sin  PSV    et     PSH  =  PSV; 


d'où  il  s'ensuit  que,  pour  trouver  le  pôle  H  des  parallaxes,  il  n'y  a  qu'à 
prolonger  l'arc  de  grand  cercle  SV  du  côté  de  V  (Jig.  7),  et  prendre  sur 

Fig.  7. 


ce  prolongement  un  arc  SH  dont  le  cosinus  soit ?  c'est-a-dire 

S 

prendre  un  arc  s  tel,  que  sin*  =  — —,  et  faire  ensuite  l'arc  SH  =  90"  +  s. 

S 

15.  Si  l'on  voulait  déterminer  la  position  du  pôle  H  sur  le  globe  par 
latitude  et  par  longitude,  il  n'y  aurait  qu'à  chercher  d'abord  l'angle  PSV, 
c'est-à-dire  l'angle  que  le  cercle  SV  passant  par  les  deux  astres  fait  avec 
le  cercle  de  déclinaison  PS  de  l'astre  S. 
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Soil  cet  angle  PSV=£,  et  l'on  aura  (comme  nous  l'avons  trouvé  ci- 
dessus) 


sin(Q  —  q)  cosP 

sin  e  = '^    .   V 

smZ 


Ainsi,  dans  le  triangle  PSH,  connaissant  le  côté  PS  =  90°  — />,  le  côté 
SH  =  90'^  +  *  et  l'angle  PSH  =  s,  on  trouvera  le  côté  PH  =  90°  —  a  et 
l'angle  SPH  =  fi  —  q;  de  sorte  qu'on  aura 


sma  =  cosp  coss  coss  —  sni^  sidj 
coss  siiiE 


sin((3- 


cosp 


16.  Imaginons  maintenant  que  les  astres  S  et  V  soient  en  mouvement, 
et  qu'au  bout  d'un  temps  quelconque  ils  se  retrouvent  à  la  même  dis- 
tance Z  l'un  de  l'autre;  et  supposons  que  les  quantités/?,  q,  e,  x,  /3,  m  et  Ç 
deviennent  alors/,  q',  s',  a',  jS',  u'  et  Ç',  on  aura  les  mêmes  formules 
qu'auparavant,  en  marquant  simplement  ces  lettres  d'un  trait. 

Ainsi,  la  parallaxe  de  distance  sera  pour  cette  nouvelle  position  des 
astres  —  m'cosÇ'. 

17.  Si  l'on  nomme  0  le  mouvement  horaire  de  l'astre  V  pour  s'appro- 
cher de  l'astre  S,  lorsque  ces  deux  astres  se  trouvent  pour  la  première 
fois  à  la  distance  Z  l'un  de  l'autre,  et  ô'  le  mouvement  horaire  du  même 
astre  V  pour  s'éloigner  de  l'astre  S,  lorsque  ces  astres  se  trouvent  pour 

la  seconde  fois  à  la  même  distance,  il  est  clair  qu'on  aura ^  cosÇ  et 

—  -ô-cosÇ'  pour  les  deux  parallaxes  de  distance  réduites  en  temps. 

De  sorte  que  si  t  est  le  temps  au  bout  duquel  les  astres  V  et  S  se  trou- 
vent pour  la  première.fois  à  la  distance  Z,  et  t' celui  au  bout  duquel  ils  se 
retrouvent  à  la  même  distance  par  rapport  au  centre  de  la  Terre,  et  que 
T  et  T'  soient  les  temps  au  bout  desquels  les  mêmes  apparences  doivent 
avoir  lieu  pour  un  observateur  placé  en  L,  on  aura 

iu        „      ,„,        ,       iu' 
1  =  <  —  -7-  cosc:,     1  =  t  +  -KF  cosC  . 
y  a 

44. 
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18.  De  là  on  pourra  trouver  le  temps  qui  doit  s'écouler  entre  les  deux 
moments  où  les  astres  V  et  S  paraissent  à  la  même  distance  Z  l'un  de 
l'autre.  Ce  temps  sera 

T'  _  T  ;=  i'  -  <  +  «  (l  cosÇ  +  ^  ces  ?' V, 


mais  t'  —  t  est  le  temps  par  rapport  au  centre  de  la  Terre;  donc  l'effet  de 
la  parallaxe  sera  de 

■  lu         ,,       u!        ,,, 
i  I  ^  cosi;  +  —  cosç 

c'est-à-dire  égal  à  la  somme  des  deux  parallaxes  de  distance. 
Soient  pour  plus  de  simplicité 

M  u! 

-=«.      et      g,=rCV, 

en  sorte  que  l'effet  de  la  somme  des  parallaxes  soit  exprimé  par 

i[w  cosÇ  H-  w'  cosÇ'); 

substituons  à  la  place  de  cosÇ  sa  valeur  trouvée  (10) 

cosacosi];  cos(9  —  [3)  -f-  sinasimj', 

et  à  la  place  de  cosÇ'  sa  valeur  correspondante 

cosa'  cosij/  cos(<B  —  (3'  )  -)-  sina'  sirnj;, 

et  la  quantité  wcosÇ+  w'  cosÇ'  deviendra,  en  ordonnant  les  termes, 

((V  ces  a  ces  (3  -4-  w'  ces  a'  cos(3')  cos4'  cos<p 
+  [w  cosasin  (3  +  cv'  cosa'sin  (3'  )  cos'j/  sin  cp 
+  (  cv  sin  a -t- cv' sin  a' )  sin  ^l'. 

Donc,  si  l'on  suppose 

rcosAcosB  =  (vcosacos|3  +  w'  cosa'  cosp', 
r  ces  A  sin  B  =  (V  cosa  sin  (3  +  w'  cosa'  sin  (3', 
r  sin  A  ^  (vsina  +  w'  sina', 
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on  aura 

cv  cosÇ  -1-  w'  cosÇ'  =  r  [cosA  cosij;  cos(<p  —  B)  +  sinA  sini];]- 

Or,  si  l'on  prend  sur  le  globe  terrestre  un  point  G  dont  la  latitude  soit  A 
et  la  longitude  soit  B,  et  qu'on  nomme  z  la  distance  d'un  lieu  quel- 
conque de  la  Terre  à  ce  point  G,  on  aura  en  général 

cosz  =  CCS  A  cosij;  cos(<p  —  B)  -f-  sinA  sinv];; 

par  conséquent  la  somme  des  deux  parallaxes  de  distance  par  rapport  au 
lieu  L  sera  exprimée  par  iT  cosz,  c'est-à-dire  d'une  manière  analogue  à 
celle  dont  nous  avons  représenté  chacune  des  deux  parallaxes  en  parti- 
culier. 

D'où  il  suit  que  le  point  G  du  globe  terrestre  pourra  être  regardé 
comme  le  pôle  de  la  somme  des  parallaxes,  de  manière  qu'en  décrivant 
autour  de  ce  pôle  un  cercle  quelconque  la  somme  des  parallaxes  sera  la 
même  pour  tous  les  pays  qui  se  trouveront  sous  la  circonférence  d'un  tel 
cercle. 

19.  Les  trois  équations  du  numéro  précédent  donnent  d'abord 

pz:=(v2  _)_  ^^,I2  ^  2ww'  [cosacosa'  ces ((3'  —  (3)  -)-  sinasina']. 
Or,  si  P  est  le  pôle  du  globe  terrestre  {^g.  8)^  H  le  pôle  des  parallaxes 

Fig.  8. 


pour  la  première  situation  des  astres,  H'  le  pôle  des  parallaxes  pour  la 
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seconde  situation,  en  sorte  que  l'on  ait 

PH  =  9o°-a,     PH'  =  9o"-a',     HPH'  =  (3'-(3, 

et  qu'on  nomme  w  la  distance  HH'  des  deux  pôles,  on  aura 

cosw  =  cosacosa'  cos((3  —  (3'  )  -(-  sinasina', 

et  par  eonséquent 

r  =  \jw- -\-  iww'  cosw  +  w'' . 

Les  mêmes  équations  donnent  ensuite  ces  deux-ci 

r[cosa  cosAcos(j3  — R) +  sino:sinA] 

^w  -\-  iv'  [cosacosa'  cos{(3  —  (3' )  +  sinasina'J, 

r  [cosa'  cosAcos((3'  —  B)  -)-  sina'  sinA] 

=  w'  -+-  w  [cosa  cosa'  cos([i  —  [3' )  +  sinasina']. 

Or,  en  tirant  (Jig:  8,  p.  349)  des  pôles  H  et  H'  au  pôle  G  de  la  somme 
des  parallaxes,  les  arcs  de  grand  cercle  HG  et  H'G,  et  nommant  ces  arcs  / 
et  /',  on  aura 

cosx  =cosa  cosAcos((3  —  Bj  +  sina  sinA, 
cosx'  —  cosa'cosAcos((3'  —  R)  -1-  sina' sinA. 
Donc 


cosx 

= 

w  +  w 

'  ces  M 

sj'w'' 

■-)-  iww' 

cosw  -1-  «'" 

cosx' 

= 

cvcosw  +  w' 

Jw'^ 

-\-  iww' 

cosw  +  w'^ 

Ainsi ,  connaissant  dans  le  triangle    HGH'    les    trois  côtés    HH'  =  oj , 
HG  =  /  et  H'G  =  ■)(,  on  trouvera  la  position  du  pôle  G. 

Au  reste,  si  l'on  voulait  connaître  les  valeurs  de  A  et  de  B,  c'est-à- 
dire  la  latitude  et  la  longitude  même  du  pôle  G,  on  trouverait  immédia- 
tement, par  les  équations  du  numéro  précédent, 

w  cosa  sin  S -I- a^' cosa' sin  (3' 

tangB=: y, , , "^» 

M»  cos  a  cos  p  H-  w  cos  a  cos  f) 
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ou  bien 

,„       „,  (v'cosa' sinfS' —  S) 

tang  R  —  &)  — -, 4- TKT ^5 

■^         u'cosa  +  (V  cosa  cos(p  —  p) 

.    ,  w  sina  -+-  w'  sina' 

sinA  := 


\Jw-  +  iww'  cosw  +  w'^ 


20.  Si  l'on  avait  w'  =  w,  c'est-à-dire  si  la  quantité  w  était  la  même 
pour  les  deux  situations  des  astres,  on  aurait 


r  =  w  v^a  +.2C0SûJ=  2WC0S  —  ■ 
2 

et  ensuite 

I  H-  COSW 

cosx  =  cosx  = =  ces 

2  ces 

et  par  conséquent 

X  =  X  =  -  ' 
ce  qui  montre  que  le  point  G  tombe  au  milieu  de  l'arc  HH'. 

21.  Nous  avons  trouvé  ci-dessus  (13)  pour  un  lieu  quelconque  L  de 
la  Terre,  dont  la  latitude  est  d/  et  la  longitude  (p,  l'équation 

T=:  ;  —  iw cos'Q. 

Donc,  si  l'on  suppose  que  les  astres  S  et  V  aient  été  observés  en  même 
temps  dans  le  lieu  L  et  dans  un  autre  lieu  quelconque  M  dont  la  latitude 
soit  W  et  la  longitude  $,  et  qu'on  fasse  la  distance  de  ce  dernier  lieu  au 
pôle  des  parallaxes  H,  égale  à  2,  on  aura  aussi 

Q  ^  t  —  iw  ces 2, 

0  étant  le  temps  au  bout  duquel  les  astres  S  et  V  paraissent  à  la  dis- 
tance Z  l'un  de  l'autre  à  un  observateur  placé  en  M. 

Or,  puisque  ces  deux  quantités  T  et  0  sont  données  par  l'observation  , 
leur  différence ,  que  je  nommerai  A,  le  sera  aussi,  de  sorte  qu'on  aura 

l'équation 

A  =  w(cos2  —  cosÇ). 
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Maison  a  ftO) 

cosÇ  =  cosacos^l'  cos(9  —  (3)  +  sinasiini;; 

donc  on  aura  aussi 

cos2  =  cosacosY  cos($  —  (3)  +  sinasinM:^, 
d'où 

rosi  —  cosÇ  =  (cos¥  cos<ï>  —  cos'l  CCS  <p)  CCS  a  CCS  p 

+  (cosYsin'I'  —  cosip  sin<a)  cosasin(3  +  (sin*}'  —  sim]')  siria. 

Maintenant,  il  est  visible  que  cette  quantité  peut  se  ramener  à  la  forme 

V  [cosa  cosX  cos(Y—  (3)  -t-  sinXsina], 

en  faisant 

VcosXcosY  =  cos^  cos$  —  cosij;  coscp, 

VcosXsin  ¥==  cos^sinfî)  —  cosij' sincp, 

V  sinX  =  sinY  —  simj;. 

De  plus,  il  est  évident  que  si,  dans  le  triangle  PHF  {^g.  9),  P  est  le  pôle 

rig-  9- 


de  l'équateur,  H  celui  des  parallaxes  et  F  le  lieu  qui  répond  à  la  latitude 
terrestre  X  et  à  la  longitude  Y,  en  sorte  que 

PH  =  90"  -  a,     PF  =  90°  -  X,     FPH  =  p  -  Y, 

on  aura 

cosFH  =  coS(3ccosXcos(|3  —  Y)  +  sinasinX, 

de  manière  qu'en  nommant  ^  la  distance  du  pôle  H  au  point  F  on  aura 

cos2  —  cosÇ  =  V  cos^. 


MEMOIRE  SUR  LE  PASSAGE  DE  VÉNUS.  353 

22.  Pour  trouver  maintenant  la  valeur  de  la  quantité  V  et  la  position 
du  point  F  sur  le  globe,  on  traitera  les  trois  équations  du  numéro  précé- 
dent comme  on  a  fait  celles  du  n°  17,  auxquelles  elles  sont  entièrement 
analogues,  et  l'on  trouvera  : 

1°  Que  si  l'on  nomme  1  la  distance  LM  entre  les  deux  lieux  d'obser- 
vation L  et  M ,  on  aura  V  =  2  sin  -; 

2 

2"  Que  si  l'on  prolonge  l'arc  de  grand  cercle  LM  du  côté  de  M  (Jig.  10), 

Fig.   10. 


et  que  du  point  du  milieu  /  on  prenne  /F  =  90°,  on  aura  le  point  cher- 
ché F. 

Si  l'on  voulait  connaître  la  latitude  et  la   longitude  même  de  ce 
point  F,  on  aurait  sur-le-champ 

cos*Fsin<î>  —  ces  d;  sin© 

tangY  = TTr ^ 7 -1 

cos  "f  cos$  —  COSl}^  coscp 

sin  Y  —  sind; 
sm   X= r — i. 

2  sin  - 
2 

Ayant  déterminé  ainsi  la  position  du  point  F,  on  aura  pour  le  temps  qui 
s'écoule  entre  l'observation  en  L  et  celle  en  M  la  formule 

l       , 
2UV  cos  -  cost, 
2 

S,  étant  la  distance  du  point  F  au  pôle  des  parallaxes  H. 

H.  45 
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23.  S'il  y  avait  trois  observateurs  placés  en  trois  endroits  différents  L, 
M,  N  de  la  surface  de  la  Terre  [fig.  1 1),  et  qu'ayant  décrit  par  ces  trois 


Fig.  II. 


points  les  arcs  de  grand  cercle  LMF,  LNE,  MND,  on  y  prit  des  points  du 
milieu  /,  m,  n  les  arcs  /F,  toE,  nH,  chacun  de  90  degrés;  qu'ensuite  on 
menât,  par  les  extrémités  F,  E,  D  de  ces  arcs  et  par  le  pôle  des  paral- 
laxes H,  les  arcs  de  grand  cercle  FH,  EH,  DH  et  qu'on  nommât 

LM l, 

LN p., 

MN V, 

cosFH X, 

cosEH j, 

cosDH z, 

on  aurait 

^,  ^ 

temps  en  L  —  temps  en  M  =  2««'a;  CCS -) 

temps  en  L  —  temps  en  N  =  2  iwy  ces  —  ? 

temps  en  M  —  temps  en  N  =  aiwz  ces  -• 

Donc,  puisque  ces  différences  sont  données  immédiatement  par  les  obser- 
vations, si  on  les  suppose  égales  à  a,  b,  c,  on  aura  les  trois  équations 
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d'où  l'on  tire 

l  1 

0  cos  -  c  cos  - 


X,       z 


Or,  en  supposant  la  position  des  lieux  d'observation  L,  M,  N  donnée,  il 
est  clair  que  le  triangle  EFD  sera  donné,  aussi  bien  que  le  rapport  des 
cosinus  des  arcs  FH,  EH,  DH  qui  aboutissent  au  même  point  H,  de  sorte 
qu'on  pourra,  à  l'aide  des  équations  précédentes,  trouver  la  position  du 
pôle  des  parallaxes  H. 

24.  Pour  cela  nous  nommerons  L,  M,  N  les  distances  FE,  FD,  DE,  et 
nous  aurons  dans  le  triangle  FÊH 

„„_  cosL  — .rr 

cosFHE  =  •' 

v/i-x=v/i-j^ 


dans  le  triangle  FDH 


_„-^         cosM  —  xz 
cosDHF: 


y/  I  —  X''  \/l  —  . 

et  dans  le  triangle  EDH 

cosN  —  yz 


cosDHE  = 


\/'  — J'  v''  — -2' 

Mais,  comme  la  somme  des  angles  qui  sont  autour  de  F  doit  taire  quatre 

droits,  on  aura 

cos  (  FHE  +  DH  F  )  =  cos  DHE, 

c'est-à-dire 

cosFHE  X  cosDHF  -  sinFHE  x  sinDHF  =  cosDHE, 

ou  bien,  en  carrant, 

(i  -  cos'FHE)(i  —  cos'DHF)  =  (cosDHE  -  cosFHE  X  cosDHF )S 

et  réduisant, 

I  —  cos=FHE  —  cos^DHF  —  cos^DHE  -+-  a  cosFHE  X  cosDHF  x  cosDHE  =  o. 

Donc,  substituant  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  et  ôtant  les  dénomina- 

.45. 


356  MÉMOIRE  SUR  LE   PASSAGE  DE  VÉNUS. 

leurs,  on  aura 

(i  —  a:- }  {i  —  J--  )  {i  —  z-  )  —  (cosL  —  xy]-(i  —  z'')  —  (cosM  —  xz)'{i  —  f^) 

—  (cosN  —  j-z)-{i  —  x'^)  -+-  2(cosL  —  ^j)(cosM  —  xa)(cosN  ~yz)^o, 

ce  qui  se  réduit  à 

I— cos'L  — cos-M  —  cos'Nh-  2cosLcosMcosN  — ^r-sin'N— }--'sin^M  — z^sin'L 
+  ixf  (cosL  —  cosMcosN)  +  3^z(cosM—  cosLcosN) 

+  2  jz(cosN  —  cosLcosM)  =  o. 

Or,  faisant  pour  plus  de  simplicité 


0  ces  -  c  ces  - 


=:  m, =  h, 


.F- 


en  sorte  que  l'on  ait  j  =  mcc  et  z  =:  nx,  et  substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  précédente,  on  en  tirera 

v'i  -cos'L-cos'M-cos'N  +  2cosLcosMeosN 
y/sin'N-l-m'  sin'M-)-n'sin-L-  •2m(cosL-cosMcosN)-2n(cosIVI-cosL  cosN)-  amn(coslN-  cosLcosM) 

Ainsi  l'on  connaîtra  œ  et  par  conséquent  aussi  y  et  z,  ce  qui  suffit  pour 
déterminer  la  position  du  point  H. 

25.  A  l'égard  des  arcs  L,  M  et  N,  il  est  facile  de  les  déterminer  par  le 
moyen  des  arcs  >,,  p.  et  v,  qui  sont  supposés  connus. 
En  effet,  dans  le  triangle  FLE,  on  a 

FE=:L,     LF  =  ^+9o°,     LE=-^  +  9o"; 

donc,  nommant  yj  l'angle  en  L,  on  aura 

T  lu.  .  \        .  il. 

cosL  =  cos  -  ces  —  CCS/)  4-  sin  -  sm  —  ■ 
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De  plus,  dans  le  triangle  LMN,  on  a 

cosv  —  cosXcosu 

cosn  = ^^i — -. ■■, 

sinAsiny. 

donc  on  aura 

^        i"-  /  -,  > 

ces- cos  —  (cosv  —  cosAcosf^.)  , 

cosL  = ^^ .    ., — -. h  sin  -  sin  ^^ 

sinAsm/x  2         2 

ou  bien 

cosv  —  cosXcosu         .     1    .     u. 
cosL  =: r ■ — h  sin  -  sin  —  i 

,     .       A      .        U  2  2 

4  Sin  -  sin  — 

ou  bien  encore 

I  +  cosv  —  cosX  —  COSu. 


cosL  = 
et  l'on  trouvera  de  même 


/   ■     ^    •     F- 
4  sin  -  sin  — 


I  +  COSU  —  COSA  —  COSi 

cosM  = — ^ — 

,    .     A    ,     V 
4  Sin  -  sin  - 


cosN 


I  -+-  cosX  —  cosfi  —  cosv 

4  sin  i-  sin  - 


Ce  que  nous  venons  de  démontrer  touchant  les  diflerences  des  parallaxes 
observées  en  deux  ou  trois  endroits  différents  doit  s'appliquer  de  même 
aux  différences  des  sommes  des  parallaxes,  dont  nous  avons  traité  dans 
les  n°*  16  et  suivants;  il  faudra  seulement  substituer,  dans  ce  cas,  au 
pôle  H  des  parallaxes  le  pôle  G  de  la  somme  des  parallaxes. 

26.  Avant  de  passer  à  l'application  de  la  théorie  que  nous  venons  de 
donner,  il  est  bon  de  remarquer  que,  comme  dans  la  projection  ordi- 
naire des  mappemondes,  qui  est  la  projection  stéréo  graphique  de  Ptolé- 
mée,  tous  les  cercles  du  globe  deviennent  aussi  des  cercles,  on  pourra 
également  transporter  sur  la  mappemonde  les  différents  cercles  des  pa- 
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rallaxes  et  des  sommes  des  parallaxes  que  nous  avons  enseigné  à  tracer 
sur  le  globe. 

Si  l'on  connaissait  pour  chacun  de  ces  cercles  la  position  de  trois 
points  quelconques,  il  n'y  aurait  qu'à  chercher  sur  la  mappemonde  les 
points  correspondants,  et  le  cercle  qui  passerait  par  ces  trois  points  se- 
rait nécessairement  la  projection  du  cercle  décint  sur  le  globe;  mais, 
lorsqu'on  ne  connaît  que  la  position  du  pôle  avec  l'ouverture,  c'est-à- 
dire  l'arc  qui  mesure  la  distance  du  pôle  à  la  circonférence,  il  est  plus 
court  de  chercher  directement  le  centre  et  le  rayon  de  la  projection. 

Pour  résoudre  ce  Problème,  soient  AB  le  diamètre  du  cercle  de  projec- 
tion {fig.  12),  0  le  lieu  de  l'œil,  H  le  pôle  d'un  cercle  décrit  sur  le  globe, 


Fig.  13 


dontMN  est  le  diamètre,  AVBO  un  grand  cercle  de  la  sphère  qui  passe 
par  les  points  0  et  H,  il  est  facile  de  voir  qu'en  menant  les  rayons  vi- 
suels OM,  ON,  le  cercle  MN  sera  projeté  par  un  autre  cercle  dont  le  dia- 
mètre sera  ST  :  de  sorte  qu'en  divisant  la  ligne  ST  en  deux  également 
en  R,  le  point  R  sera  le  centre,  et  la  ligne  RS  le  rayon  du  cercle  dont  il 
s'agit. 

De  plus,  si  l'on  suppose,  comme  dans  les  mappemondes  ordinaires 
[fig.  i3),  que  le  cercle  de  projection  EAPQB  est  le  premier  méridien,  et 
que  EQ  soit  le  diamètre  de  l'équateur  qui  y  est  perpendiculaire,  et  P  le 
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pôle  du  monde,  il  est  clair  qu'en  menant  par  les  points  P  et  H  l'arc  de 
méridien  PH,  on  aura  PH  égal  au  complément  de  la  latitude  du  point  H, 
et  l'angle  HPA  égal  à  la  longitude  de  ce  même  point. 


Fig.  i3. 


Donc,  si  l'on  nomme 

la  latitude  du  point  H a, 

la  longitude  du  même  point (3, 

l'arc  HM,  c'est-à-dire  l'ouverture  du  cercle  MN Ç, 

l'arc  AE V, 

l'arc  HA W, 

on  aura  d'abord,  dans  le  triangle  HAP  rectangle  en  A  [fig.  i3), 

tangAP  =  tangPHcosHAP     et    sinHA  =  sinPHsinHPA, 

c'est-à-dire 

tanga  .    ,-,,  .    o 

tangV= — —■     et     sm  W  =  cosasmp. 

cos(3  ^ 

Ensuite  on  aura  [fig.  12) 

AN  =  W-)-Ç,     AM  =  W-Ç,     CT  =  tangVON  =  tang  —  —  cot  ^^"^  '^, 

et  de  même     , 

CS  =  cot-^^ -■ 
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Donc 

cot ^  +  cot cot —  col - 

CR== ?— ,     RS= ^— , 

2  2 

OU  bien 

CR=       ,t'"^     ..     RS:  ^'"^ 


cosW  +  cosÇ  cosW  +  cosÇ 

Au  reste,  la  solution  de  ce  Problème  deviendrait  beaucoup  plus  facile 
si.  dans  la  projection  de  la  mappemonde,  au  lieu  de  supposer  l'œil  dans 
l'équateur,  comme  on  le  fait  ordinairement,  on  le  supposait  au  pôle 
même;  car  alors  tous  les  méridiens  étant  des  lignes  droites,  il  est  clair 
que  le  centre  du  cercle  sur  la  mappemonde  se  trouverait  dans  le  même 
méridien  que  sur  le  globe,  de  sorte  qu'il  n'y  aurait  qu'à  marquer  sur  ce 
méridien  les  deux  points  par  où  doit  passer  le  cercle,  et  la  portion  de 
méridien  interceptée  entre  ces  deux  points  en  serait  nécessairement  le 
diamètre. 

^  III.  —  application  de  la  t/iéorie  précédente  aux  passages 
des  planètes  sur  le  disque  du  Soleil. 

27.  Supposons  maintenant  que  l'astre  S  soit  le  Soleil  et  que  l'astre  V 
soit  une  planète  quelconque  qui  passe  devant  lui;  en  faisant  Z  égal  au 
demi-diamètre  du  Soleil,  on  aura  (  13)  —  iw  cosÇ  pour  la  parallaxe  d'en- 
trée et  iw'  cosÇ'  pour  la  parallaxe  de  sortie,  c'est-à-dire  pour  les  efièts  de 
la  parallaxe  sur  le  temps  de  l'entrée  et  de  la  sortie  de  la  planète;  le 
signe  —  marque  l'accélération  du  contact,  et  le  signe  +  le  retardement. 

28.  Soient  [fig-  i4 j  S  le  centre  du  Soleil,  ELC  son  disque,  VV  la  route 
de  la  planète  V  sur  ce  disque,  EC  l'écliptique,  SL  le  cercle  de  latitude 
du  Soleil,  SD  le  cercle  de  déclinaison;  en  menant  les  rayons  SV,  SV  et 
la  perpendiculaire  SR,  on  aura  SQ  égal  à  la  latitude  de  la  planète  au 
temps  de  la  conjonction,  RSQ  égal  à  l'angle  de  la  ligne  VV  avec  la 
ligne  EC,  c'est-à-dire  à  l'inclinaison  de  l'orbite  relative  VV  de  la  pla- 
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nète  sur  l'écliptique,  DSL  égal  à  l'angle  de  position  du  Soleil,  et  les 
angles  VSD  et  V'SD  seront  ceux  que  nous  avons  nommés  i  et  s'  dans  les 
n°=*  15  et  16. 

Fig.  i4. 


Soient  nommées  donc 

La  latitude  de  la  planèle  au  temps  de  la  conjonction  ...  A, 

L'inclinaison  de  son  orbite  relative  sur  l'écliptique. ...  1', 

L'angle  de  position  au  moment  de  l'entrée H, 

L'angle  de  position  au  moment  de  la  sortie H'. 

On  trouvera  d'abord  la  moindre  distance  de  centre  SR  =  Acosï 
suite,  faisant  l'angle  VSR^yj,  on  aura 

A  cosT 


et  par  conséquent 


Y-n. 


+  Y  +  H' 


Connaissant  par  ce  moyen  les  angles  £  et  s',  et  connaissant  aussi  les  décli- 
naisons du  Soleil  p  etp'  pour  les  moments  de  l'entrée  et  de  la  sortie,  on 
trouvera  aisément  (14)  la  position  des  pôles  H  et  H',  que  nous  nomme- 
rons dorénavant  pôles  d'entrée  et  de  sortie;  ainsi  on  connaîtra  pour 
chaque  lieu  de  la  Terre  les  angles  'Ç  et  Ç'. 

Nous  remarquerons  seulement  que,  comme  l'angle  i  tombe  de  l'autre 
côté  du  cercle  de  déclinaison  SD,  il  faudra  aussi,  dans  hjig.  7,  p.  346, 
prendre  l'arc  SH  de  l'autre  côté  de  PS;  ainsi,  l'angle  SPH  devra  être 
IL  46 
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regardé  comme  négatif,  c'est-à-dire  que  cet  angle,  au  lieu  d'être  sup- 
posé égal  à  j3' —  q' ,  devra  élre  au  contraire  égal  à  q'  —  |5'. 

29.  A  l'égard  des  mouvements  horaires  Q  et  0' ,  il  est  facile  de  voir 
que,  si  l'on  nomme  le  mouvement  horaire  de  la  planète  sur  son  orbite 
relative  au  moment  de  l'entrée  ^,  et  au  moment  de  la  sortie  ,9',  on  aura 


sv*'    '^  -  sv    ■ 


c'est-à-dire 


S-y/Z^- 

-A^cosP 

z 

à'  \l't' 

-A^cosP 

=  S-sin-/), 

=  ^'sin-/]. 

Dans  les  passages  de  Mercure,  les  ([uanlités  s-  et  s-'  peuvent  différer  entre 
elles  de  quelques  secondes,  à  cause  de  la  grande  excentricité  de  cette 
planète;  mais  dans  ceux  de  Vénus  la  différence  de  ces  deux  quantités  est 
absolument  insensible.  Il  en  faut  dire  autant  des  quantités  u  et  «',  qui 
expriment  les  rapports  des  distances  de  la  planète  au  Soleil  et  à  la 
Terre  (13),  de  sorte  que  dans  ces  derniers  passages  on  peut  supposer 
w'  =  w. 

30.  M.  de  Lisie  est  le  premier  qui  ait  eu  l'idée  de  tracer  sur  le  globe, 
aussi  bien  que  sur  la  mappemonde,  les  différents  cercles  des  parallaxes 
d'entrée  et  de  sortie  dans  les  passages  des  planètes  sur  le  disque  du  So- 
leil. Il  l'exécuta  d'abord  pour  le  passage  de  Mercure  de  1753  et  ensuite 
pour  celui  de  Vénus  de  1761,  et  M.  de  Lalande  a  rempli  le  même  objet 
pour  le  passage  de  Vénus  qui  s'observera  en  1769.  Comme  M.  de  LisIe 
n'a  point  donné  les  principes  de  sa  méthode  et  que  M.  de  Lalande  n'a 
déduit  la  sienne  que  de  la  théorie  des  projections,  j'ai  cru  qu'il  n'était 
pas  tout  à  fait  inutile  d'examiner  cette  matière  par  l'analyse;  d'ailleurs, 
suivant  les  méthodes  dont  nous  venons  de  parler,  pour  trouver  le  pôle  H 
d'entrée  ou  de  sortie,  il  faut  prolonger  l'arc  de  grand  cercle  SV  en  H,  de 
manière  que  l'on  ait  [fig.  7,  p.  346)  SH  =  90",  au  lieu  que  nous  avons 
trouvé  (14)  que  l'arc  SH  doit  être  égal  à  90"-!-  s,  l'arc  s  étant  tel  que 
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sin*=  — — •  Il  est  vrai  que,  coninie  Z  demi-diamètre  du  Soleil  n'est  que 

d'environ  i6  minutes,  et  que  la  quantité  g,  rapport  des  distances  de  la 
planète  et  de  la  Terre  au  Soleil,  est  à  peu  près  -^  pour  Mercure  et  -^t  pour 
Vénus,  l'angle  s  ne  sera  que  d'environ  ^7  minutes  pour  la  première  de 
ces  deux  planètes  et  de  22  minutes  pour  la  seconde,  et  qu'ainsi  l'erreur 
sera  toujours  fort  petite. 

Cependant,  comme  on  pourrait  appliquer  la  même  théorie  à  des  cas 
où  la  distance  Z  ne  serait  plus  très-petite,  il  m'a  paru  important  de  ré- 
soudre le  Problème  en  toute  rigueur. 

31.  Mais  ce  n'est  pas  là  le  seul  avantage  de  notre  méthode.  On  sait 
que  la  plus  importante  de  toutes  les  observations  que  l'on  puisse  faire 
dans  un  passage  de  Vénus  est  celle  de  la  durée  du  passage;  aussi,  le 
principal  objet  des  voyages  qui  ont  été  entrepris  à  l'occasion  du  passage 
de  1761  était  de  nous  procurer  des  observations  de  la  durée  dans  les 
lieux  où  les  effets  de  la  parallaxe  devaient  être  les  plus  sensibles  et  les 
plus  opposés,  et  tel  est  aussi,  je  crois,  le  but  des  voyages  auxquels  les 
Astronomes  se  disposent  actuellement. 

Or,  suivant  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les  n"^  18  et  suivants,  la 
parallaxe  de  durée  est  exprimée  en  général  par 


'  sjw-  -\-  2  «'(«''  CCS  w  -+-  w'^  ces  z, 

z  étant  la  distance  du  lieu  d'observation  au  pôle  G,  dont  la  position  est 
donnée  sur  le  globe;  de  sorte  que  la  parallaxe  dont  il  s'agit  sera  absolu- 
ment nulle  dans  les  lieux  placés  sous  la  circonférence  du  grand  cercle 
qui  aurait  le  même  ^^omX,  G  pour  pôle,  et  qu'elle  croîtra  en  raison  des 
sinus  des  distances  à  ce  même  cercle.  On  pourrait  donc  aussi,  si  l'on 
voulait,  tracer  sur  un  globe  ou  sur  une  mappemonde  différents  cercles 
de  durée,  c'est-à-dire  tels,  que  la  durée  du  passage  fût  la  même  pour  tous 
les  pays  qui  se  trouveraient  dans  la  circonférence  de  chacun  d'eux, 
l'opération  serait  absolument  la  même  que  pour  les  cercles  d'entrée  et  de 
sortie  de  M.  de  Lisie,  en  prenant,  au  lieu  du  pôle  H  ou  H',  le  pôle  G  (19). 

46. 
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32.  Ma  méthode  donne  de  plus  un  moyen  facile  de  comparer  entre 
elles  les  observations,  soit  de  l'entrée  ou  de  la  sortie,  soit  de  la  durée  du 
passage,  faites  en  plusieurs  endroits;  car  nous  avons  trouvé  que  la  diffé- 
rence entre  les  moments  de  l'entrée  ou  de  la  sortie  pour  deux  endroits 
quelconques  est  exprimée  généralement  par 

l       , 
IIW  cos-  cos^, 

les  angles  X  et  ^  dépendant  de  la  position  des  lieux  d'observation  et  de 
celle  des  pôles  d'entrée  ou  de  sortie  (22). 

Il  en  est  de  même  des  différences  de  durée,  en  prenant  le  pôle  de 
durée  à  la  place  de  celui  d'entrée  ou  de  sortie. 

Ainsi,  connaissant  exactement  la  position  des  lieux  d'observation,  et 
ayant  déterminé,  soit  par  les  tables,  soit  par  l'observation  même,  les  élé- 
ments d'où  dépend  la  position  des  pôles  (28),  on  trouvera  immédiate- 
ment la  valeur  de  i,  c'est-à-dire  la  parallaxe  du  Soleil,  qui  est  le  princi- 
pal objet  des  observations  des  passages  de  Vénus. 

33.  Si  l'on  avait  trois  observations  faites  en  trois  endroits  différents, 
on  n'aurait  besoin  que  de  connaître  la  position  de  ces  trois  lieux  pour 
pouvoir  déterminer  la  parallaxe  i  du  Soleil;  car,  dans  les  formules  des 
n'"  23  et  suivants,  on  aurait  par  observation  les  valeurs  des  quantités 
a,  b,  c,  différences  entre  les  temps,  soit  de  l'entrée,  soit  de  la  sortie  ou 
de  la  durée,  observés  dans  les  trois  lieux  donnés;  ensuite,  les  distances 
respectives  de  ces  mêmes  lieux  donneraient  les  valeurs  des  angles  X,  [jl,  v, 
et  par  conséquent  aussi  celles  des  angles  L,  M,  N  (25j;  ainsi  l'on  trouve- 
rait la  valeur  de  x  (24j ,  laquelle  étant  mise  dans  l'équation 


1 
iiwx  cos -5 


on  en  tirerait  la  valeur  de  i. 


34.  Cette  méthode  de  connaître  la  parallaxe  du  Soleil  par  le  moyen 
de  trois  observations  me  paraît  la  plus  commode  et  la  plus  exacte  de 
toutes;  il  faut  seulement  remarquer  que,  si  l'on  veut  se  servir  des  obser- 
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vations  de  l'entrée  ou  de  la  sortie,  il  est  nécessaire  de  connaître  avec  une 
très-grande  précision  les  différences  des  méridiens  des  lieux  d'observa- 
tion pour  avoir  les  valeurs  exactes  des  différences  des  temps  a,  h,  c\ 
mais,  si  l'on  emploie  les  durées  observées,  les  différences  des  méridiens 
n'entreront  plus  que  dans  la  détermination  des  quantités  X,  [j.,  v,  et  par 
conséquent  il  suffira  qu'elles  soient  connues  à  très-peu  près,  aussi  bien 
que  les  latitudes  des  lieux. 

35.  Au  reste,  pour  savoir  si  le  passage  sera  visible  dans  un  lieu  quel- 
conque donné  L,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  la  hauteur  du  Soleil  dans  ce 
lieu  aux  moments  de  l'entrée  et  de  la  sortie. 

Soient  donc  a  la  hauteur  du  Soleil  au-dessus  de  l'horizon  du  lieu  L  au 
moment  de  l'entrée,  et  n'  la  hauteur  au  moment  de  la  sortie;  il  est  clair 
que  les  distances  du  même  lieu  L  aux  lieux  de  la  Terre  auxquels  le  Soleil 
sera  perpendiculaire  aux  moments  de  l'entrée  et  de  la  sortie,  et  qui  sont 
déterminées  par  les  latitudes  a  et  a  et  par  les  longitudes  /S  et  |3'.  il  est 
clair,  dis-je,  que  ces  distances  seront  les  compléments  des  angles  g  et  c'\ 
c'est  pourquoi  l'on  aura  ,   ■ 

sino-  =cosa  cos4'COs((3  —  o)-)-sina  siinj', 
sin(T'  =  cosa'cosij;  cos((3'  —  cp)  4-  sina'sind/. 

36.  Remarque.  —  Lorsque  l'angle  Z  est  fort  petit,  on  pourrait  avoir 
quelque  scrupule  sur  la  réduction  que  nous  avons  faite  {13j  de  l'équation 

cosZ'  :=  cosZ  H-  iu  siiiZ  cosÇ 
à 

7J  =^7j—  /mcosÇ; 
car,  soit 

Z'  =  Z  +  7r, 
on  aura 


cosZ'  =  cosZ  —  TTsinZ cosZ- 


donc 


71  sinZ  H cosZ  —  ...=:—  iu  sinZ  cosÇ, 

et  par  conséquent 

TT'COtZ 
TV  H ...=:  —  lU  CCS  ;  , 
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d'oii  l'on  tire 

1°     t:=z  —  iucos'C, 

i-u-  cotZc os- 'C 

2°       -  =:  —  (MCOSi -i 


et  ainsi  de  suite.  Or,  comme  i  est  une  quantité  fort  petite,  nous  avons 
cru  pouvoir  nous  en  tenir  à  la  première  valeur  approchée  de  t:,  savoir 
—  »/cosÇ,  d'où  résulte  l'équation 

Z'  =:  Z  —  iu  cosÇ; 

cependant,  lorsque  l'angle  Z  est  assez  petit  pour  que  la  valeur  de  cotZ  soit 

fort  considérable,  il  est  clair  que  le  terme — ^  ne  doit  plus  être 

négligé  vis-à-vis  du  terme  iu cos'Ç. 

Pour  apprécier  l'effet  qui  résulterait  d'une  telle  négligence  dans  les  pas- 
sages des  planètes  sur  le  disque  du  Soleil,  nous  remarquerons  que  le  rap- 

.    1      .              ]     ^  -1    '     ■*      .          ■     ■            •    ■     1           /><cotZ  cosi: 
port  des  termes  dont  il  s  agit  est  exprime  en  gênerai  par  -; 

de  sorte  que  sa  plus  grande  valeur  est  de  — Or,  on  a  environ 

Z  =  r6',  î  =  sinio",  ?/  =  o,63i6  pour  Mercure,  et  M  =  2,6iZi4  pour 
Vénus,  d'où  l'on  trouvera  pour  les  passages  de  Mercure 

?McotZ  „  „. 
=  0,003204, 


et  pour  ceux  de  Vénus 

iu  colZ 


:  0,013594. 


Ainsi ,  l'erreur  ne  sera  dans  le  premier  cas  que  de  j—^,  du  total ,  mais 
elle  sera  de  7^|-^  dans  le  second,  de  sorte  que  si  le  plus  grand  effet  de  la 
parallaxe  était  de  8  minutes,  comme  il  le  sera  à  très-peu  près  dans  le  pas- 
■sage  de  176g,  la  plus  grande  erreur  serait  d'environ  6  secondes. 

Au  reste,  quelque  petite  que  soit  cette  erreur,  si  quelque  calculateur 
scrupuleux  voulait  absolument  l'éviter,  il  le  pourrait  aisément.  Pour 
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cela,  il  suffîi'ait  de  remarquer  que 

„,  ^  .     Z'-Z     .     Z'4-Z 

cosZ  —  cosZ  =  2  sin sin , 

2  2 

et,  en  faisant  clans  le  second  membre  Z'  =  Z  +  ti, 

cosZ'  —  cosZ  =  2sin-  sin  (Z  + 
de  sorte  qu'on  aurait  rigoureusement  l'équation 

3  sin—  sin  (Z  h —  J  =  —  («sinZ  cosÇ, 
ou  bien,  à  cause  que  n  est  un  angle  fort  petit, 

rr  sin  (  Z  +  -  |  =  —  jm  sin  Z  cos  C , 


d'où  l'on  tire 

/«sinZ 

cosC, 

sin  (  z  + 


ou  bien,  en  substituant  pour  n  sa  première  valeur  approchée  —  mcosÇ, 

msinZcosÇ 

.     /„       mcosÇ 
sin    Z 


d'où  l'on  voit  qu'il  n'y  aura  qu'à  augmenter  la  parallaxe  d'entrée  en 
iZ 

iu  cos'C\ 
m  \Ij  — 

sinZ 

.     /          m'  cosÇ 
sni    Z 


raison  de -, -. ^^  à  i,  et  la  parallaxe  de  sortie  en  celle  de 

sin    z  — 


A  l'égard  de  la  parallaxe  de  durée,  comme  elle  doit  être  égale  à  la 
somme  des  deux  parallaxes  d'entrée  et  de  sortie  (18),  il  n'y  aura  qu'à  y 
ajouter  ces  daux  corrections 

i'cotZ  •  ,         /cotZ    , 

u  cosç  X  parallaxe  a  entrée  h «'  cosC  X  parallaxe  de  sortie. 
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Ainsi,  lorsqu'on  voudra  faire  usage  de  la  méthode  du  n°  23  pour  déduire 
la  parallaxe  du  Soleil  de  trois  observations,  il  faudra,  pour  plus  d'exac- 
titude, appliquer  d'abord  ces  corrections  aux  observations  mêmes;  mais 
je  crois  que  cette  précaution  sera  le  plus  souvent  superflue. 

^  IV.  —  Du  passage  de  T  émis  qui  s' observera  le  3  juin  1769 
a//  soir. 

37.  Comme  les  circonstances  de  ce  passage  ont  déjà  été  déterminées 
par  différents  Astronomes,  et  surtout  par  MM.  Pingre  et  de  Lalande, 
d'après  les  Tables  de  M.  Halley,  corrigées  sur  les  observations  du  pas- 
sage de  1761,  et  que  leurs  résultats  s'accordent  d'ailleurs  à  très-peu 
près,  j'ai  cru  pouvoir  me  dispenser  de  les  calculer  de  nouveau,  et  je  me 
suis  contenté  d'emprunter  de  M.  de  Lalande  les  éléments  suivants  : 

Temps  vrai  de  la  conjonction  au  méridien  de  Paris 10'' 9'"  53' 

I^ongitude  du  Soleil 2''i3°27'  to" 

l^atitude  géocentrique  de  Vénus 10'  i3",4 

Inclinaison  de  l'orbite  relative  de  Vénus  sur  l'écliptique 8°  29' 

Mouvement  horaire  de  Vénus  sur  l'orbite  relative 4' 

Mouvement  horaire  du  Soleil 2'  iS'.S 

La  distance  du  Soleil  à  la  Terre  (en  supposant  la  moyenne  ^i)-  •  i,oi5i4 

La  distance  de  Vénus  au  Soleil 0,72627 

Le  demi-diamètre  du  Soleil i5'  47" 

Le  demi-diamètre  de  Vénus 29" 

38.  Ainsi,  on  aura  d'abord 

A ru'  13",  4 

s-  =  s' 4'o'' 

T 8"29'o" 

Z i5'47" 

r i,oi5i4 

f 0,72627 
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d'où  l'on  trouvera 

AcosT io'6",7 

v) 5o°9'  37" 

e  =  e' i84",26 

R  =  r~f 0,28887 

logg- 9,8545722 

s 22'  3" 

lOgM  =:  lOgM' 0,4003957 

log<v=:  logcv' i,6gi2i65 

d'où 

W  =:  w' 49")'  l5 

(J'ai  multiplié  ici  la  valeur  de  j  par  36oo  pour  avoir  la  valeur  de  w  en 
secondes.) 

A  l'égard  de  i,  on  remarquera  que,  comme  le  mouvement  horaire  6 
est  exprimé  en  secondes,  il  faudra  de  même  exprimer  en  secondes  la 
parallaxe  du  Soleil;  de  sorte  que  la  quantité  /  dénotera  le  nombre  des 
secondes  qui  déterminent  cette  parallaxe. 

39.  Maintenant,  on  trouvera  dans  h  Jig.  14  du  paragraphe  précédent 
(p.  36i) 

,   logVR  =  2,8616200, 
logQR=  1,9565997, 

d'où,  en  réduisant  ces  quantités  en  temps,  à  raison  de  l^'o"  par  heure, 
on  aura 

1j        m        s 

La  demi-demeure  du  centre  de  Vénus  sur  le  disque 3     i  .47 

La  différence  entre  la  conjonction  et  le  milieu  du  passage, 
laquelle  doit  s'ajouter  à  la  conjonction 22 .  37 

De  sorte  qu'on  aura  au  méridien  de  Paris 

Il  III  s 

L'entrée  du  centre  à 7 .  3o .  43 

Le  milieu  du  passage  à io.32.3o 

La  sortie  du  centre  à 1 3 .  34 . 1 7 

IL  47 
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Or,  l'intervalle  entre  le  commencement  du  passage  et  la  conjonction 
étant  de  2''39™io%  et  l'intervalle  entre  la  conjonction  et  la  fin  du  pas- 
sage étant  de  3''24™24%  on  trouvera  6' 20"  à  retrancher  de  la  longitude 
du  Soleil  au  temps  de  la  conjonction,  et  8' 8"  à  y  ajouter,  pour  avoir  les 
longitudes  aux  moments  de  l'entrée  et  de  la  sortie;  de  sorte  qu'on  aura  : 

Longitude  du  Soleil  pour  l'entrée.  • .       a.iS.ao.So 
Longitude  du  Soleil  pour  la  sortie   ...     a.  1 3. 35. 18 

d'où  l'on  trouvera,  en  supposant  l'obliquité  de  l'écliptique  de  23"  28' 10", 
telle  qu'elle  sera  au  mois  de  juin  1769, 

p  ^22.25.46,      p'  =22.27.33, 

n=  7.  5.3o,     n'=  6.59.35, 

et  par  conséquent 

£  =  34"  35' 7",     e'=:65°38'i2". 

Enfin,  en  convertissant  les  temps  de  l'entrée  et  de  la  sortie  en  degrés  à 
raison  de  i5  degrés  par  heure,  on  aura  les  angles  horaires  du  Soleil  par 
rapport  à  Paris,  comptés  d'Orient  en  Occident;  donc,  en  prenant  les 
compléments  de  ces  angles  à  36o  degrés  et  y  ajoutant  20  degrés  longi- 
tude de  Paris,  on  aura,  par  rapport  au  premier  méridien, 

qr  :=  267°  19'  l5",      ç'  =  176"  25' 45". 

40.  Cela  posé,  on  aura  dans  le  triangle  PSH  {fig-  7,  p.  346) 
PS  =  90"  —  p,    SH  =  90"  +  s,    PSH  =  e 
pour  l'entrée,  et 

PS  =  90°  —  /;',     SH=9o°-i-5,     PSH=:e' 

pour  la  sortie  (14  et  suivants);  ainsi  l'on  trouvera  :  i"  le  côté  PH,  qui  sera 
dans  le  premier  cas  égal  à  90° —  a,  et  dans  le  second  égal  à  90°  —  a'; 
2°  l'angle  SPH,  qui  sera  dans  le  premier  cas  égal  à  /3  —  ^,  et  dans  le 
second  égal  à  y'—  /3';  de  sorte  qu'on  connaîtra  par  ce  moyen  les  lati- 
tudes «,  a'  et  les  longitudes  (i,  /S'  des  pôles  d'entrée  et  de  sortie. 
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On  trouvera  donc 

a  :=49-20.    7,       |3  =20. 44-1 3, 
a'  =  22. 15.27,        P':=76.l5.    8. 

41.  Pour  trouver  maintenant  le  pôle  de  durée,  on  remarquera  qu'a 
cause  de  w  =  w'  ce  pôle  tombera  précisément  au  milieu  de  l'arc  qui 
passe  par  les  deux  pôles  d'entrée  et  de  sortie  (  19j. 

Soient  donc  {Jig.  i5j  P  le  pôle  du  globe  terrestre,  H  et  H'  les  pôles 

Fig.  i5. 


d'entrée  et  de  sortie,  et  G  le  pôle  de  durée,  en  sorte  que  H' G  =  yHH'; 
on  aura  dans  le  triangle  HPH' 

PH  =  9o''-a,     PH'^goo-a',     HPH=P'-(3; 

ainsi  l'on  trouvera  le  côté  HH'  =  w  et  l'angle  H';  ensuite,  dans  le  trian- 
gle PHG,  connaissant  les  côtés  H'P  et  H' G,,  avec  l'angle  compris  H',  on 
trouvera  le  côté  PG  =  90°  — A  et  l'angle  H'PG  =  /5'— B. 
On  aura  donc 

f.j  =  47. 14.44, 
A  =  38.2i.53, 
B=:56.  4.23; 

et  comme  r  =  2nt'cos-  (20),  on  aura 


r 

—  =  45", 000  X  log  1 ,6532o83. 


47- 
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42.  Voilà  tous  les  éléments  nécessaires  pour  calculer  les  parallaxes 
d'entrée,  de  sortie  et  de  durée  dans  le  prochain  passage  de  Vénus  sur  le 
Soleil;  nous  allons  les  remettre  ici  en  peu  de  mots  sous  les  yeux  de 
l'Académie. 

Le  lieu  du  pôle  d'entrée  est  à  49° 20' 7"  de  latitude  et  à  26° 44' 1 3"  de 
longitude;  ainsi,  ce  pôle  tombe  entre  Francfort  et  Nuremberg,  près  de 
Miltenberg. 

Le  lieu  du  pôle  de  sortie  est  à  22°  1 5' 27"  de  latitude  et  à  76°!  5' 8"  de 
longitude;  de  sorte  qu'il  tombe  près  de  Mascate,  en  Arabie. 

Enfin  le  pôle  de  durée  est  à  38°2i'53"  de  latitude  et  à  56° 4'  23"  de 
longitude,  c'est-à-dire  à  environ  2  degrés,  tant  à  l'Orient  qu'au  Nord  de 
la  ville  d'Alexandrette. 

Ces  trois  pôles  étant  ainsi  déterminés,  si  l'on  nomme  Ç  la  distance 
d'un  lieu  quelconque  de  la  Terre  au  pôle  d'entrée,  Ç'  sa  distance  au  pôle 
de  sortie  et  z  la  distance  du  même  lieu  au  pôle  de  durée,  on  aura,  en  dé- 
notant par  i  le  nombre  des  secondes  de  la  parallaxe  du  Soleil  : 

,   sur  l'enlrée  du  centre —  49'  '  i5«  cosÇ, 

Effet  de  la  parallaxe. .    .  sur  la  sortie  du  centre -1- 49,  i'5«  cosÇ', 

'  sur  la  demi-durée  du  passage..      -1- 45, 000 /ces s; 

le  signe  —  marque  l'accélération  et  le  signe  +  le  retardement  par  rap- 
port au  centre  de  la  Terre. 

De  là  on  voit  :  1°  qu'en  supposant  la  parallaxe  du  Soleil  de  10  se- 
condes, le  plus  grand  effet  de  la  parallaxe  sur  l'entrée  et  la  sortie  sera 
de  491  secondes  ou  de  8'"ii%  et,  sur  la  durée,  de  900  secondes  ou  de 
i5°o*;  2°  que  les  lieux  les  plus  favorables  pour  observer  ce  passage  sont 
ceux  qui  sont  le  plus  près  de  l'un  des  trois  pôles  ou  des  points  qui  leur 
sont  diamétralement  opposés;  et  comme,  dans  la  plus  grande  partie  de 
l'Europe,  on  ne  pourra  guère  voir  que  l'entrée  de  Vénus,  il  sera  avanta- 
geux de  l'observer  le  plus  près  qu'il  sera  possible  du  pôle  d'entrée. 

43.  La  différence  des  méridiens  entre  Berlin  et  Paris  étant  de  44' ^5" 
orientale,  on  aura,   pour  le  méridien  de  Berlin,  l'entrée  du  centre  à 
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8''i5™8\  Or,  la  latitude  de  Berlin  étant  de  52''32'3o",  et  la  longitude 
de  3i°  6'i5",  on  trouvera 

cosÇ  ^=  0,9658485, 

et  l'entrée  y  sera  accélérée  de  47%438«;  de  sorte  qu'en  faisant  «'=:io 
on  aura  7™  54*  pour  l'effet  de  la  parallaxe  à  Berlin. 

Si  l'on  voulait  corriger  ce  résultat  suivant  la  remarque  du  n°  36,  il 

faudrait  le  multiplier  par  —. — ^, zi„ ;  c'est-à-dire  par  1,012826,  ce  qui 
'  ^      sini5  35  ^  ^ 

donnerait  l\S^,ol\'ji  pour  l'effet  de  la  parallaxe,   laquelle,  en  faisant 

j"  =  10,  serait  donc  de  8"o%  c'est-à-dire  de  6  secondes  plus  grande.  Ainsi 

l'entrée  du  centre  de  Vénus  se  verra  à  Berlin  à  8^  7™  8\ 

On  voit  par  là  que  Berlin  est  un  des  pays  de  l'Europe  où  l'effet  de  la 

parallaxe  sur  l'entrée  sera  le  plus  sensible;  mais  comme  le  Soleil  sera 

près  de  se  coucher,  l'observation  ne  pourra  guère  se  faire  avec  succès. 

En  effet,  ayant  calculé  la  hauteur  du  Soleil  à  8''  7™,  j'ai  trouvé  qu'elle  ne 

doit  être  que  de  i°43';  de  sorte  que  l'observation  de  l'entrée  de  Vénus 

sera  nécessairement  fort  équivoque  et  ne  sera  presque  d'aucune  utilité. 

44.  En  jetant  les  yeux  sur  la  carte  de  l'Allemagne,  je  vois  que  la  ville 
d'Embden  aura  à  peu  près  le  même  avantage  que  Berlin  par  rapport  à 
l'effet  de  la  parallaxe;  mais  elle  aura  de  plus  l'avantage  que  l'entrée  y 
pourra  être  observée  à  quelques  degrés  d'élévation  au-dessus  de  l'hori- 
zon, condition  nécessaire  pour  le  succès  de  l'observation. 

Je  trouve  par  la  carte  de  M.  Mayer  que  la  position  d'Embden  est  envi- 
ron à  53°  20'  de  latitude  et  à  24' 48"  de  longitude,  ce  qui  donne 

008^  =  0,9973457, 

et  par  conséquent  48%985j  pour  l'accélération  de  l'entrée  causée  par  la 
parallaxe,  à  quoi  il  faudra  encore  ajouter  6  secondes  pour  plus  d'exacti- 
tude, comme  nous  avons  fait  pour  Berlin. 

Ainsi,  faisant  i=  10,  on  aura  pour  Embden  8™  16^  d'accélération  sur 
l'entrée  de  Vénus,  c'est-à-dire  16  secondes  de  plus  que  pour  Berlin. 
Outre  cela,  la  hauteur  du  centre  du  Soleil  y  sera,  au  temps  de  l'entrée. 
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de  3° 57',  ce  qui  paraît  suffisant  pour  le  succès  de  l'observation;  ainsi  je 
crois  que  Embden  est  de  toutes  les  villes  des  États  du  Roi  celle  où  l'obser- 
vation du  passage  de  1769  pourra  se  faire  avec  le  plus  d'exactitude  et  de 
fruit. 

45.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  l'entrée  et  la  sortie  du  centre 
de  Vénus;  or,  le  demi-diamètre  de  Vénus  étant  de  29  secondes,  il  n'y 
aura  qu'à  diviser  cette  quantité  par  le  mouvement  horaire  5  de  Vénus 
par  rapport  au  centre  du  Soleil,  pour  avoir  le  temps  dont  les  contacts 
des  bords  de  Vénus  et  du  Soleil  précéderont  ou  suivront  l'entrée  et  la 
sortie  du  centre;  et  l'on  trouvera,  en  réduisant  ce  temps  en  secondes, 
567  secondes  ou  bien  9"27\  Ainsi,  en  retranchant  du  temps  de  l'entrée 
du  centre  9""  27%  ou  les  ajoutant  à  celui  de  la  sortie,  on  aura  les  temps 
des  deux  contacts  extérieurs,  et  réciproquement,  en  ajoutant  9™  27"  au 
temps  de  l'entrée,  et  les  retranchant  du  temps  de  la  sortie,  on  aura  les 
moments  des  deux  contacts  intérieurs. 

46.  Lorsqu'on  ne  peut  observer  ni  l'entrée  ni  la  sortie,  on  doit  s'atta- 
cher principalement  à  déterminer  la  moindre  distance  apparente  des 
centres. 

Or,  il  est  aisé  de  trouver  par  notre  théorie  l'effet  que  la  parallaxe  doit 
produire  sur  cette  distance;  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  faire  Z  =  AcosT, 
H  =  Y,  et  chercher  ensuite  le  pôle  des  parallaxes  de  la  même  manière  que 
pour  l'entrée  ou  la  sortie,  ayant  soin  seulement  de  prendre  pour  petq 
les  valeurs  qui  conviennent  au  temps  du  milieu  du  passage;  après  quoi, 
nommant  en  général  ^  la  distance  d'un  lieu  quelconque  de  la  Terre  à  ce 
pôle,  on  aura  (13)  —  mcos^  pour  la  parallaxe  de  la  moindre  distance  des 
centres. 
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PROBLÈMES  INDÉTERMINÉS 

DU  SECOND  DEGRÉ  (•). 


[Mémnires  de  l' Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,' i.  XXIII,  1769.) 


Lorsque  l'équation  finale  à  laquelle  conduit  la  solution  d'une  question 
renferme  plus  d'une  inconnue,  le  Problème  est  indéterminé;  et  envisagé 
généralement,  il  est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions.  Mais  si  la 
nature  de  la  question  exige  que  les  quantités  cherchées  soient  ration- 
nelles, ou  même  qu'elles  soient  exprimées  par  des  nombres  entiers,  alors 
le  nombre  des  solutions  peut  être  très-limité;  et  la  difficulté  se  réduit  à 
trouver,  parmi  toutes  les  solutions  possibles,  celles  qui  peuvent  satis- 
faire à  la  condition  prescrite.  Quand  l'équation  finale  n'est  que  du  pre- 
mier degré,  toutes  les  solutions  sont  rationnelles  par  la  nature  même  de 
cette  équation;  et  si  l'on  veut  de  plus  que  les  inconnues  soient  des 
nombres  entiers,  on  peut  les  déterminer  facilement  par  la  méthode  des 
fractions  continues  [voyez  plus  bas  le  n"  8).  Il  n'en  est  pas  de  même  des 
équations  qui  passent  le  premier  degré,  et  qui  conduisent  naturellement 
à  des  expressions  irrationnelles.  On  n'a  point  de  méthode  directe  et  gé- 
nérale pour  trouver  les  nombres  commensurables  qui  peuvent  satisfaire 
a  ces  équations  lors  même  qu'elles  ne  sont  qu'au  second  degré;  et  il 

(*)  Lu  à  l'Académie  le  24  novembre  1768. 
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faut  avouer  que  cette  branche  de  l'Analyse,  quoique  peut-être  une  des 
plus  importantes,  est  néanmoins  une  de  celles  que  les  Géomètres  pa- 
raissent avoir  le  plus  négligées,  ou  du  moins  dans  lesquelles  ils  ont  fait 
jusqu'à  présent  le  moins  de  progrès. 

Diophante  et  ses  commentateurs  ont  à  la  vérité  résolu  un  grand 
nombre  de  Problèmes  indéterminés  du  second,  du  troisième  et  même  du 
quatrième  degré;  mais  la  plupart  de  leurs  solutions  n'étant  que  particu- 
lières, il  n'est  pas  étonnant  qu'il  se  trouve  encore  des  cas  d'ailleurs  fort 
simples,  et  en  même  temps  fort  étendus,  pour  lesquels  les  méthodes  de 
Diophante  soient  absolument  insuffisantes. 

S'il  s'agissait,  par  exemple,  de  résoudre  l'équation  A  +  B^-  =  M^  en 
supposant  A  et  B  des  nombres  entiers  non  carrés,  c'est-à-dire  de  trouver 
une  valeur  rationnelle  de  t  telle  que  A  +Bi^  devînt  un  carré,  on  verrait 
aisément  que  tous  les  artilices  connus  de  l'Analyse  de  Diophante  seraient 
en  défaut  pour  ce  cas;  or,  c'est  précisément  à  ce  cas  que  se  réduit  la  so- 
lution générale  des  Problèmes  indéterminés  du  second  degré  à  deux  in- 
connues, comme  on  le  verra  ci-après.  Personne  que  je  sache  ne  s'est 
occupé  de  ce  Problème,  si  l'on  en  excepte  M.  Euler  qui  en  a  fait  l'objet 
de  deux  excellents  Mémoires  qui  se  trouvent  parmi  ceux  de  l'Académie 
de  Pétersbourg  (t.  VI  des  anciens  Commentaires  et  t.  IX  des  nouveaux); 
mais  il  s'en  faut  encore  beaucoup  que  la  matière  soit  épuisée.  Car: 
1°  M.  Euler  n'a  considéré,  dans  l'équation  A  -f-  B^-  =  u-,  que  le  cas  où  B 
est  un  nombre  positif,  et  où  t  et  u  doivent  être  des  nombres  entiers; 
2"  dans  ce  cas  même,  M.  Euler  suppose  qu'on  connaisse  déjà  une  solu- 
tion de  l'équation  et  il  donne  le  moyen  d'en  déduire  une  infinité  d'autres. 
Ce  n'est  pas  que  ce  grand  Géomètre  n'ait  tâché  de  donner  aussi  quelques 
règles  pour  connaître  a  priori  si  l'équation  proposée  est  résoluble  ou 
non;  mais,  outre  que  ces  règles  ne  sont  fondées  que  sur  des  principes 
précaires  et  tirés  seulement  de  l'induction,  elles  ne  sont  d'ailleurs  d'au- 
cune utilité  pour  la  recherche  de  la  première  solution,  qui  doit  être  sup- 
posée connue  {voyez  le  premier  Mémoire  du  t.  IX  des  nouveaux  Com- 
mentaires de  Pétersbourg,  et  surtout  la  conclusion  de  ce  Mémoire,  p.  38)  ; 
3°  les  formules  que  M.  Euler  donne  pour  trouver  une  infinité  de  solu- 
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lions,  dès  qu'on  en  connaît  une  seule,  ne  renferment  pas  toujours  et  ne 
sauraient  renfermer  toutes  les  solutions  possibles,  à  moins  que  A  ne  soit 
un  nombre  premier  (voyez  plus  bas  le  n°  45). 

Les  recherches  que  j'ai  faites  depuis  quelque  temps  sur  cette  matière 
m'ont  conduit  à  des  méthodes  directes,  générales  et  nouvelles,  pour  ré- 
soudre les  équations  de  la  forme  A  +  Bz-  =  u'^,  et  en  général  toutes  les 
équations  du  second  degré  à  deux  inconnues,  soit  que  les  inconnues 
puissent  être  des  nombres  quelconques  entiers  ou  fractionnaires,  soit 
qu'elles  doivent  ètve  des  nombres  entiers.  Ce  sont  ces  méthodes  qui  font 
l'objet  de  ce  Mémoire;  je  les  crois  d'autant  plus  dignes  de  l'attention 
des  Mathématiciens  qu'elles  laissent  encore  un  vaste  champ  à  leurs  re- 
cherches. 

^  I.  —  De  la  manière  de  ramener  toute  équation  du  second 
degré  à  deux  inconnues  à  cette  forme  A=^  u'^  —  B^^ ,  et  des  cas 
dans  lesquels  les  équations  de  cette  forme  peuvent  se  résoudre 
par  les  méthodes  connues. 

1.  Soit 

oiX^  -\-  <^xy  +  y  y-  -)-  ô^  +  £  j  -<-  Ç  =  o 

l'équation  générale  proposée  dans  laquelle  a,  jS.  y,  c?,  c  et  Ç  soient  des 
nombres  donnés  entiers,  positifs  ou  négatifs  (il  est  évident  que  si  les 
coefficients  a,  j3,...  n'étaient  pas  des  nombres  entiers,  on  pourrait  tou- 
jours les  rendre  tels  en  faisant  évanouir  tous  les  dénominateurs  par  la 
multiplication),  et  oîi  x  et  j  soient  les  deux  inconnues  qu'il  s'agit  de 
déterminer,  en  sorte  qu'elles  soient  exprimées  par  des  nombres  ration- 
nels. Qu'on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  l'une  des  deux  inconnues, 
comme  ^r,  et  l'on  aura 


d'où  l'on  voit  que  la  question  se  réduit  à  déterminer  jen  sorte  que  la 
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quantité  (/3j  -h  §)-  —  4«(7J'-  +  ej  +  Ç)  soit  un  carré.  Soient,  pour 
abréajer, 

a^  —  4  aÇ  =  g-, 

et  il  faudra  que  Bj-  -+-  z/y  -+-  g  soit  un  carré  ;  soit  donc 

Br  +  3/r +  §■='!'. 

on  aura  par  la  résolution  de  cette  équation 


de  sorte  qu'il  ne  s'agira  plus  que  de  rendre  B;-  +/^  —  B^'  carré.  Soit 
encore 

et  toute  la  difficulté  se  réduira  à  satisfaire  à  cette  équation 
A  +  B  <=  =  u\ 

A,  B  étant  des  nombres  entiers  donnés,  et  t  et  u  devant  être  des  nombres 
rationnels. 

2.  Puisque  nous  avons  supposé 

(  p  j  +  (5)=  -  4a  (yr  +  £.r  +  Ç)  =  B  j^  +  a/j  +-g=t', 
BP+f'—Bg='Bt--hA  =  u\ 

on  aura 

2 ax -h  |3j  +  ô  ^  ±  / , 

Br-\-f=±u, 
d'où 

^  B 

^_±t-d        ^(±u-f) 


2aB 


(les  signes  ambigus  de  w  et  de  ^  pouvant  être  pris  à  volonté),  par  où  l'on 
déterminera  x  et  j  dès  que  l'on  connaîtra  t  et  u. 
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On  voit  aussi  par  là  que,  si  ce  et  j  doivent  être  des  nombres  entiers,  il 
faut  que  t  Qi  u  soient  entiers  aussi;  mais  il  faudra  de  plus  que  =t:  ii  —  f 

soit  divisible  par  B,  et  que  ±t—^—  ^       Z.~~      soit  divisible  par  ia. 

Si  l'on  voulait  seulement  que  x  et  y  fussent  des  nombres  rationnels,  il 
suffirait  que  ?  et  m  fussent  aussi  rationnels. 

3.  Si  l'un  des  nombres  A  ou  B  était  carré,  l'équation  A  +  Bz-  =  li- 
serait  susceptible  des  méthodes  de  Diophante. 

Car  :  i°  soit  B  =  è^  on  supposera  u=ht-\-  z,  et  l'équation  devien- 
dra, en  ôtant  ce  qui  se  détruit, 

A  =  2  0^2  -h  Z-, 

d'où  l'on  tire 

k  —  z' 

t  = 


'.bz     ' 

de  sorte  qu'on  pourra  prendre  pour  :;  un  nombre  quelconque.  Cepen- 
dant, si  l'on  voulait  que  /  et  m  fussent  des  nombres  entiers,  il  ne  fau- 
drait prendre  pour  s  que  des  nombres  entiers  tels,  que  A  —  s-  fût  divi- 
sible par  2bz;  mais,  comme  la  recherche  des  nombres  qui  auraient  cette 
propriété  pourrait  être  longue  et  pénible,  on  considérera  que  l'équation 
A  -+-  b-t'-  ^  u-  donne 

k^^  u-  —  b-t-  =i[u  +  ht)(u  —  bt); 

d'où  l'on  voit  d'abord  que  u  -h  bt  et  u  —  bt  doivent  être  des  facteurs  du 
nombre  donné  A;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  résoudre  ce  nombre  en 
deux  facteurs  de  toutes  les  manières  possibles,  et  prendre  ensuite  l'un 
des  facteurs  pour  u  -h  bt  et  l'autre  pour  u  —  ht;  on  aura  par  ce  moyen 
deux  équations  à  l'aide  desquelles  on  déterminera  t  et  u,  et  l'on  choisira 
entre  toutes  les  valeurs  de  z  et  a,  que  chaque  couple  de  facteurs  aura 
fournies,  celles  qui  seront  des  nombres  entiers.  De  cette  manière  on  sera 
assuré  d'avoir  toujours  les  solutions  possibles  en  entiers  de  l'équation 
proposée. 
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2°  Supposons  que  l'on  ait  A  =  a^  on  fera  u  =  a  +  tz ,  et  l'on  aura, 
en  substituant  et  etfaçanl  ce  qui  se  détruit, 

Bt-=Q,atz  +  Pz\ 

ou  bien ,  en  divisant  par  t  et  tirant  ensuite  la  valeur  de  t, 

•i.az 

OÙ  l'on  pourra  prendre  pour  z  tout  ce  que  l'on  voudra.  Si  ï  et  m  devaient 
être  entiers,  il  faudrait  que  z  fût  entier  et  tel  que  2 as  fût  divisible  par 
A  — s^;  ainsi,  on  pourrait  supposer  d'abord  z^^o,  ce  qui  donnerait 
;  =  <i  et  M  =  a;  mais,  pour  avoir  une  solution  générale,  on  considérera 
l'équation  a^  +  B^^  =  u-,  laquelle  donne 

B  /^  =  M'  —  «2  =  (  M  -)-  «  )  (  M  —  a), 

et  nous  apprend  que  u  +  aelu  —  a  doivent  être  des  facteurs  de  B/^.  Soit 
B  =  èp;  5  et  /3  étant  deux  facteurs  quelconques  de  B,  on  pourra  déter- 
miner t  eiu  en  supposant 

u-i-a^=bt     et     u  —  «  =  (3^, 
d'où  l'on  tire 

2«  =  (6  — (5)i    et     t—y^; 

ainsi,  l'équation  ne  sera  résoluble  en  nombres  entiers,  au  moins  par  cette 
méthode,  que  lorsque  2  a  sera  divisible  par  è  —  j3;  je  dis  par  cette  mé- 
thode, car  il  est  évident  que  la  supposition  de  u-ha  =  bt  et  u  —  a  —  [it 
n'est  que  particulière,  et  qu'on  pourrait  faire  aussi,  en  supposant  t=  pq, 

ce  qui  donnerait 

équation  qui  rentre,  comme  on  voit,  dans  le  cas  général  du  n°  1 . 
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Ce  sont  là  les  seules  méthodes  qu'on  ait  eues  jusqu'à  présent  pour 
résoudre  les  équations  de  la  forme  de  A  -l-  Bt-  =  ir,  méthodes  qui  ne 
sont  absolument  applicables  qu'aux  cas  où  A  et  B  sont  des  nombres  car- 
rés; dans  tous  les  autres  cas,  on  en  était  réduit  au  simple  tâtonnement, 
moyen  non-seulement  long  et  pénible,  mais  presque  impraticable,  à 
moins  que  les  quantités  cherchées  ne  soient  renfermées  dans  de  cer- 
taines limites;  or,  c'est  ce  qui  n'a  lieu  que  dans  le  cas  où,  A  étant  positif, 
B  est  négatif;  car,  puisque  ur  doit  être  entier  et  positif,  il  est  clair  que 
Bï^  devra  être  moindre  que  A,  et  que  par  conséquent  t  devra  nécessaire- 
ment être  moindre  que  y-jT'i  de  sorte  qu'il  n'y  aura  dans  ce  cas  qu'à 
substituer  successivement,  au  lieu  de  t,  tous  les  nombres  positifs  moin- 
dres que  l/-^  (il  serait  inutile  de  substituer  des  nombres  négatifs,  le 

carré  t"^  étant  le  même,  soit  que  t  soit  positif  ou  négatif],  et  choisir  ceux 
qui  rendront  A—  Bz-  égal  à  un  carré;  il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  B 
est  positif,  parce  qu'alors  t  peut  augmenter  à  l'infini;  et  en  général,  soit 
que  B  soit  positif  ou  négatif,  le  nombre  des  substitutions  à  essayer  sera 
toujours  nécessairement  indéfini,  dès  qu'on  voudra  admettre  des  nom- 
bres rompus;  ce  qui  prouve  d'autant  plus  la  nécessité  d'avoir  pour  cet 
objet  des  méthodes  directes  et  analytiques  telles  que  celles  que  nous 
allons  donner. 


t^   [I.  —  Résolution  de  V équation   A  =  m'  —  Bf-  lorsque  u  et  t 
peuvent  être  des  nombres  quelconques  entiers  ou  fractionncdres . 

4.  Supposons  en  général  que  u  et  t  soient  des  fractions  quelconques, 
lesquelles,  étant  réduites  au  même  dénominateur  et  aux  moindres  termes 

possibles,  soient  représentées  par  -  et  -•,  en  sorte  que  l'on  ait  «=  -■, 

t  —  ^\,  et  l'équation 

A  -I-  B  i'  =  M%     savoir    A  =  u'  —  B  f^. 
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deviendra 

Ar^  =^  p- —  Bç-, 

de  sorte  que  la  question  sera  réduite  à  trouver  des  nombres  entiei's  qui, 
étant  substitués  pour />,  q  et  r,  satisfassent  à  cette  équation. 

Nous  pouvons  supposer  de  plus  que  l'équation  kr^  —  p'^  —  ^q-  soit 
telle,  que  ni  A  ni  B  ne  contiennent  aucun  facteur  carré.  Car,  si  l'on  avait 
A  =  ûrp^  B  =  èsr^,  l'équation  deviendrait 

ap'r''  =^  p^  —  hjs'q^; 

OU  bien ,  en  faisant  p?-  =  m,  7sq  =  n, 

ani-  =  p- —  hn^, 

laquelle  est  de  la  même  forme  que  la  précédente. 
En  aénéral ,  au  lieu  de  faire  simplement    «  =  i-  et  /  =  -)    on  fera 

dans  ce  cas  m  =  ^  et  t  =  -  ■>  et  les  facteurs  carrés  p^  et  tjt-  disparai- 
r  mr  '  ^ 

Iront  par  la  division.  Ainsi,  il  suffira  de  résoudre  l'équation 
Ar'—p-—Bq' 

dans  l'hypothèse  que  ni  A  ni  B  ne  contiennent  aucun  facteur  carré. 

Nous  supposerons  encore  que  B  ne  soit  pas  égal  à  i,  ni  que  l'on  ait 
a  la  fois  B  =  —  i  et  A  =  i;  car,  outre  que  ces  cas  n'ont  point  de  diffi- 
culté, nous  nous  réservons  d'en  donner  la  solution  plus  bas  f19). 

Enfin,  nous  supposerons  que  A  soit  toujours  plus  grand  que  B.  En 
effet,  il  est  clair  : 

1°  Que,  si  A  était  moindre  que  B,  il  n'y  aurait. qu'a  Iransposer  les 
termes  Ar^  et  B^^,  et  échanger  A  en  B  et  q  en  r\ 

2°  Si  A  était  égal  à  ^=B,  alors,  comme  A  est  supposé  ne  contenir 
aucun  facteur  carré,  il  faudrait  nécessairement  que  p  fiït  divisible  par  A, 
de  sorte  qu'en  faisant/?  =  As  on  aurait,  après  avoir  divisé  par  A, 

r-  ^  As-±q-,     c'est-à-dire     A.s'  =^  p-dzq', 
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laquelle  rentre  dans  l'équation  générale  Ar-  =  p^  —  B^^,  en  faisant 
B  =  qz  I ,  A-  =  5;  or,  si  le  signe  inférieur  a  lieu,  on  aura  déjà  le  cas  du 
n"  19;  et  si  c'est  le  signe  supérieur  qui  ait  lieu,  alors  on  aura  aussi  le 
cas  du  n"  19  si  A  =  i;  de  sorte  que  nous  supposerons  ici  A  >  i,  et  par 
conséquent  A  >  B. 

De  cette  manière,  la  résolution  de  l'équation  proposée  se  réduira  tou- 
jours à  celle  d'une  équation  de  la  forme 

où  p,  q,  r  devront  être  des  nombres  entiers,  et  oîi  A  et  B  seront  des  nom- 
bres entiers  donnés  non  carrés,  ni  contenant  des  facteurs  carrés,  et  dont 
l'un  A  sera  plus  grand  que  l'autre  B. 

5.  Je  dis  maintenant  que  les  nombres  p  (^l  q  doivent  être  premiers 
entre  eux;  car,  s'ils  avaient  un  commun  diviseur  p,  il  faudrait  que  Ar'^ 
fût  aussi  divisible  par  p-;  mais,  comme  les  fractions  -  et  -  sont  sup- 
posées réduites  à  leurs  moindres  termes,  il  est  clair  que  p,  q  et  r  n'au- 
ront aucun  diviseur  commun,  et  qu'ainsi  r  ne  sera  point  divisible  par  p; 
d'ailleurs,  il  est  clair  que  si  p,  q  air  avaient  un  diviseur  commun ,  on  en 
pourrait  toujours  faire  abstraction,  parce  que  ce  diviseur  s'en  irait  de 
lui-même  par  la  division;  donc,  il  faudra  que  A  soit  divisible  par  p-, 
ce  qui  ne  se  peut  à  cause  que  A  est  supposé  ne  contenir  aucun  facteur 
carré. 

6.  Cela  posé,  je  remarque  d'abord  que,  pour  que  l'équation 

A/-  ^  p'  —  Bg- 

puisse  subsister,  il  faut  que  A  soit  un  diviseur  d'un  nombre  de  cette 
forme  a^  —  B,  a  étant  un  nombre  entier,  c'est-à-dire  que  B  soit  le  résidu 
•de  la  division  d'un  carré  quelconque  par  A.  Car,  si  l'on  multiplie  l'équa- 
tion dont  il  s'agit  par 

on  aura 

k,-(p:-'èq])  =  {f-^f)(p]-^q\)'^ 
II.  .  49 
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or, 

se  réduit  à  cette  forme 

{pp,±:B(]q,y--}i{pq,±qp,y-, 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le  développement  de  ces  deux  ex- 
pressions; donc,  si  l'on  prend  pour/?,  et  q,  des  nombres  entiers  tels,  que 
pq,  —  qp,  soit  i  ou  —  i,  ce  qui  est  toujours  possible  à  cause  que  p  et  q 
sont  premiers  entre  eux  (numéro  précédent),  et  qu'on  fasse 

pp>  —  Bqq,  =  a, 

on  aura 

\r'{p,-Bq',)  =  oc'-B: 

par  conséquent,  A  sera  un  diviseur  de  «-  —  B. 

7.  Pour  trouver  les  nombres  p,  et  q,,  qui  peuvent  satisfaire  à  la  con- 
dition 

pq.  ~qp.=±  I , 

on  réduira  la  fraction  !-  en  une  fraction  continue,  d'où  l'on  déduira, 

comme  on  sait,  une  suite  de  fractions  convergentes  vers  ^  et  alternati- 

»  q 

vement  plus  grandes  ou  plus  petites  que  cette  même  fraction  {voyez 
plus  bas  le  n°  29),  et  l'on  prendra  pour  p,  le  numérateur  de  la  fraction 

qui  précédera  immédiatement  la  fraction  ->  et  pour  q,  le  dénominateur 
de  la  même  fraction;  si  la  fraction  ^  est  plus  petite  que  la  fraction  -, 


et  SI  —  >  -5  on  aura 
q,         q 


pq,~qp<=i, 


pq,-qp.  =  -i. 


8.  Cette  méthode  est  utile  pour  résoudre  en  général  toutes  les  équa- 
tions du  premier  degré  à  deux  inconnues,  lorsque  ces  inconnues  doivent 
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être  des  nombres  entiers.  Car,  soit  l'équation 

pr  —  qx^=  r, 

dans  laquelle/»  et  q  soient  des  nombres  entiers  premiers  entre  eux;  je 
dis  premiers  entre  eux,  car  il  est  évident  que  si />  et  g  avaient  un  divi- 
seur commun  p,  il  faudrait  que  r  fût  aussi  divisible  par  p  pour  que  les 
nombres  x  etj.pussent  être  des  nombres  entiers;  donc,  divisant  toute 
l'équation  par  p,  on  aurait  une  nouvelle  équation  de  la  forme 

py  ■—  qx  :=  r, 

dans  laquelle  p  eiq  seraient  nécessairement  premiers  entre  eux. 

Qu'on  cherche,  comme  ci-dessus,  la  fraction  —■,  telle  une 

q.  1 

pq,-qp,z^±i, 

et  l'on  aura,  en  multipliant  par  r, 

PI'  '' —  1P'  r=±  r; 

donc,  retranchant  cette  équation  de  la  proposée  ou  l'v  ajoutant,  on  aura 
celle-ci 

P  (r  =F '■?.)  — V  (  ■^  =F '"/^  ■)  =  o, 
d'où  l'on  tire 

x_^_rp^_  p 
r^rq,        q' 

Oi',  /?  et  y  étant  premiers  entre  eux,  la  fraction  ^  sera  déjà  réduite  à  ses 

moindres  termes,  de  sorte  que  comme  x  et  j  doivent  être  des  nombres 
entiers,  il  faudra  qu'on  ait 

X  z^L  rp^  =  inp,     y  ^z  rq,  ^  niq, 

m  étant  un  nombre  quelconque  entier;  d'où  l'on  tirera 

X  =  mp  zL  rp,,     y  =  mq  ±  rq,. 

Ce  sont  les  expressions  générales  de  tous  les  nombres  entiers  x  et  y  qui 

49- 
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peuvent  satisfaire  à  l'équation 

PT  —  qx=r. 
Ainsi,  pour  satisfaire  en  général  à  l'équation 

Py  —  qx  :^±l, 

(]ui  est  celle  du  numéro  précédent,  on  prendra  r=;±  i,  et  l'on  aura 

X  z^  mpdzp,,     y^=mq±q,, 

les  signes  ambigus  étant  à  volonté  aussi  bien  que  le  nombre  m. 

9.  La  réduction  que  nous  avons  faite  (6j  de  la  quantité 

{p^-'&q^){p]-^q]) 
à 

[pp,  ±  Bqq,  Y  -  B  {pq,  ±  qp,  y 

doit  être  bien  remarquée,  parce  que  nous  en  ferons  un  fréquent  usage 
dans  la  suite  de  ce  Mémoire;  il  résulte  de  là  que  le  produit  de  deux  nom- 
bres quelconques  de  la  forme  jo^  —  Bq^  est  encore  de  la  même  forme,  et 
que  par  conséquent  le  produit  d'autant  de  nombres  qu'on  voudra  de  la 
forme p^  —  Bq'^  sera  aussi  de  la  même  forme.  En  effet,  on  a 

(/?'-B9=)(pî-B^;)  =  F-BQ% 

ip'~Bqn{p':-Bq',){pl-Bql)  =  P^,-BQi, 


f—pp,±Bqq„      Q=pq,±qp,, 
P,  =  P/»,±BQç„     Q,  =  Pq2±Qp2, 


où  l'on  observera,  à  l'égard  des  signes  ambigus,  de  les  prendre  les  mêmes 

dans  les  deux  quantités  P  et  Q,  P,  et  Q, 

On  aura  de  même 

{p'-Bq^r-  =  P- ~BQ\ 

(p'-Bq'Y=P]~BQ',, 
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en  faisant 


et  en  général,  si  l'on  fait 


on 

aura 

P  = 

=  /?"  + 

m 

{m  — 

".- 

"q' 

B^m(m- 

-i)(m- 

2.3. 

-  2)(m 

4 

- 

i),~ 

,-i^.g.  _l 

2 

P 

Q  = 

=  mp""^ 

'g 

m( 

m  — I 

)('»-2)       ,„     3      ^ 

•B+'^ 

(m-i), 

2.3 

4 

.5 

4  )„„,_, 

2. 

3 

/^      >/ 

/^ 

ou 

bien 

P 
0 

= 

(/>  +  ^v/B)' 
(/>  +  g  V/'B  )' 

"  +  (/>- 

2 

-gv^B] 

g^B^ 


2v'B 

10.  Nous  avons  démontré  plus  haut  (6)  que  l'équation 
A.r'-=:  p-  —  Bg' 

ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  A  ne  soit  un  diviseur  d'un  nombre  de 
cette  forme  «^  — B;  or,  je  dis  que  l'on  peut  toujours  supposer  que  le 
nombre  a  soit  moindre  que  la  moitié  du  nombre  A.  En  effet,  soit  a  un 
nombre  tel  que  a-  — B  soit  divisible  par  A,  il  est  clair  qu'en  faisant 
a  =  p.A  ±  a,  p,  étant  un  nombre  quelconque  entier,  ce-  —  B  sera  aussi 
divisible  par  A;  d'autre  part  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  toujours  dé- 
terminer le  nombre  (x  et  le  signe  ambigu  de  a  en  sorte  que  x  soit  <  — -, 

donc,  s'il  existe  un  nombre  quelconque  a,  tel  que  a^  —  B  soit  divisible 

A 

par  A,  il  doit  exister  aussi  un  nombre  a  <  — ,  qui  ait  la  même  propriété. 

On  doit  conclure  de  là  que,  pour  que  l'équation 
Ar'  =  p'  —  Bq' 
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soit  résoluble,  il  faut  nécessairement  que  A  soit  un  diviseur  d'un  nombre 
tel  que  «^  —  B,  a  étant  un  nombre  moindre  que  —  • 

On  essayera  donc  successivement  pour  c(  tous  les  nombres  naturels  de- 

A 

puis  I  jusqu'à  —i  et  si  l'on  n'en  trouve  aucun  qui  satisfasse  à  la  condi- 
tion dont  il  s'agit,  ce  sera  une  marque  sûre  que  l'équation  proposée 
n'admet  aucune  solution  rationnelle. 

Nous  donnerons  plus  bas  (voyez  le  §  IV  j  des  moyens  directs  pour  pou- 
voir reconnaître  si  un  nombre  donné  peut  être  un  diviseur  d'un  nombre 
de  la  forme  a-  —  B,  B  étant  aussi  donné;  il  nous  suffit  ici  qu'on  puisse 
toujours  s'en  assurer  par  un  tâtonnement  fort  simple. 

Au  reste,  il  faut  remarquer,  pour  éviter  toute  équivoque,  que  quand 

A 
nous  disons  que  oc  doit  être  <  —  ^  nous  entendons  que  a  et  A  soient  pris 

positivement,  quoiqu'ils  puissent  être  d'ailleurs  positifs  ou  négatifs;  de 
sorte  qu'on  ne  doit  avoir  égard,  dans  cette  comparaison  des  nombres  </ 
et  A,  qu'à  leur  valeur  absolue. 

11.  Reprenons  maintenant  l'équation 
(A)  Ar-  =  p'~-Bq-, 

et  supposons  qu'on  ait  trouvé  un  nombre  entier  a  <—  (abstraction  faite 

des  signes  de  «  et  A),  tel  que  a-  —  B  soit  divisible  par  A;  dénotons  par  A, 
le  quotient  de  la  division  de  a-  —  B  par  A,  on  aura  l'équation 

AA,  =  a  —  B. 

Qu'on  fasse  a,  =  (j.,  A,  ±  a,  p.,  étant  un  nombre  quelconque  entier, 
et  qu'on  prenne  le  nombre  p.,  et  le  signe  de  a  en  sorte  que  l'on  ait 

«1  <  —  (abstraction  faite  des  signes  de  a,  et  A,),  ce  qui  est  évidemment 

toujours  possible,  comme  nous  l'avons  déjà  observé  plus  haut;  il  est  clair 
que,  puisque  e/-  —  B  est  déjà  divisible  par  A,,  aj'  — B  le  sera  aussi,  de 
sorte  qu'en  dénotant  le  quotient  de  cette  division  par  Ao,  on  aura  cette 
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équation  analogue  à  la  précédente 

A,A,  =  <zJ  — B. 

Faisant  de  même  a^  =  \u k■2±lx^,  et  prenant  \x.,  et  le  signe  de  «, ,  en 

Al 
sorte  que  l'on  ait  «2  <  —  (les  nombres  a.,  et  A,  étant  considérés  comme 

positifs),  on  aura  a\— ^  divisible  par  A^;  de  sorte  qu'en  dénotant  le 
quotient  de  cette  division  par  A3,  on  aura  cette  troisième  équation 

A2A3  =  a;  — B, 

et  ainsi  de  suite. 

12.  De  cette  manière  on  pourra  trouver  une  suite  d'équations  telles 

que 

/  A  A,  =  a}  —  B, 

A,  A2=a;  — B, 
AîAa^a'  — B, 


dans  lesquelles  on  ait  (en  considérant  les  nombres  a,  «,,  a^,....  A,  A,, 

A  A  K- 

A2,...  comme  positifs)  «  <  — 5  «,  <  — S  «3  <  — %  — 

Or,  je  dis  que  les  nombres  A,  A,,  A2,  A3,...  formeront  nécessairement 
une  suite  décroissante,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  terme  comme  A„, 
l'indice  n  dénotant  le  quantième  du  terme  A„,  lequel  soit  ^  B  ou  <  B, 
abstraction  faite  des  signes  de  A„  et  de  B.  Pour  prouver  cette  proposition, 
il  est  à  propos  de  distinguer  les  deux  cas  de  B  positif  et  de  B  négatif. 

13.  Supposons  d'abord  que  B  soit  un  nombre  positif;  dans  ce  cas  il 
est  clair  que  A  pourra  être  positif  ou  négatif. 

i"  Soit  A  positif  et  soit  a-  >B,  il  est  clair  que  A,  sera  aussi  positif; 

or,  puisque  «  <  —  5  on  aura  aussi  «-  <  y-,  et  à  plus  forte  raison 

A" 

A-  \ 

donc  AA,  <  y-î  et  par  conséquent  (A  et  A,  étant  positifs)  A,  <  y 

De  même,  puisque  A,  est  positif,  si  aj>  B,  on  aura' aussi  A,  positif. 
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on  aura  (9j  une  équation  dont  le  premier  membre  sera  A  A^  Al...A^_tA„, 
et  dont  le  second  membre  sera  de  cette  forme  P-  — BQ^;  de  sorte  qu'à 
cause  de  A„  =  a^C,  on  aura  l'équation 

CA(A,A,...A„^,a)^=P^-BQ', 

laquelle  étant  encore  multipliée  par  l'équation  (Aj  deviendra  de  cette 

forme 

C{kA,A,...An-,arY  =  p]--Br',, 

OU  bien,  en  faisant  A  A,  Aj.-.A,,.,  ar^q,,  de  la  forme 

c'est-à-dire 

(B)  Br',=p',-Cqi. 

D'où  l'on  voit  que  si  l'équation  (A)  est  résoluble,  il  faut  aussi  que  celle- 
ci  le  soit. 

Réciproquement,  si  l'équation  (B)  est  résoluble,  on  pourra  résoudre 
aussi  l'équation  (A).  En  effet,  en  mettant  l'équation  (B)  sous  cette  forme 

C^'  =  ^;  — Br;, 

et  la  uuiltipliant  successivement  par  chacune  des  équations  (a),  à  com- 
mencer |)ar  l'équation 

A„_,  A„  =  «,;_,  -  B, 

qui  est  la  dernière,  on  aura,  à  cause  de  A„  =  a^C,  une  équation  de  cette 
forme 

A.{A,A,...A„^,CaYq]  =  p'-Bq\ 

c'est-à-dire,  en  faisant  A,  A2...A„_|  Caq,  =  /•,  de  la  forme 
Ar^=:  p^ —  BgS 

qui  est  l'équation  (A)  même. 

Donc  la  résolution  de  l'équation  (A)  se  réduira  à  celle  de  l'équa- 
tion (B),  dans  laquelle  B  est  <A,  et  C=  ou  <B,  de  sorte  que  cette 
dernière  est  plus  simple  que  la  première. 


DU  SECOND  DEGRÉ.  393 

Or,  si  C=  I,  l'équation  (B)  sera  déjà  dans  le  cas  que  nous  résoudrons 
plus  bas  (19);  ainsi  nous  supposerons  que  si  C  est  positif,  il  soit  encore 
plus  grand  que  l'unité. 

Nous  appellerons  dans  la  suite  les  équations  (A),  (B)  et  les  autres 
équations  analogues  à  celles-ci  éqnalions principales,  et  les  équations  (a), 
ainsi  que  les  autres  équations  semblables  qu'on  pourra  trouver,  équa- 
tions secondaires;  ainsi  nous  nommerons  l'équation  (A)  la  première  des 
éqnàûons  principales,  l'équation  (B)  la  deuxième  des  équations  yo/mci- 
pales,  et  ainsi  des  autres;  nous  nommerons  de  même  les  équations  (a)  la 
première  suite  d'équations  secondaires,  et  ainsi  du  reste. 

17.   Or,  ré(|ualion 
étant  semblable  à  l'équation 

Ar'=zp'—h(j\ 

on  pourra  la  traiter  de  la  même  manière;  en  etïét,  si  B  =  ±  C,  il  faudra 
mmp,  soit  aussi  divisible  par  B,  de  sorte  qu'en  faisant/?,  =  Bs,,  on  aura 
l'équation 

r]  —  Bs]zpq% 
c'esl-à-dire 

Ainsi  cette  équation  sera  déjà  dans  le  cas  du  n"  19  si  b;  signe  inférieur  a 
lieu;  et  quand  le  signe  supérieur  aura  lieu,  alors,  à  cause  de  B>  i  par 
liypotbèse,  elle  rentrera  dans  la  forme  générale 

hr]  =  pi~Cq-. 

B  étant  >  C.  Donc,  puisque  C  est  ou  égal  à  B  ou  moindn!  que  B,  on  aura 
toujours  à  résoudre  une  équation  de  cette  forme 

dans  laquelle  ni  B  ni  C  ne  contiendront  aucun  facteur  carré,  et  oii  C 
sera  <  B.  On  commencera  donc  par  chercber  de  nouveau  un  nombre 

5o. 
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jS  <  —  (en  regardant  j3  et  B  comme  positifs)  et  tel,  que  /3-  —  C  soit  divi- 
sible par  B;  et  si  l'on  n'en  trouve  aucun  qui  satisfasse  à  cette  condition, 
ce  sera  une  marque  certaine  que  l'équation 

BrJ=j9;  —  Cq-, 

ne  sera  point  résoluble  rationnellement,  et  par  conséquent  que  la  pro- 
posée ne  le  sera  pas  non  plus;  je  supposerai  donc  qu'on  ait  trouvé  un 
tel  nombre  /3,  en  sorte  qu'en  nommant  B,  le  quotient  de  la  division  de 
jS^  —  C  par  B  on  ait  j3^  —  C  =  BB, ,  on  pourra  former  cette  seconde  suite 

d'équations  secondaires 

'  B  B,  =  (3^  -  C, 

B,B.=  P;-C. 

B,B3=(5;-C, 


dans  lesquelles  les  nombres  B,  B,,  Bo,...  formeront  une  suite  décrois- 
sante qu'on  continuera  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  terme  de  cette 
forme  b-D,  D  étant  égal  à  C  ou  moindre  que  C  (abstraction  faite  des 
signes  de  C  etD),  ce  qui  arrivera  nécessairement,  comme  nous  l'avons 
prouvé  plus  haut;  et  par  le  moyen  de  ces  équations  on  parviendra,  en 
opérant  comme  dans  le  n°  16,  à  une  nouvelle  équation  de  la  forme 

(C)  .  Crl=pl  —  i)ql, 

dont  la  résolution  dépendra  de  celle  de  l'équation 

Br;  =  /JÎ-Cg; 

et  vice  versa;  de  sorte  que,  cette  équation  étant  résolue,  on  pourra,  en 
remontant,  résoudre  la  proposée. 

18.  En  suivant  toujours  le  même  procédé,  on  trouvera  cette  suite 

d'équations  principales 

Ar-  ^=p'  —  B^^ 

Br?  =;>;  —  Cql 

C;-j  ^=pl  —  D(/^, 

Drl=pl-Eql, 
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dans  lesquelles  les  nombres  A,  B,  C,...  formeront  une  série  décroissante 
jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  égal  à  l'unité  prise  positivement 
ou  négativement;  car,  comme  ces  nombres  ne  sont  ni  carrés  ni  multi- 
ples de  carrés  par  l'hypothèse,  il  est  impossible  qu'on  parvienne  à  un 
terme  égal  à  zéro  avant  d'être  parvenu  à  un  terme  égal  à  l'unité;  en 
effet,  si  E  =  o,  on  aura  D/-3  =/»3  ;  donc  D  =  i  ;  donc,  puisque  les  termes 
A,  B,  C...  deviennent  toujours  plus  petits,  il  est  évident  qu'on  arrivera 
nécessairement  à  un  terme  égal  à  i  ou  à  —  i . 

Soit,  par  exemple,  E  =  i;  alors  la  deriîière  équation  sera 

c'est-à-dire  de  la  forme 

Mais,  si  E  =  —  i,  alors  on  pourra  continuer  encore  les  mêmes  opéra- 
tions, et  l'on  parviendra  nécessairement  à  une  nouvelle  équation  princi- 
pale telle  que 

dans  laquelle,  à  cause  de  E  =  — i,  on  aura  nécessairement  F  =  i  (15); 
de  sorte  que  la  dernière  des  équations  principales  sera,  dans  ce  cas,  de 
la  forme 

laquelle  rentre  dans  la  formule  précédente  en  faisant  V  =  —  i . 
Or.  nous  avons  démontré  que  si  l'équation 

Ar''  =  p^—  Bq' 

est  résoluble,  les  équations  suivantes 

Br-;=pl  —  Cq],     Crl=pl—J)ql,..., 

doivent  l'être  aussi,  et  réciproquement  que  si  l'une  de  celles-ci  peut  se 
résoudre,  toutes  les  précédentes  pourront  se  résoudre  aussi  (16);  donc, 
la  résolution  de  l'équation 

Ar^  =  j9' — Bq' 
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jS  <  —  (en  regardant  /3  et  B  comme  positifs)  et  tel,  que  ^'^  —  C  soit  divi- 
sible par  B;  et  si  l'on  n'en  trouve  aucun  qui  satisfasse  à  cette  condition, 
ce  sera  une  marque  certaine  que  l'équation 

ne  sera  point  résoluble  rationnellement,  et  par  conséquent  que  la  pro- 
posée ne  le  sera  pas  non  plus;  je  supposerai  donc  qu'on  ait  trouvé  un 
tel  nombre  /3,  en  sorte  qu'en  nommant  B,  le  quotient  de  la  division  de 
jS^  —  C  par  B  on  ait  |3^  —  C  =  BBj ,  on  pourra  former  cette  seconde  suite 
d'équations  secondaires 

ib) 


B  B,  =  (3=-C, 

B,B.=  (3;-C, 
B,B3=(3^-C, 


dans  lesquelles  les  nombres  B,  B,,  B^,...  formeront  une  suite  décrois- 
sante qu'on  continuera  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  terme  de  cette 
forme  6^D,  D  étant  égal  à  C  ou  moindre  que  C  (abstraction  faite  des 
signes  de  C  et  D),  ce  qui  arrivera  nécessairement,  comme  nous  l'avons 
prouvé  plus  haut;  et  par  le  moyen  de  ces  équations  on  parviendra,  en 
opérant  comme  dans  le  n"  16,  à  une  nouvelle  équation  de  la  forme 

(C)  .  Crl=pl~ï)ql, 

dont  la  résolution  dépendra  de  celle  de  l'équation 

et  vice  versa;  de  sorte  que,  cette  équation  étant  résolue,  on  pourra,  en 
remontant,  résoudre  la  proposée. 

18.  En  suivant  toujours  le  même  procédé,  on  trouvera  cette  suite 

d'équations  principales 

Ar'  =p'  —Bq\ 

Br]  =p',~Cq% 

Ci'l  ^pl  —  D(/^, 

Brl=pl~Eql, 
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dans  lesquelles  les  nombres  A,  B,  C,...  formeront  une  série  décroissante 
jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  égal  à  l'unité  prise  positivement 
ou  négativement;  car,  comme  ces  nombres  ne  sont  ni  carrés  ni  multi- 
ples de  carrés  par  l'hypothèse,  il  est  impossible  qu'on  parvienne  à  un 
terme  égal  à  zéro  avant  d'être  parvenu  à  un  terme  égal  à  l'unité;  en 
effet,  si  E  =  o,  on  aura  Drl  ^^pl  ;  donc  D  =  i  ;  donc,  puisque  les  termes 
A,  B,  C...  deviennent  toujours  plus  petits,  il  est  évident  qu'on  arrivera 
nécessairement  à  un  terme  égal  à  i  ou  à  —  i . 

Soit,  par  exemple,  E  =  i;  alors  la  dernière  équation  sera 

c'est-à-dire  de  la  forme 

Mais,  si  E  =  —  i,  alors  on  pourra  continuer  encore  les  mêmes  opéra- 
tions, et  l'on  parviendra  nécessairement  à  une  nouvelle  éqnsiùon  princi- 
pale telle  que 

dans  laquelle,  à  cause  de  E  =  — i,  on  aura  nécessairement  F  =  i  (15); 
de  sorte  que  la  dernière  des  équations  principales  sera,  dans  ce  cas,  de 
la  forme 

—  z^  =  a:^  —  f^, 

laquelle  rentre  dans  la  formule  précédente  en  faisant  V  =  —  i . 
Or,  nous  avons  démontré  que  si  l'équation 

est  résoluble,  les  équations  suivantes 

B'';=p;  —  C,q],     Cri  ^=pl —Dql,.  .  ., 

doivent  l'être  aussi,  et  réciproquement  que  si  l'une  de  celles-ci  peut  se 
résoudre,  toutes  les  précédentes  pourront  se  résoudre  aussi  (16);  donc, 
la  résolution  de  l'équation 

Ar^:=/»' — Bq' 
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se  réduira  toujours  par  ce  moyen  à  celle  d'une  écjuation  de  la  forme 

\  z-  =^  X-  —  y-, 
V  étant  un  nombre  donné. 

19.  Or,  l'équation 

V  z-  ^=  X-  —  j-^ 

est  facile  à  résoudre  par  la  méthode  même  du  n"  3;  mais,  pour  avoir 
\)ourx,yetz  des  expressions  sans  fractions,  on  fera  a7+j=^,  a;— j=(i, 

et  l'on  aura  V;;-  =  'ê,'!/,  donc  é  =  -y-;  de  sorte  qu'il  faudra  que  V:;^  soit 

divisible  par  ^.  Soit  M  la  plus  grande  mesure  commune  de  V  et  |,  en 

sorte  que  V  =  MN  et  |  =  Mp,  p  et  N  étant  premiers  entre  eux,  et  l'on 

N^- 
aura  'i  = ;  donc  z^  =  pa,  et  par  conséquent  £  =  Mp,  i|^  =  Ne,  M  et  N 

r 

étant  deux  facteurs  quelconques  de  V;  or,  soit  /  la  plus  grande  commune 
mesure  de  p  et  g,  et  comme  pa  doit  être  égal  à  un  carré,  il  est  clair  que  p 
et  17  ne  pourront  être  que  de  cette  forme  p  =  Im^  et  a  =  /n^,  l,  m  ei  n 
étant  des  nombres  quelconques  entiers;  ainsi  l'on  aura 

z^^  l'm'n\     ^  =:  .r  H- ;r  =  M /m-,     C^i  ^=  x — j-:=N/«', 
donc 

/(Mm=  +  N«M                /{Mm^— Nh'O 
z  =  Imn,      X  = 5      1'  = ; 

2  •  2 

mais,  comme  il  est  inutile  d'avoir  dans  les  expressions  de  x,  y  el  z  un 
multiplicateur  commun,  parce  qu'il  est  visible  que,  dans  l'équation 

\ z-  =:x'^  —  y'^ , 

on  peut  toujours  multiplier  à  volonté  x,  y  ei  z  par  un  nombre  quelcon- 
que, on  fera  pour  plus  de  simplicité  /=  i  ou  bien  1  =  2  pour  faire  dis- 
paraître le  dénominateur  2  de  a;  et  de  y,  et  l'on  aura  en  général 

ar=:Mm''  +  N«%     j"=:Mw^ — Nn-,     z^imn, 
m  et  n  étant  des  nombres  quelconques  entiers,  et  M  et  N  deux  facteurs 
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quelconques  de  V,  en  sorte  que  V  =  MN.  Ainsi,  si  V  a  plusieurs  facteurs 
parmi  lesquels  il  faudra  toujours  compter  l'unité,  on  aura  autant  de  dif- 
férentes expressions  de  œ,  y  et  z  qu'il  y  aura  de  manières  de  partager  le 
nombre  V  en  deux  facteurs. 

EXEMPLES. 

20.  Appliquons  maintenant  notre  méthode  à  quelques  Exemples. 

Exemple  I.  —  Soit  proposé  de  résoudre  l'équation 

109  =  i«^  —  7 1'. 

En  mettant  -  au  lieu  de  u,  et  -  au  lieu  de  t,  elle  deviendra 

/'  r 

(A)  ioç)r'=p'-nq', 

de  sorte  qu'on  aura  A  =  109  et  B  =  7;  car,  comme  ces  deux  nombres  ne 
renferment  aucun  facteur  carré,  il  n'y  aura  aucune  réduction  à  y  faire. 

Il  faudra  donc  chercher  un  nombre  entier  a  moindre  que  —  et  tel, 
que  câ  —  ']  soit  divisible  par  109;  mais  pour  cela,  au  lieu  d'essayer  suc- 
cessivement pour  a.  tous  les  nombres  naturels  moindres  que  54,  il  sera 
beaucoup  plus  commode  de  chercher  un  multiple  de  109  qui  soit  de  la 
forme  a^  —  7,  c'est-à-dire  qui,  étant  augmenté  de  7,  devienne  un  carré. 

En  général,  on  remarquera  que  dans  l'équation 

AA,  =  a:=— B, 

A 

à  laquelle  il  s'agit  de  satisfaire.  A,  doit  être  <  ^  lorsque  B  est  positif, 

et  <y  +  I  lorsque  B  est  négatif  (13  et  14),  de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à 

essayer  successivement  pour  A,  tous  les  nombres  naturels  moindres  que 

-r  +1,  pris  positivement  ou  négativement  suivant  que  A  sera  positif  ou 

négatif  (numéros  cités),  et  s'il  ne  s'en  trouve  aucun  dont  le  produit 
par  A  étant  augmenté  de  B  devienne  un  carré,  ce  sera  une  marque  cer- 
taine que  le  Problème  n'admet  point  de  solution  rationnelle. 
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On  en  usera  de  même  à  l'égard  des  autres  équations  de  condition 

BB,  =  (3-— C,     ce,  =f-D,..., 

C  D 

dans  lesquelles  il  faudra  aussi  que  B,  <  j  +  i,  C(  <  ^  +  i,.... 

Dans  l'exemple  proposé  on  trouve  d'abord  2.109  +  7  =  225;  de  sorte 
qu'on  aura  A,  =  2,  a  =  i5;  et  comme  A,  est  déjà  <B,  la  première 
suite  d'équations  secondaires  se  réduira  à  cette  seule  équation  fl2j 

(a)  log.  2  ^  i5=  —  7. 

Ainsi  l'on  fera  (15)  C=2,  de  sorte  que  la  seconde  équation  yorma- 
pale  sera 

(B)  7;-,=^;  — 2ç;. 

11  faudra  donc  satisfaire  à  l'équation 

BB,  =  (3=— C,     savoir     7B,  =  j3-— 2, 

|3  étant  <  -1  et  l'on  trouvera  /3  =  3,  B,  =  i ,  de  sorte  que,  comme  ]3,  est 

déjà  <  C,  la  seconde  suite  d'équations  secondaires,  que  nous  avons  dé- 
signée par  (b)  au  n°  17,  se  réduira  à  cette  équation  unique 

(6)  7.1  =  32—2. 

On  fera  donc  D  =  i ,  et  la  troisième  équation  principale  sera 

(C)  2rl=pl  —  qi. 

laquelle  est  déjà,  comme  on  voit,  dans  le  cas  du  n°  19. 
Comparant  donc  cette  dernière  équation  à  l'équation 

Vz^  :=  x''  —  y^, 

on  aura  V=2,  x  ^  p^,  y=^q^,  z^r.^\  donc  M  ^  i ,  N=  2  ,  et  par  con- 
séquent 

j9,  ^w-+2rt-,.    q^^m'^ — 2 ri',     r<=imn-, 

ainsi,  il  n'y  aura  plus  qu'à  remonter  de  l'équation  (C)  à  l'équation  (B), 
et  de  celle-ci  à  l'équation  proposée  (A)  par  la  méthode  du  n°  16. 
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Pour  cela,  on  changera  d'abord  l'équation  fC)  en  celle-ci 

et  on  la  multipliera  par  l'équation  {b)  [s'il  y  avait  plus  d'une  de  ces 
équations  secondaires  {b),  il  faudrait  multiplier  l'équation  dont  il  s'agit 
successivement  par  chacune  de  ces  équations]  ;  on  aura,  par  les  formules 
du  n°  9,  l'équation 

•jql  =  (  3 />2  ±  2 Tj )^  —  2  (  3 fj  ±  Pj )% 

laquelle,  étant  comparée  à  l'équation  (B),  donnera 

pi^3p,±7.r2,     gi  =  Sr.^t:  p.,     r\=zq,, 

les  signes  ambigus  étant  à  volonté. 

On  changera  de  même  l'équation  (B)  en 

et  on  la  multipliera  ensuite  par  l'équation  (a),  ce  qui  donnera 

109.4^?  ^  (i5/>,  ±  7  r,  )^  —  7  (iSr,  ±^,)^; 

et,  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (A),  on  aura  enfin 

p  ^  i5p,  dz ']  r,,     q^i5r,±p,,     r=2,q,, 

de  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  successivement  les  valeurs  de 
p,,  q,,  r,,  et  ensuite  celles  de/),,  ^2»  ^2- 

Les  valeurs  de p,  q  etr  étant  ainsi  trouvées ,  on  aura  «  =  ^  et  t=-^^ 

et  l'équation  proposée 

jogz=  u-  —  7  t- 

sera  résolue. 

Exemple  II.  —  Qu'on  propose  maintenant  l'équation  suivante 

—  207  =  «^  —  i3i'. 

Puisque  le  nombre  207  est  divisible  par  le  carré  9,  je  supposerai  (i) 
II.  5i 
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M  =  -^  et  ^  =  —  î  ce  qui  donnera  l'équation 

(A)  —  23r'=jB=- i3^=. 

Or,  en  suivant  le  même  procédé  que  dans  l'Exemple  précédent,  et  mar- 
quant-les  équations  analogues  par  les  mêmes  lettres,  on  trouvera  les 
équations  suivantes 

(a)  -23(-i)=6^-i3, 

(B)  i3r';=p'--^q], 
l  1 3. 2  =  5^-4- 1, 

i      2.1^1+1, 

(C)  -rl=pl-ql, 

dont  la  dernière  est,  comme  on  le  voit,  dans  le  cas  du  n"  19.  On  aura 
donc  p.,  =  X,  q^_  =y,  ri  =  z  et  V=  —  i  ;  donc  M  =  i  et  N=  —  i  ;  par  con- 
séquent, 

p^_  =  m-  —  n',     q^  =  ni'  ■+-  n-,     r^  ::=  2  mn. 

Ensuite  on  mettra  la  même  équation  (C)  sous  la  forme  des  équations  (b), 
en  transposant  les  termes  ri  et  q'I,  en  sorte  que  l'on  ait  ql  =pl  +  r;,  et 
l'on  multipliera  successivement  cette  équation  par  les  deux  équations  (6). 
Pour  cela,  on  fera  d'abord  le  produit  de  ces  deux-ci,  qui  sera  exprimé 
par  i3.4=  (5  ±  i)--H  (5  =pI)^  ou  bien  simplement  i3.4  =  6-  +  4% 
c'est-à-dire,  en  divisant  par  4,  î3  =  3-  +  2^  donc,  multipliant  l'équa- 
tion précédente  par  celle-ci,  et  comparant  le  produit  à  l'équation  (B), 
on  aura 

p,=i3p^±2r,,     g,  =  3n=p  2^2,     r,  =  q~. 

On  transposera  de  même  le  premier  et  le  dernier  terme  de  l'équation  (B) 
pour  la  réduire  à  la  forme  de  l'équation  (a),  et  on  la  multipliera  ensuite 
par  cette  dernière  équation,  ce  qui  donnera  une  équation  semblable  à 
l'équation  (A),  de  sorte  qu'on  aura  enfin 

p  =  6p,  ±i3r, ,     q  =6r,±p,,     r=zq,. 
Ainsi  l'équation  proposée  sera  résolue. 
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Exemple  III.  —  Si  l'équation  proposée  était 

5i  z=  u^  —  -j  t-, 

dans  laquelle  5i  et  7  ne  renferment  aucun  facteur  carré,  on  ferait  u=  -^ 

(I 
t  =  -1  pour  avoir 

5ir-  z=  p-  —  'jq\ 
et  il  faudrait  d'abord  satisfaire  à  l'équation 

5ï  A,  :=  a-  —  7  ; 

5i 
mais,  en  essayant  pour  A,  tous  les  nombres  naturels  jusqu'à  -^-i-i, 

c'est-à-dire  jusqu'à  i3,  on  n'en  trouve  aucun  qui,  étant  multiplié  par  5i 
et  augmenté  de  7,  devienne  un  carré;  d'où  il  s'ensuit  que  l'équation 
proposée  n'admet  aucune  solution  rationnelle. 

Exemple  IV.  —  Soit  encore  proposée  l'équation 

1459  =  U^  —  3ot-  ; 

comme  i459  est  un  nombre  premier,  on  fera  d'abord  u=  -,  t  =  i-  pour 

avoir  l'équation 

(A)  i^Sgr-  =z  p' — 3o^-. 

Ayant  donc  ici  i459  =  A,  3o  =  B,  il  faudra  d'abord  trouver  un  nombre 

X  <  — '-^  et  tel  que  a^  —  3o  soit  divisible  par  1 459,  ou  bien  un  nombi-e 

A,  <C  —7-^  et  tel  que  1459 A,  -+-  3o  soit  égal  à  un  carré,  comme  nous 

l'avons  dit  dans  l'Exemple  I. 

Après  quelques  essais,  je  trouve  A,  =  241  et  a  =  593,  et  à  l'aide  de 
ces  valeurs  je  forme  cette  première  suite  d'équations  secondaires  (12) 

[  1 459 .  24 1  :=  598-  —  3o, 

(a)  {    241 .   5i  =  iii^—  3o, 

'      5i .      1  ^     g'  —  3o. 

Donc,  puisque  i  est  <  3o,  on  fera  C  =  i  (15),  et  j'aurai  cette  seconde 

5i. 
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équation  principale 

(B)  ior\=p\~q\, 

laquelle  est  déjà,  comme  on  voit,  dans  le  cas  du  n°  19. 

J'aurai  donc  p,=^  x,  qf^=y,  r,  =  z  el  3o  =  V;  donc,  puisque 
3o  =  2 . 3 . 5 ,  on  aura  M  =  i,  N  =  3o,  ou  M  =  2,  N  =  i5,  ouM  =  3. 
N  =  I  o ,  ou  enfin  M  =  5 ,  N  =  6  ;  de  sorte  qu'on  aura 

p,  =  m-  -+■  Son-,       g,  =;  /w^  —  3o/i',       r,  =  2mn, 

ou 

OU 

p,  ^3m^+ioM-,     gi=;3m^ — ion-,     i\=^-2,mn, 
OU 

p,  =  5m^  -h6n^,       q,^5m'  —  6«',       r,  =  2mn. 

Ayant  ainsi  p,,  q,  et  r,,  on  mettra  l'équation  (B)  sous  cette  forme 

?î  =^  pi  ~  3or;, 

et  on  la  multipliera  successivement  par  chacune  des  équations  (a).  Pour 
faire  cette  multiplication  plus  aisément,  on  multipliera  d'abord  la 
deuxième  et  la  troisième  de  ces  équations  ensemble,  et  faisant,  pour 
abréger,  p.  =  9 . 1 1 1  ±  3o,  v  =  1 1 1  ±9,  on  aura 

24 1 . 5 1  ^  :=  f/.^  —  3  v^  ; 

ensuite  on  multipliera  cette  équation  par  la  première  des  équations  fa), 
et  faisant  encore  fjt,,  =  593p.  ±  3ov,  v,  =  593v  ±  p.,  on  aura 

équation  qui,  étant  multipliée  maintenant  par  l'équation 

g\  =: p]  ~  3or', 
donnera  celle-ci 

i459(24i.5i^,)-=:(p.,/7,  ±  3ov, /■,  ï'—  {p.ii;  zhv^p.Y, 
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laquelle,  étant  comparée  à  l'équation  (Aj,  donnera  enfin 

p  =  fii^i  rfc  3oVi  r, , 
q  =  f/.|  r,  ziiv,p, , 
r  =  241. 5i  g. 

Exemple  V.  —  Si  l'on  avait  l'équation 

23=:U^  -h5P, 

on  ferait  toujours  m  =  t  et  z  =  — ?  ce  qui  donnerait  celle-ci 

(A)  23r'=p^-hSq\ 

et  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  trouverait  d'abord  les  équations 

(a)  23.3  =  8^+5, 

(B)  _5,.J:^^J_3^^. 

mais,  comme  il  faudrait  ensuite  satisfaire  à  l'équation 

-5B,  =[3^-3, 

en  prenant  pour  —  B,  un  nombre  <i^  +  i,  c'est-à-dire  en  faisant 
B,  =  — I  ou  —  2,  et  que  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  deux  valeurs  étant 
multipliée  par  5  et  augmentée  de  3  ne  donne  un  carré,  on  en  conclura 
que  l'équation  proposée  n'est  susceptible  d'aucune  solution  rationnelle; 
ainsi,  quoique  le  nombre  28  puisse  être  un  diviseur  d'une  infinité  de 
nombres  de  la  forme /»^+  5^^  cependant  il  est  impossible  que  le  quo- 
tient de  cette  division  soit  jamais  un  carré. 

21 .  Ces  Exemples  peuvent  suffire  pour  faire  connaître  l'esprit  et  l'u- 
sage de  notre  méthode.  Nous  allons  voir  maintenant  comment  il  faudra 
s'y  prendre  lorsqu'il  s'agira  d'avoir  des  solutions  en  nombres  entiers; 
car  quoique  les  solutions  que  fournit  la  méthode  précédente  soient  gé- 
nérales et  renferment  par  conséquent  tous  les  nombres  soit  entiers,  soit 
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fractionnaires,  qui  peuvent  satisfaire  à  l'équation  A  =m^  —  Bz^,  cepen- 
dant, comme  les  valeurs  générales  de  u  et  de  t  se  présentent  toujours 
sous  une  forme  fractionnaire,  il  serait  souvent  difficile  et  presque  impos- 
sible de  les. réduire  à  des  nombres  entiers.  De  sorte  que,  pour  ne  rien 
laisser  à  désirer  sur  cette  matière,  il  est  nécessaire  de  donner  aussi  une 
méthode  particulière  pour  résoudre  l'équation  A  =  m^  —  Bf-^,  lorsque  u 
et  t  doivent  être  des  nombres  entiers. 

^  III.   —  Résolution  de  l'équation  A  =  «^ — ^B^"  lorsque  u  et  t 
doivent  être  des  nombres  entiers. 

22.  Je  remarque  d'abord  que  si  le  nombre  A  n'a  aucun  facteur  carré, 
les  nombres  m  et  ^  doivent  être  nécessairement  premiers  entre  eux;  car, 
si  ces  nombres  avaient  un  commun  diviseur  p,  il  est  clair  que  puisque  u- 
et  t-  seraient  divisibles  par  p^,  il  faudrait  aussi  que  A  le  fût.  On  voit  par 
là  que  les  nombres  t  du  ne  sauraient  avoir  d'autres  diviseurs  communs 
que  ceux  dont  les  carrés  sont  aussi  des  diviseurs  de  A. 

Ainsi,  si  A  ne  contient  qu'un_seul  facteur  carré,  comme  si  A  =  aP, 
l  étant  un  nombre  premier  et  a  un  nombre  qui  ne  contient  aucun  facteur 
carré,  les  nombres  u  et  t  pourront  être  premiers  entre  eux  ou  bien  pour- 
ront avoir  le  nombre  /  pour  commun  diviseur;  et  dans  ce  dernier  cas, 
faisant  u^=lp,  t  =  lq,  l'équation  A  =  m-  —  B^^  deviendra 

a^=p'  —  Bq-, 

p  elq  étant  premiers  entre  eux.  Si  A  =  al-rri-,  l  etm  étant  des  nombres 
premiers,  alors  u  et  ^  pourront  être  premiers  entre  eux  ou  bien  pourront 
être  divisibles  tous  les  deux  par  /,  ou  par  nifOU  par  Im,  de  sorte  qu'en 
faisant  successivement  u=--lp,  t^lq,  u  =  Tnp,  i  =^  mq  et  u^lmp, 
t  =  Imq ,  on  aura 

am^^=  p'-  —  Bq'%     ou     al^  =  p^  —  Bq',     ou     a  =  />^  — Bg^ 

/Jet  9  étant  toujours  premiers  entre  eux.  En  général, si  le  nombre  donné  A 
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est  divisible  par  un  ou  plusieurs  nombres  carrés,  et  qu'on  désigne  chacun 

A 


de  ces  nombres  par  p^,  on  fera  u  =  pp,  t  —  pq,  ~  =  a,  et  l'équation 


A  =  M'  —  B  if= 
se  réduira  à  des  équations  de  la  l'orme 

oiip  et  q  seront  nécessairement  premiers  entre  eux;  ainsi,  donnant  suc- 
cessivement à  p  toutes  les  valeurs  possibles  dont  la  première  sera  tou- 
jours l'unité,  on  aura  toutes  les  transformées  de  l'équation  proposée,  et 
par  ce  moyen  on  n'aura  plus  à  résoudre  que  des  équations  de  la  forme 

A  =  p-—Bq\ 
petq  étant  premiers  entre  eux. 

23.  Soit  donc  proposée  l'équation 

A  =  p'—Bf, 

dans  laquelle  petq  doivent  être  des  nombres  entiers  et  premiers  entre 
eux.  Si  B  est  un  nombre  positif,  nous  supposerons  : 

i"  Que  B  ne  soit  pas  carré,  le  cas  de  B  =  b^  pouvant  toujours  se  ré- 
soudre par  la  méthode  du  n"  3; 

2°  Nous  supposerons  d'abord  que  A  pris  positivement  soit  >  \/B ,  et 
nous  donnerons  ensuite  la  méthode  pour  résoudre  l'équation  proposée 
lorsque  A  <  y'B  (n°'  29  et  suiv.  j. 

Si  B  est  un  nombre  négatif  —b,  alors  nous  supposerons  toujours 
que  A  soit  >  b;  autrement,  l'équation 

A=:  p'  -h  bq^ 

ne  saurait  subsister  qu'en  faisant /7  =  o  ou  q=  o;  de  sorte  que  ce  cas 
n'aurait  aucune  difficulté  {voyez  plus  bas  le  n"  27). 

Enfin ,  nous  supposerons  que  A  et  B  n'aient  aucun  diviseur  commun 
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carré;  car  si  A  et  B  étaient  divisibles  à  la  fois  par  p^,  il  est  clair  que  p 
devrait  être  aussi  divisible  par  p,  de  sorte  que  le  facteur  commun  p^ 
s'évanouirait  de  lui-même  par  la  division. 
Cela  posé,  si  l'on  multiplie  l'équation 

paryDj  —  Bç'i,  et  qu'on  prenne  pour/»,  et  ^,  des  nombres  entiers  tels, 

que  l'on  ait 

pq.-qp.  =  ±\, 

on  aura,  comme  dans  le  n''  6, 

k(p]--Qq])  =  {pp,--Ëqq,y~-Ë, 

ou  bien,  en  faisant 

A,  =/*î— BçJ,     a=^pp,  ~Bqq,, 

on  aura  l'équation 

AA,  =  a^-B. 

Or,  soit  —  la  traction  que  nous  avons  désignée  (7)  par  ^,  et  l'on  aura  (8), 

dans  l'équation 

pq,-qp,=±i, 

pour  les  valeurs  générales  de  p,  etq,. 

p,=z  fxpdzm,     qi  =z  ixq±n, 

p.  étant  un  nombre  quelconque  entier. 

Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  a,  on  aura 

a^  ^.{p'—Bq')±{pm—  Bqn),  ^ 

ou  bien,  en  faisant  a  =  mp  —  Bnq, 

a=:  [J.k±a. 

A  ^^ 

De  sorte  qu'on  pourra  toujours  prendre  a  <  —  (10),  ce  qui  rendra  A,  <  -r 
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A  . 

SI  B  est  positif,  et  <  ^  +  i  si  B  est  négatif  (13  et  14),  et  par  consé- 
quent toujours  A,  <  A,  en  regardant  A  et  A,  comme  positifs. 

De  là  il  s'ensuit  que,  pour  que  l'équation  proposée  puisse  avoir  lieu, 
c'est-à-dire  que  le  nombre  A  soit  de  la  forme  yo- —  B^-,  il  faut  que  ce 

A 

nombre  soit  un  diviseur  d'un  nombre  tel  que  «-  — B,  a.  étant  <  — 

abstraction  faite  des  signes  de  a.  et  de  A),  et  que,  de  plus,  le  quotient  A, 

de  la  division  de  a-  —  B  par  A  soit  aussi  de  la  forme  yoj'  —  Bç'f . 

A 
Donc  si,  parmi  les  nombres  naturels  moindres  que  — ?  on  n'en  trouve 

aucun  dont  le  carré  diminué  de  B  soit  divisible  par  A,  on  en  conclura 
que  l'équation  est  impossible. 

Si  l'on  en  trouve  un,  on  prendra  ce  nombre  pour  «,  et  l'on  aura  à  ré- 
soudre une  nouvelle  équation  de  cette  forme 

A,  =/>j-B5;, 

dans  laquelle  A,  sera  <  A. 

Si  cette  dernière  équation  est  résoluble,  alors,  connaissant  les  valeurs 
de/?,  et  q^,  on  trouvera  celles  de/>  et  ^  par  les  deux  équations 

a^^pp^  —  B^Çi     et     pq^  —  qp,=dzi, 
lesquelles  donnent,  à  cause  de  p-^  —  B^'f  =  A, , 


P  = 


A,  ^  A, 


Et  si  ces  expressions  donnent  des  nombres  entiers,  on  aura  la  résolution 
de  l'équation  proposée;  sinon  elle  ne  sera  pas  résoluble. 

Si  l'on  trouvait  plusieurs  nombres  qu'on  put  prendre  pour  a,  alors 
chacun  d'eux  donnerait  une  équation  de  la  forme 

A,=p]-Sqi, 

et  chacune  de 'ces  équations  pourrait  donner  ensuite  une  ou  plusieurs 
solutions  de  la  proposée;  d'où  l'on  voit  que,  pour  avoir  toutes  les  solu- 

II.  52 


ilO       SUR    LA   SOLUTION   DES   PROBLEMES  INDETERMINES 

Lions  possibles,  il  est  nécessaire  de  connaître  tous  les  nombres  a  qui, 

A 
étant  <  -—■,  sont  tels  que  a*  —  B  soit  divisible, par  A,  et  d'examiner  en 

particulier  chacune  des  équations  A,  =  />7  —  Bq^  qui  en  résulteront. 

Au  reste,  lorsqu'on  aura  trouvé  un  seul  nombre  x  qui  ait  les  condi- 
tions requises,  on  pourra  par  son  moyen  trouver  tous  les  autres. 

A 

24.  Supposons  en  effet  qu'on  ait  trouvé  un  nombre  a  <  —■,  et  tel  que 

«^  —  B  soit  divisible  par  A,  et  soit  |3  une  autre  valeur  de  oc  en  sorte  que 

A 

l'on  ait  (S  <  —  )  et  /5-  —  B  divisible  par  A  f  A,  «  et  j3  étant  supposés  po- 
sitifs); il  est  clair  que,  puisque  a- —  B  et  jS- —  B  sont  divisibles  en 
même  temps  par  A,  il  faudra  que  |3-  —  oc-  le  soit  aussi ,  c'est-à-dire  que 
(|3  -1-  «)  (|3  —  a)  soit  divisible  par  A. 

Donc  : 

i"  Si  A  est  un  nombre  premier,  il  faudra  que  l'un  ou  l'autre  des 
facteurs  j3-i-  (z,  /5  —  a  soit  divisible  par  A,  ce  qui  ne  se  peut  tant  que 
C!r<  —  et  /3  <  — ;  donc,  dans  ce  cas,  il  ne  pourra  absolument  y  avoir 
qu'un  seul  nombre  a  qui  ait  les  conditions  requises; 

2°  Si  A  est  composé,  en  sorte  que  l'on  ait  A  =  ab,  a  et  h  étant  deux 
facteurs  quelconques  de  A,  alors  il  suffit  que  l'un  des  facteurs  |3  +  a, 
fi  —  x  soit  divisible  par  a  et  l'autre  par  b. 

Je  remarque  d'abord  qu'on  ne  peut  prendre  pour  a  et  è  que  des  nom- 
bres premiers  entre  eux,  ou  au  moins  dont  le  plus  grand  commun  divi- 
seur soit  2. 

Car,  si  a  et  h  avaient  un  commun  diviseur  p  autre  que  2,  il  faudrait 
que  a  et  p  fussent  aussi  divisibles  par  p;  donc,  A  étant  divisible  par  p^ 
et  «  par  p,  il  est  clair  que  B  devrait  être  aussi  divisible  par  p-,  de  sorte 
que  A  et  B  seraient  divisibles  à  la  fois  par  p-,  ce  qui  est  contre  l'hypo- 
thèse (23). 

Supposons  donc  en  premier  lieu  que  a  et  b  soient  premiers  entre  eux, 

on  fera  fi  -\-  x  —  p. a,  [i  —  a  =  v b ,  et  l'on  aura  2x  =  ij.a  —  vb.  Soit  ^  la 
fraction  la  plus  proche  de  j  (8),  et  les  nombres  \i.  et  v  seront  exprimés 
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en  général  de  cette  manière 

pi  :=  mb±'?ixb, ,     V  ^^  ma±-y.aa,, 

m  étant  un  nombre  quelconque  entier,  et  le  signe  supérieur  ou  l'infé- 
rieur ayant  lieu  suivant  que  t^  <  ou  >  ^-  Donc,  puisque  |S  =  p. a—  « 
et  ah  =  A,  on  aura 

P  =  mA  dz  ixaht  —  se. 
Ainsi ,  faisant  pour  plus  de  simplicité 

oj  =  (  I  zp  2a6,  )a, 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  ^-^  <  ^  et  l'inférieur  pour  celui 

,   «I  -     è 
ou  7-  >  -'  on  aura 
n,       a 

P  =:  mA  —  M. 

Si,  au  lieu  de  supposer  /3  +  a~|j.a,  j3  —  a  =  v6,  ou  suppose 
^  -\-  a  =  fjJj ,  |3  —  «  =  va,  on  trouvera  de  la  même  manière 

|3  :=  niA  ■+-  M. 

De  sorte  que  la  considération  des  deux  fadeurs  premiers  a  et  b  don- 
nera en  général 

(3  =  mA  ±  r,), 

et  il  n'y  aura  plus  qu'a  déterminer  m  et  le  signe  de  w,  en  sorte  que  |3  soit 

<  — ?  ce  qui  peut  toujours  se  faire,  mais  d'une  seule  manière,  comme 

nous  l'avons  déjà  remarqué  plus  haut. 

On  voit  par  là  que  chaque  couple  de  facteurs  de  A  premiers  entre  eux 
donnera  un  nouveau  nombre  |3  et  n'en  donnera  absolument  qu'un  seul; 
de  sorte  que  si  A  est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre 
premier,  il  ne  pourra  y  avoir  qu'une  seule  valeur  de  a;  si  A  a  deux  fac- 
teurs premiers  ou  qui  soient  des  puissances  quelconques  de  deux  nom- 
bres premiers,  il  pourra  y  avoir  seulement  deux  valeurs  de  a;  si  A  con- 

52. 
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tient  trois  facteurs  premiers  ou  qui  soient  des  puissances  quelconques  de 
trois  nombres  premiers,  il  ne  pourra  y  avoir  que  quatre  valeurs  de  a,  et 
ainsi  de  suite;  d'où  il  s'ensuit  en  général  que,  si  le  nombre  des  facteurs 
premiers  de  A  est  n,  soit  que  ces  facteurs  soient  des  nombres  premiers 
ou  des  puissances  quelconques  de  nombres  premiers,  le  nombre  des  va- 
leurs de  «  sera  ou  nul,  ou  égal  à  i"~\ 

Supposons  en  second  lieu  que  a  et  6  aient  pour  plus  grand  commun 
diviseur  le  nombre  2,  et  faisons  a  —  if,  h  =  ig,  /et  g  étant  premiers 
entre  eux ,  en  sorte  que  l'on  ait  A  =  [\fg. 

Dans  ce  cas,  on  pourra  faire  p  -1-  a  =  i\}.f  lài  f:i  —  oc  —  2vg,  sans  que 

a  et  |3  soient  divisibles  par  2,  puisqu'il  n'y  a  qu'à  supposer  a  et  (3  im- 

f 
pairs;  on  aura  donc  x  =  p-/—  vg-,  d'où,  en  supposant  que  '^  soit  la  frac- 
tion la  plus  proche  de  ^>  et  faisant,  pour  abréger, 
S 

9  =  a(.+2/g-,), 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  ^  <  ->  et  le  signe  inférieur  pour 
■^  S''       ^ 

f        f 
le  cas  où  —  >  —  5  on  trouvera 
g^       g 

Ici  il  est  visible  qu'on  peut  déterminer  le  nombre  m  et  le  signe  de  6  de 

A 

deux  manières  différentes,  en  sorte  que  l'on  ait  |3  <  —  ?  ce  qui  donnera 

par  conséquent  deux  valeurs  de  |3;  mais  il  peut  arriver  que  ces  valeurs 
se  trouvent  déjà  comprises  dans  celles  qui  résultent  de  la  considération 
des  facteurs  premiers  de  A;  on  pourrait  même  déterminer  en  général  le 
cas  où  les  valeurs  de  jS  résultantes  de  celte  dernière  formule  seront  toutes, 
ou  en  partie  seulement,  identiques  avec  celles  qu'on  pourra  déduire  de 
la  formule  précédente;  mais  ce  détail  nous  mènerait  trop  loin,  et  d'ail- 
leurs il  serait  plus  curieux  qu'utile. 

Nous  nous  contenterons  de  remarquer  que,  lorsque  le  nombre  A  est 

A 
divisible  par  4.  alors,  si  ]S  est  une  des  valeurs  de  a, |3  en  sera  tou- 
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jours  une  aussi;  car,  soient  A=::4E  et  j3- —  B  divisible  par  4E,  pre- 
nant au  lieu  de  /3  le  nombre  2  E  —  /3,  on  aura 

( 2E  -  (3)-^- B  =  4E=  -  4E(3  +  [3=  ~  B, 

qui  est  évidemment  divisible  par  4E. 

25.  Considérons  maintenant  l'équation  du  n"  23, 

k,=p]  —  hq], 

et  comme  les  nombres/?,  et  y,  de  cette  équation  sont  déterminés  (23)  par 
la  condition  que 

il  est  facile  devoir  que  ces  nombres  seront  nécessairement  premiers  entre 
eux;  de  sorte  que  l'équation  dont  il  s'agit  sera  parfaitement  analogue  à 
l'équation  précédente 

et  par  conséquent  sera  susceptible  d'opérations  semblables.  Donc  : 
1°  Si  B  est  positif  et  que  A,,  considéré  comme  positif,  soit  <  y/B, 

cette  équation  sera  déjà  dans  le  cas  que  nous  traiterons  plus  bas  (29); 
2°  Si  B  est  négatif  et  égal  à  —  è,  et  que  A,  =  è  ou  <  b,  on  aura  le 

cas  du  n"  27. 

Ainsi,  nous  supposerons  encore  ici  que  A,,  regardé  comme  positif, 

soit  >  \/B  dans  le  cas  de  B  positif,  et  >  è  dans  le  cas  de  B  =—  6,  et 

l'on  pourra  traiter  l'équation 

■   A,  =j9f-B9? 

comme  on  a  fait  ci-dessus  l'équation  A  =/>-  —  Bq''. 

On  multipliera  donc  cette  équation  par/)^  —  B^'o,  et  l'on  déterminera 
P2  et  ^2,  en  sorte  que  l'on  ait 

p,q,-q,p,  =  ±i; 

ce  qui ,  en  faisant,  pour  abréger, 

Aj^/jj  —  Bql,     ix,^^p,p2  —  Bq,q,, 
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donnera  l'équation 

A,A,  =  aî  — B. 

Or,  puisqu'on  a  déjà  (23) 

on  aura,  en  ajoutant  cette  équation  à  celle-ci 

p,q,-q,p,^z^i, 
ou,  en  l'en  retranchant, 

(q,^zq]p,  —  (p,:^p)q,  —  Q, 


d'où 


q^^^q      q' 


el  par  conséquent 

p,=zij.,p,±:p,     q.,  =  ij.,(j,±q, 

p.,  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  p„  et  q^  dans  l'expression  de  «,,  on 
aura 

a,  =  y.,  (p',  —  Bq-  )  rt  (pp,  —  Bqq,  ), 

OU  bien 

a,  =  f/.,  A,  ±  a. 

A 

Ainsi  l'on   pourra  déterminer  a,  en  sorte  que  &:,  <— 5  ce  qui  rendra 

A2  <  A,  (13  et  14j,  en  regardant  a,.  A,  et  Ao  comme  positifs  pour  éviter 
toute  équivoque;  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  ne  saurait  satisfaire  à  cette 
condition  que  d'une  seule  manière,  de  sorte  que  la  valeur  de  p.,  et  le 
signe  de  a  se  trouveront  par  là  entièrement  déterminés;  et  comme  les 
signes  ambigus  de  p  et  q  dans  les  expressions  de  p^  et  q^  doivent  être  les 
mêmes  que  celui  de  a  dans  l'expression  de  a,,  il  ne  restera  plus  rien 
d'arbitraire -dans  ces  expressions. 

Par  ce  moyen  la  résolution  de  l'équation 

A,  =  /?;-B9; 
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sera  réduite  à  celle  de  l'équation 

Ai^pl  —  Bql, 

dans  laquelle  Aj  <  A,  (abstraction  faite  des  signes  de  A,  et  de  Ao  j. 

En  effet,  dès  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de  />,  et  de  q^_,  il  n'y  aura 
qu'à  chercher  celles  de/?,  et  q,  à  l'aide  des  équations 

a,  =  p,]h-Bq,q,,     ij,q,-q,p,=^±i, 
lesquelles  donnent 

si  ces  expressions  donnent  (en  prenant  à  volonté  les  signes  supérieurs 
ou  inférieurs)  des  nombres  entiers,  alors  on  aura  par  les  expressions 
(le  p.>  et  y,  trouvées  ci-dessus 

±p  =  p,-^,p„     ±q=q,-iMq„ 

et  le  Problème  sera  résolu. 

Mais,  si  les  expressions  de  p,  et  q,  ne  donnent  que  des  nombres  rom- 
pus, ce  sera  une  marque  que  l'équation  proposée  n'est  point  résoluble  en 
entiers. 

Maintenant,  puisque  l'on  a  p,  q.2  —  q,  p.2^=  ±  i,  il  est  visible  que  p2 
et  q.,  seront  premiers  entre  eux;  d'où  il  s'ensuit  que  l'équation 

A,  —  pl  —  Bql 

sera  parfaitement  semblable  à  l'équation 

A,=p]-~Bql 

et  que  par  conséquent  on  y  poui'ra  appliquer  les  mêmes  raisonnements 
et  les  mêmes t»pérations  que  nous  venons  de  faire  sur  celle-ci,  et  ainsi  de 
suite. 
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26.  Donc,  si  l'on  fait  comme  dans  le  n°  12 

/    .    .  „  .A 


{«) 


(c'est-à-dire  a  <  — :  a,  <  — ?  a^  <—>•••)  en  regardant  a,  a,,  îCs,. 
A,  A,,  A2,...  comme  tous  positifs),  on  aura  cette  suite  d'équations 


/  A  =/7^  -Bq\ 

i  A,—p]  —  Bq\, 

{(3) 

1  A,  =  pl-~Bql, 

k,  =  pl-Bql, 

dans  lesquelles 

l±:p  =p,-[x.,p„     ±q  =q,-ij.,q, 

(y) 

\±p,  =  p,~ix,p„     ±q,  =  q,-ix,q, 
\  ±p,:=p,~ix.,p,,     ±q,^q,-iJ.,q, 

où  il  faudra  toujours  se  souvenir  que  les  signes  ambigus  dcjo,  5'  et  a 
doivent  être  les  mêmes,  ainsi  que  ceux  dep,,  q,,  oc,,.... 
De  plus  on  aura  aussi,  en  général,  les  équations 

,  «„_,  »„±B(/„ 


qn- 


K 
an-.q„±p., 

A„ 


les  signes  ambigus  étant  à  volonté,  pourvu  qu'on  les  prenne  de  même 
dans  les  deux  équations. 

Donc,  si  l'on  peut  résoudre  une  quelconque  des  équations  (j3),  comme 

A,—p'„  —  Bq'n, 
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c'est-à-dire  trouver  les  valeurs  de  p„  et  q^,  on  pourra  trouver  aussi  par 
les  équations  (5)  les  valeurs  des  quantités  précédentes /?„_,  et  7„_<,  et, 
ces  quatre  valeurs  étant  connues,  on  pourra  par  le  moyen  des  formules  (y) 
remonter  aux  valeurs  de  p  et  q  qui  résolvent  l'équation 

et  qui  seront  nécessairement  des  nombres  entiers  si  />„,  q„,  /?„_,  et  y„_, 
le  sont. 

Réciproquement,  si  l'équation 

A„  =  ;^,5  — Bç,; 

n'admet  point  de  solution  en  nombres  entiers,  ou  que  les  expressions  de 

/'«-).  9'«-(  ne  donnent  point  de  nombres  entiers,  on  en  devra  conclure 

que  l'équation 

A=jB'— Bç^ 

n'est  point  résoluble  en  nombres  entiers. 

Au  reste,  il  faut  remarquer  que,  comme  on  peut  prendre  également 
a  positif  ou  négatif,  chaque  valeur  de  a  donnera  deux  suites  différentes 
de  formules  telles  que  (a)  et  (7),  qu'il  faudra  considérer  chacune  en  par- 
ticulier pour  avoir  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation 

A=/?^-B</^; 

mais,  sans  être  obligé  de  faire  un  nouveau  calcul,  il  suffira  d'observer 
qu'en  prenant  a  négatif,  les  formules  (y.)  resteront  les  mêmes  en  chan- 
geant simplement  les  signes  de  a,,  «o,...  et  de  p.,,  p-o,...,  d'où  il  s'ensuit 
qu'il  n'y  aura  d'autre  changement  à  faire  aux  formules  (yj  que  de  pren- 
dre fj.,,  fj..2,  p.3,...  avec  des  signes  contraires. 

Analyse  du  cas  où  B  est  négatif. 

27.  Considérons  d'abord  le  cas  de  B  négatif,  parce  qu'il  est  plus  facile 
à  résoudre  que~ celui  de  B  positif,  et  l'on  prouvera,  comme  on  a  fait  (14), 
que  la  série  des  quantités  A,  A,,  Ao,  A3,...  pourra  être  continuée  jus- 
U.  53 
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qu'à  oe  que  l'on  arrive  à  un  terme  comme  A„,  lequel  soit  égal  ou  moindre 
que  B  considéré  comme  positif,  c'est-à-dire  qu'en  supposant  B^  —  b  on 
aura  A„  =  6  ou  <  è. 

1°  Soit  A„  =  b,  et  l'équation 

ne  pourra  subsister,  à  moins  que  p^  ne  soit  divisible  par  b;  donc,  si 
h  =  c^  d,  on  aura  nécessairement  p„  =  cdr,  et  l'équation 

b  =zpl-i-  bql 

deviendra,  en  divisant  par  b, 

I  ^  dr-  +  ql , 

laquelle  donne  ou  /•  =  o,  et  par  conséquent/?,,  =  o  et  ^^n  =  i ,  ou  ^„  =  o 
et  dr^  =  I,  c'est-à-dire  r  =  i  et  d  =  i;  donc  p„=^c;  de  sorte  que  ce  se- 
cond cas  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  b  ne  soit  carré  ;  or,  si  l'on  cherche 
dans  ce  même  cas  les  valeurs  de  />„_,  et  q„^,  par  les  formules  du  numéro 

précédent,  on  trouvera  q„_,  =  ±    ^  =  ±  -•,  d'où  l'on  voit  que  q„_t  ne 

saurait  être  un  nombre  entier,  à  moins  que  c  ne  soit  égal  à  i,  et  qu'ainsi 
le  Problème  ne  peut  être  résolu  dans  le  cas  dont  il  s'agit  que  lorsque 
c  =  I ,  ce  qui  donne  b  =  j  et/>„  =  i ,  q„  =  o.  Or,  lorsque  b  =  i,  il  est 
clair  que  dans  l'équation 

^n^p'n^qi, 

les  quantités  />„  et  q,i  peuvent  s'échanger  entre  elles,  et  que  la  même 
chose  a  lieu  aussi  à  l'égard  des  autres  équations  analogues;  de  sorte  que 
la  supposition  de  /?„  =  i  et  ^r^  =  o  rentre  dans  celle  de  p„  =  o  et  q„  =  i, 
que  nous  allons  examiner. 

On  aura  donc  en  général,  lorsque  A„  —  b,  p„  =  o  et  q„  =  i,  d'où  l'on 
trouvera  (numéro  précédent) 

de  sorte  qu'il  faudra  dans  ce  cas,  pour  que  le  Problème  soit  résoluble, 
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que  a„^|  soit  divisible  par  b\  si  cette  condition  a  lieu,  alors  on  aura 

Pn  =  o,        qn  =  i. 


/>„_,  =  !,        qn-,= 


et  l'on  pourra  en  remontant  trouver  les  valeurs  de  p  et  q\  sur  quoi  il  est 
bon  de  remarquer  que,  quoique  l'on  ait  trouvé />„_,  =  ±  i,  il  serait  ce- 
pendant inutile  de  faire  />„„,  =  —  i,  parce  qu'il  est  facile  de  voir  qu'à 

cause  de  p„  =  o  les  valeurs  de/?„_2,  p„_3 p  ne  différeraient  que  par 

les  signes  de  celles  qu'on  a  en  faisant />„_,  =  i. 

2°  Soit  A„  <  è;  dans  ce  cas  il  est  visible  que  l'équation 

A„  =  pn  ^.-bql 

ne  saurait  avoir  lieu,  à  moins  que  l'on  n'ait  ^„  =  o  et  A„  =p'^,  ce  qui 
donnera 

d'où  l'on  voit  qu'à  moins  que  l'on  n'ait /?„=  i,  et  par  conséquent  aussi 
A«  =  i,  les  valeurs  de  jo„_,  et  de  q„_,  ne  pourront  être  des  nombres 
entiers. 

Donc,  si  l'on  pousse  la  série  des  nombres  A,  A,,  A2,...  jusqu'à  ce  que 
l'on  parvienne  à  un  terme  A„  moindre  que  b,  et  que  ce  ternie  soit  difle- 
renl  de  l'unité,  on  en  devra  conclure  que  l'équation  proposée 

A  =^p-  -+-  bq- 

n'est  point  résoluble  en  nombres  entiers. 

Si  au  contraire  on  a  A„  =  i,  alors  on  aura,  en  ne  donnant  à  ^„_,  que 
le  signe  -i-,  par  une  raison  semblable  à  celle  que  nous  avons  dit©  ci-des- 
sus à  l'égard  de />„_,, 

p„=zi,  q„^o, 

/>„_,  =  «„_„     qr,-,  =  i, 

et  l'on  pourra  «n  remontant  trouver  les  valeurs  cherchées  dep  et  q. 
De  là  on  voit  que  chaque  valeur  de  a  (23)  ne  pourra  donner  qu'une 

53. 
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seule  solution  de  l'équation 

lorsque  B  est  négatif,  de  sorte  que,  comme  le  nombre  des  valeurs  que 
peut  avoir  la  quantité  a  est  nécessairement  limité,  celui  des  solutions 
de  l'équation 

A  =/>"-)-  bq' 
le  sera  aussi. 

Ainsi,  si  A  est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  quelconque  d'un 
nombre  premier  autre  que  2,  l'équation 

A=/?-+6ç' 

ne  pourra  avoir  qu'une  seule  solution  en  nombres  entiers  [voyez  plus 
haut  le  n"  24). 

Quant  aux  valeurs  négatives  de  a,  il  est  facile  de  voir,  par  les  for- 
mules (7),  qu'en  changeant  les  signes  de  p,,,  y-^,  /J-9,...  et  de  a„_,  les 
valeurs  àe  p  %i  q  demeureront  les  mêmes  ou  changeront  simplement  de 
signe,  à  cause  que  l'on  a 


Pn=o,     />„_,  =  !,     g„  =  i,     q„. 


b 


Ainsi  la  considération  de  x  négatif  sera  tout  à  fait  inutile  lorsque  B  est 
un  nombre  négatif. 

Analyse  du  cas  où  B  est  positif. 

28.  Supposons  présentement  que  B  soit  un  nombre  positif;  on  prou- 
vera d'abord,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  n"  13,  que  les 
nombres  x,  a,,  a.,,...  iront  en  diminuant  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un 
nombre  comme  «„  qui  soit  =  \/B  ou  ■<  \/B;  mais,  comme  B  est  supposé 
non  carré  (23),  il  est  impossible  que  a„  =  \/B,  de  sorte  qu'on  aura  né- 
cessairement a„  <  \/B. 
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On  aura  donc  (26)  une  équation  de  cette  forme 

A„  A„+,  =:  a^  —  B,     ou  bien     —  A„  A„+,  =  B  —  a,î , 

dans  laquelle,  à  cause  de  a,f  <  B,  il  est  clair  que  les  nombres  A„  et  A»^, 
devront  être  de  signes  différents,  et  que  de  plus  l'un  de  ces  nombres, 
abstraction  faite  de  son  signe,  devra  être  <  \/B. 

Faisons  pour  plus  de  simplicité  «„  =  e,  et  nommons  ±E  l'un  des 
nombres  A„,  A„+|  et  —  D  l'autre,  D  et  E  étant  des  nombres  positifs  et  E 
étant  <  y/B,  en  sorte  que  l'on  ait  l'équation 

DE  =  B  -  e^ 

et  comme  on  a,  par  les  formules  (jS), 

A,,^pi  —  Bql     et    A„+,  =/>^_f.i  — B^,^+,, 

il  est  clair  que  les  nombres  D  et  E  seront  de/es  formes 

znD  =  p^— Bff%     dzE^r^— Bi^ 

Ainsi  la  question  se  réduit  à  résoudre  ces  deux  équations  dans  lesquelles 
DE  <  B;  en  effet,  les  valeurs  de  p,  i,  r  et  s  étant  connues,  on  aura  celles 
de  p,i,  g,n  Pn+i^  qn+\i  ^t  l'on  pourra  à  l'aide  des  formules  (y)  remonter 
aux  valeurs  de  p  et  q. 

Il  suffit  même  de  résoudre  l'une  de  ces  deux  équations;  car  il  est  facile 
de  voir  par  les  n*"  23  et  25  que  les  quantités  p,  a,  r  ei  s  doivent  être 
telles  que  l'on  ait 

ira —  «p  ^  dz  I, 
: 
rp  —  JHi£7  =  e, 

par  où  l'on  pourra  déterminer  p  et  'j  dès  qu'on  aura  r  et  s,  ou  vice  versa. 
Il  faut  remarquer  ici  que  l'ambiguïté  des  signes  dans  l'équation 

ra  —  «p  =  ±1 

n'est  point  arbitraire,  mais  qu'elle  doit  répondre  à  celle  de  l'équation 

±E=r2  — B«'; 
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en  effet  cette  équation,  étant  combinée  avec  l'équation 

qrD  =  p^— Ba=, 

donne 

±(E!7'  -hDi^)  =:  r-ff'  —  s-û^=:  (  rcr  +  ip)(  f  a  —  sp), 

d'où  l'on  voit  que  la  quantité  rr;  —  sp  doit  être  nécessairement  positive 
ou  négatiye  suivant  que  l'on  a  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur,  dans 
l'équation  dont  il  s'agit. 

A  l'égard  de  e,  c'est-à-dire  de  c<„,  elle  peut  être  positive  ou  négative, 
et  il  faudra  même  la  faire  successivement  positive  et  négative  pour  avoir 
toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  proposée  (26),  en  ayant  atten- 
tion, comme  nous  l'avons  fait  observer  dans  ce  numéro,  de  changer  les 
signes  de  p.,,  p.2,  0.3,...  dans  les  formules  (y)  lorsqu'on  prendra  e  néga- 
tive, tout  le  reste  demeurant  d'ailleurs  le  même. 

29.  Considérons  donc  l'équation 

dans  laquelle  E  <  y'B ,  et  supposons  pour  un  moment  que  l'on  connaisse 
déjà  les  nombres  entiers  r  et  s  qui  y  satisfont;  il  est  d'abord  clair  que 
ces  nombres  seront  premiers  entre  eux  en  vertu  de  la  première  des 
équations  (s)  du  numéro  précédent;  ensuite  il  est  facile  de  prouver  que 
l'on  pourra  toujours  former  deux  suites  décroissantes  de  nombres  en- 
tiers comme  r,  r,,  r^,  r^,...  et  s,  s,,  s^,  s^,...  dont  la  première  commence 
par  r  et  se  termine  par  i,  et  dont  la  seconde  commence  par  s  et  se  ter- 
mine par  o,  et  qui  soient  de  plus  telles  que  l'on  ait 

rs,  —  s  Pi  ^  dz  1 ,      r,  s,  —  s,  r,:=zpi,      l'iS,  —  s,  r^^  ±1 , .  .  .; 

car,  si  l'on  divise  le  nombre  r  par  le  nombre  s  (il  est  clair  que  r  d'oit  être 


>  *,  à  cause  que  l'équation  ±  E  =  /  -  —  B*^  donne  -  =  l/B  ±  -,  et 
que  E  <  VB  )'  qu'ensuite  on  divise  s  par  le  reste  de  la  première  division, 
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et  qu'on  continue  toujours  de  diviser  le'  reste  précédent  par  le  dernier 
reste  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  division  exacte,  et  qu'on  nomme  a, 
p,  y,  (?,...,  w  les  quotients  qui  en  résultent,  on  aura,  comme  on  sait. 


où  l'on  remarquera  qu'à  cause  que  les  nombres  ret  *  sont  premiers  entre 
eux  le  dernier  reste  sera  nécessairement  l'unité,  et  par  conséquent  le 
dernier  quotient  sera  plus  grand  que  l'unité,  de  sorte  qu'on  aura  w  =  2 
ou  >  2. 

Cette  fraction  continue  étant  coupée  successivement  au  preuiiei-,  au 
second,  au  troisième,...  de  ses  ttermes,  donnera  autant  de  fractions  par- 
ticulières, lesquelles,  en  y  ajoutant  au  commencement  la  fraction  ^,  for- 
meront cette  suite  de  fractions 

I        a        c         e  m       p        r 

o       h       a       f  II        q        s 


OU  I  on  aura 


«  =  a,  6  =:  I, 

e  ^^yc  -h  a,       f=yd-\-b. 


r  =  ùip  -h  m,       s  ^  'jiq  -\-  n, 

de  sorte  qu'on  aura  aussi 

I  é   —  oa  =:  I, 
ad  —  bc  =  —  i, 
cf   —  de  =z  j. 


niq  —  np  =  ±1, 
ps    -qr  =  z^i. 


De  plus,  ces  fractions  seront  convergentes  vers  la  fraction  -,  avec  cette 
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ditlérence  que  les  fractions  -,  -;'•••'  qui  occupent  les  places  impaires, 
seront  toujours  plus  grandes  que  -,  et  qu'au  contraire  les  fractions  qui 
occupent  les  places  paires,  comme  j?  -jt---,  seront  toujours  plus  petites 

que  -5  comme  il  est  facile  de  le  démontrer  par  la  nature  même  de  ces 

fractions.  Au  reste,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  trouver  ces  fractions; 
il  nous  suffira  de  considérer  qu'il  est  toujours  possible  de  les  trouver, 

quelle  que  soit  la  fraction  donnée  -■ 

M.  Huyghens  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  imaginé  de  réduire  une 
fraction  quelconque  en  une  fraction  continue,  et  d'en  déduire  une  suite 
de  fractions  particulières  convergentes  vers  la  fraction  donnée  (voyez 
son  Traité  De  Automato  planetario).  D'autres  Géomètres  ont  ensuite 
étendu  et  perfectionné  cette  tbéorie,  surtout  M.  Euler,  dans  son  Intro- 
ductio  in  Analysin,  et  dans  plusieurs  excellents  Mémoires  imprimés 
parmi  ceux  de  l'Académie  de  Pétersbourg.  Cette  matière  se  trouve  aussi 
très-bien  développée  dans  V Algèbre  de  M.  Saunderson,  qui  emploie  une 
méthode  indépendante  des  fractions  continues. 

Maintenant,  si,  dans  l'équation 

±E  =  r"— B«', 

c'est  le  signe  supérieur  qui  a  lieu,  en  sorte  que  l'on  doive  avoir 

;■«,  —  4/-,  =:  I ,      r.  S;  —  s^r-.^  —  i ,      r^s^  —  s ■  i\  :=  i , .  .  . , 

et  que  le  nombre  des  termes  dans  la  série 

1        a        c  p        r 

o       b       a  9       ■* 

soit  impair,  il  est  clair  qu'il  n'y  aura  qu'à  faire 

r,=^p,     r2  =  in,...,     s,^q,     *,:=«,...; 
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mais,  si  le  nombre  des  termes  est  pair,  alors  on  fera 

'■i  = '•  —  p,     r;=^p,     i\=:  m,.  .  .,     s,  ^  s  —  q,     s,^q,     ^3  =  «,...; 

en  effet,  on  aura  dans  ce  cas  mq  —  np  =  —  i ,  ps  —  qr^i;  donc 

rst  —  si\  ~-  —  rq  -^  sp  =^  I , 
I  "^  /',  *2  —  S,  i\  =  rq  —  4/?  =  —  I , 

r, s,  —  s.  t\  =  pu  —  qih  =  1 , 


or,  comme  r=  (j^p  +  m  et  .y  =  00^  +  «,  et  comme  w  =  ou  >  2,  on  aura, 
en  faisant  fjo  —  i  =  >];, 

/•,  ^  ijip  +  m,     s,=^'liq  +  n,     et     r  :^  i\ -i- r, ,     s  =  s,-hS2, 

'h  étant  un  nombre  positif. 

On  résoudra  de  même  le  cas  où  ce  serait  le  signe  inférieur  qui  devrait 
avoir  lieu,  et  l'on  en  conclura  qu'il  est  toujours  possible  de  trouver  des 
nombres  r,,  r.,,  r,,...  et  s,,  s.^,  s.^ —  qui  aient  les  propriétés  requises,  et 
que  ces  nombres  peuvent  être  supposés  tels,  que  l'on  ait 

r  =  X,  r,  +  /'ï ,  s  ^Xs,  +  Sj, 
i\  ^  Il l'i  +  r, ,  Si^Xs-2  -h  S3, 
r,  =  1;  r-i  -+-  r,, ,     s,  =  A3  «3  +  *< , 

/■j  =  >,,  r,   +    l\  ,  «3   =  Ai  s.;    -+-  S;.  , 


'/.,,  /.o,  À;;,...  étant  des  nombres  entiers  et  positifs. 

On  voit  de  plus  que  les  deux  derniers  termes  de  la  série  r,  r,,  r.,,  r^,... 

seront  a,  i  la  étant  le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  la  frac- 
tion -  J  ,  et  que  les  deux  derniers  termes  de  la  série  s,  s,,  S2,  S3,...  seront 

r,o;  de  sorte  que,  si  l'on  connaissait  les  nombres  X,  ).,,  Xo,...  avec  le 
nombre  a,  on  pourrait,  en  remontant  par  les  formules  précédentes, 
trouver  les  nombres  cherchés  r  et  s. 

Les  conditions  par  lesquelles  on  doit  déterminer  les  nombres  À,  À) ,  X2'  ■  •  • 
II.  54 
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sont  que  ces  nombres  soient  tous  entiers  positifs  et  tels,  que  l'on  ait 


r  5,  —  s  r,  : 
r,  «2  —  s,  r,  : 
r  j  «3  —  s,  i\ 


en  prenant  les  signes  supérieurs  ou  inférieurs,  suivant  que  l'on  aura  le 
signe  supérieur  ou  l'inférieur  dans  l'équation 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  si  la  première  équation 

rs,  —  i/'i  =  dz  I 

a  lieu,  les  suivantes  auront  lieu  d'elles-mêmes,  en  vertu  des  formules 
(Ç);  en  effet,  on  aura  par  ces  formules 

/'ï  ^  /'  —  X,  r, ,  i'i  =  *  —  ^1  «I, 
donc 

;•,  Si  —  i,  /■2  =  r,  4  —  i|  r  =  zp  I , 
et  ainsi  des  autres. 

30.  Cela  posé,  reprenons  l'équation  ' 

±E=r'—Bs\ 

et  soit  d'abord  le  signe  supérieur,  en  sorte  que  l'on  ait 

E  =  i-  —  Bs'; 

donc,  divisant  par  s-,  on  aura 

s'  s^ 

et  divisant  encore  par  — 1-  v/B, 
'      s 

E 


-v/B  = 


.M--  +  ^B 
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donc,  puisque  E  <  \/B  (par  hypothèse),  on  aura  à  plus  forte  raison 
E  <  v/B  +  -;  donc  -  -  VB  >  o  et  <  -• 

Or,  l'équation 

rs,  —  sr,  =  I 
donne 

r         r,  I 

donc,  ayant y/B  <  -,  on  aura  aussi  —  —  i/B  < ~\   mais,  à 

•'  s         ^       ^  s'  s,         ^     -^  s-        ss, 

cause  de  s,  <  j,  il  est  clair  que  ^ ^  <  o  ;  donc  aussi  —  —  v/B  <  o, 

^       s'        ss,  s,        ^ 

et  multipliant  par-  +  ^B'  "ï  —  B<o,et  par  conséquent  r^  — B5^<o; 

ainsi  l'on  aura 

rf-B«;  =  — E,, 

E,  étant  un  nomhre  positif. 
De  même,  l'équation 

r,  s,  —  s,  li  =  —  1 

donnera  celle-ci 

r,        Tj  I 

4l  S-,  S1S2 

laquelle  étant  ajoutée  à  l'équation  ci-dessus 

r         r,  I 

s  Si        ss, 

on  aura 

/'         r-i         i  i 

s         s-,        ss,        s,  s-.'' 

mais,  ayant  ,y,  <*  et  *.,  <5,,  il  est  clair  que  —  <  —  ;  donc  -  —  ^  <  o, 

'         M,    ^  StS-,  s  s. 

c'est-à-dire  — >  o.  Or,  on  a  aussi \/B  >  o;  donc  on  aura  encore 

s,       s  s        ^ 

-  —  s/B  >  o,  et  multipliant  par  ~  -H  v/B  ,  ^  —  B  >  o  et  r.?  —  B*:^  >  o; 

•S:  '  S.  $1  ^  2  ^         ' 

donc 

Eo  étant  un  nombre  positif. 

54. 
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L'équation 

donnera  pareillement 

/•j    _     7-3   _       I 
s,  $3  *2  «3 

et  ajoutant  l'équation 

r         Tj  I  I 

s  S2  SS^  Si  Si 

on  aura 

/■        ;'3  I  I  I 

s  Si  M,  S,S2  •Sî'Ss' 

donc,  puisque ^B  <  —  ?  on  aura 

^3  S^  SS,  s,  s,  s.  Si 

or,  à  cause  de  s,  <  s,  ^2  <  •^c  ■'<3  <C  ^î.  on  aura 


donc  aussi  —  —  v^B  <  o;  donc  r^  —  Bsl  <  o,  donc  on  aura 


Es  étant  un  nombre  positif,  et  ainsi  de  suite. 
Supposons  en  second  lieu  que  l'on  ail 

-E  =  ;=-B5', 

donc 

i^_B  =  -5     et     ^-s/B=- 


V'B 


donc,  à  cause  de  E<  v/B,  on  aura y/I^  <o  ^t  > -,•   Or,  on  a 

dans  ce  cas 


;\$,  —  sr,  =  —  I  ; 

donc 

r        i\ I 

s  S,  SS, 
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donc,  à  cause  de \/B  > -^   on  aura  aussi   —  —  v/B  > -; 

mais,  puisque  s,  <Cs,  on  a r  >  '^'  ^^onc  —  —  v/B  >  o,  donc  aussi 

rf  —  B^J  >  o  ;  donc  on  aura 

(■;-Bif=E,, 

E,  étant  un  nombre  positif. 
On  aura  ensuite 

donc 

;■,         r-i  I 

Si  s-,  s,  Si  ' 

donc,  puisque 

;■       /■, I  * 

s       «,  ss, 

on  aura  aussi 


à  cause   de  s,<Cs  et  ^„  <  ^,  ;   donc ^>o,    et  par   consécjupnl 

<  o;  mais \/B  <  o;  donc  on  aura  aussi  —  —  \/H  <  o;  donc 

ri  —  Bsl  <  o;  donc 

Ea  étant  un  nombre  positif. 

On  prouvera  de  même  que  l'on  aura 

E.,  étant  positif,  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  en  combinant  les  deux  cas,  on  aura  en  général  les  formules 

suivantes 

/  ±E  =r=-  B«=, 

i+E,  =  r;-B5;, 

(ô)  l.±E.,  =  rl-Bsl, 

1  znE3  =  r,'  — B*', 
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dans  lesquelles  E  est  positif  et  moindre  que  \fB  par  l'hypothèse,  et  E,, 
Eo,  E3,...  sont  aussi  nécessairement  positifs. 

31.  Qu'on  multiplie  présentement  les  équations  (5)  deux  à  deux,  on 
aura  (9;  : 

r"  —  EE,  =  (  rr,  —  Bm,)'  —  B  (  «'  —  *''•  )' ! 

mais  on  a  par  les  formules  fv;) 

rs,  —  sr,^=dzi; 
donc,  si  l'on  fait 

rr,  —  Bm,  :=  zf.  e, 
on  aura  l'équation 

-  EE,  =  e'—  B,     ou  bien     EE,  =  B  -  e^ 

2°  —  E,E,  =  (r, /%—  B*,i,)'—  S{ns,  —  s,r,Y; 

mais 

r,  S2  —  5,  A  ^  +  I  ; 

donc,  faisant 

r,  ;-2  —  B  «I  ^2  =  ±  e. , 
on  aura 

—  E,E,  =  £;  — B,     ou  bien     E,E,  =  B— £^ 

3°  Faisant  de  même 

r,  r,  —  B  i,  ^3  =:  zjz  £2 , 
on  ti'ouvera 

—  E2E3  =  £j'  — B,     ou  bien     E,E3  =  B— £^, 

et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  on  a,  par  les  formules  (Ç), 

ri  =  r  —  X|  r, ,      3^  =  s  —  /,  «i , 

donc 

r,  r-,  —  Bi,«2  —  rr,  —  Bm,  —  1  [r]  —  B5'); 

donc 

±.£i  =  rp  e±ÀiEi,     savoir     £,  ^X,  E,  —  £. 
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On  a  de  même 

''3  =  n   —  ^2  '"2  ,        *3  =  ■îr   —  >12  -Si, 


don 


savoir 


r-i  ^3  —  Bij  •S3  =  ''1  ''2  —  BsiS,  —  ^!  (  ''2  —  B* j  ) , 


^Ei  =  ±e,  zjz  A-.  E2,     ou  bien     e2  =  A2E2 

et  ainsi  des  autres. 

De  sorte  qu'on  aura  les  équations 

EE,  =  B-e% 
E,E2  =  B-e;, 
E2E3  =  B  — e^ 
E,E,  =:B-e;, 


dans  lesquelles 


£,  =rX,E,  —  e, 
e2  =  X2E,  —  £,, 
£3  =  ^  £3  —  62, 


32.  Nous  avons  vu  (30)  que  les  nombres  E,,  Ej,  E3,...  sont  nécessai- 
rement tous  positifs;  donc,  pour  que  les  équations  (x)  puissent  subsis- 
ter, il  faudra  que  les  carrés  s-,  s^,  ^l,...  soient  tous  moindres  que  B. 

Or,  je  vais  prouver  d'abord  que,  pour  que  ces  conditions  puissent 
avoir  lieu,  il  faut  que  les  nombres  î,  c,,  Jo,...  dans  les  équations  (X) 
soient  tous  positifs. 

Car  :  1°  supposons,  s'il  est  possible,  s  =  —  y;,  -/j  étant  un  nombi-e  posi- 
tif, on  aura  donc  s,  =  >,,  E,  -i-  yj  et  par  conséquent  ;,  positif  à  cause  de 
X,  etE,  positif;  mais  il  faut  que  a'J  <  B,  donc  À,  E,  +  v^  <  y/B,  et  par 

conséquent  X,  <      -p    ^'  '-^  mais  '^i  doit  être  entier  positif,  donc  il  faut 

que  E,  <  \/B  —yi  ;  or,  on  a 

EE,  =  B -■/!==( ^'B -I- ■/))( ^B -•/)  j , 
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donc  E,  ne  peut  être  <  y/B  —  n  que  E  ne  soit  en  même  temps  >  \/B  +  /;  ; 

mais  E  <  VB  (par  hypothèse j,  donc  il  est  impossible  que  s  soit  négatif. 

2"  Supposons  c,  ^  —  ■'Ji.  ^1  étant  positif,  on  aura  £2  =  XoE,  -+-  ri,,  et 

par  conséquent  S2  positif;  maison  doit  avoir  Sj  <B,  donc  il  faudra  que 

/Tï  

À2E2  +  v3|<v'B  et  par  conséquent  )..,  <  ^— ^ — -•,  donc,  pour  que  Ào 
puisse  être  entier  positif,  comme  il  le  doit,  il  faut  que  E^  <  \/B  —  y),  ;  or, 

E,  E,  =  B -•/);:  =  (  v/'R +■/),)(  v/B  -  v),  j, 

donc  Eo  ne  saurait  être  <  y'B  —  ''îp  (]ue  E,  ne  soit  >  \/B  +  •«•ii,  et  à  plus 
forte  raison  E,  >  \IB;  mais  l'équation  s,  =X|E|  —  z  donne,  à  cause  de 
£,  =  — -/ji,  X|E|  =£  — Y]|,  et  par  conséquent,  puisque  c<  \/B,  >.|E|< \/B; 
ce  qui  répugne  tant  que  X,  est  entier  positif. 

Donc  C|  sera  nécessairement  positif,  et  l'on  démontrera  de  même  que 
les  nombres  £0.  îs.----  dans  les  équations  {!),  devront  être  aussi  tous  po- 
sitifs. 

33.  Maintenant,  puisqu'on  doit  avoir  £^,  c~,  si,...  moindres  que  B,  il 
est  clair  qu'il  faudra  que  s,  s,,  £0-  =3.---  soient  tous  <  \/B. 

Supposons  donc  que  s  soit  en  effet  <  \JB,  et  voyons  comment  on  doit 
déterminer  les  nombres  X,,  X,,  X3,...  dans  les  équations  d]  pour  que  les 
nombres  ;,,  îj,  S;,,...  soient  tous  moindres  que  \/B. 

I"  Soit  £,  <  VB,  donc  X,  E,  —  £  <  \IB,  donc 

,   ^V^B  +  E 


Mais,  comme  X,   doit  être  un  nombre  entier  positif,   il   faudra  que 
E|  <  V  B  -I-  £,  et  par  conséquent,  à  cause  de 

EE,  =B-e^=(^/B-(-s)  (\/B-ej, 

que  E  soit  >  y'B  —  s;  ainsi,  le  nombre  £  devra  être  <  \/B  et  >  \/B  —  E. 
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2"  Soit  £2  <  v/B,  donc  XoEo  —  s,  <  y/B,  et  de  là 

Mais,  pour  que  X,  puisse  être  entier  positif,  il  faudra  que  E, <  v^B  +  s,, 
et  par  conséquent,  à  cause  de 

E,E,  =  B-£Î  =  (v/B+e,)  (^B-£,), 

que  E,  soit  >  y/B  — £,,  ou  bien  s,  >  v^B  — E,;  donc  X,  E,  —  £>  y'B  — E,, 
et  par  conséquent 

'3°  Soit  £3  <  v/B ,  donc  X.,  E,  —  £2  •<  v^B ,  et  par  conséquent 


X,  < 


E3 

Or,  puisque  X3  doit  être  entier  et  positif,  il  faudra  que  E3<  v'B+  £,; 
par  conséquent,  à  cause  de 

E,E,  =  B  -  el  =  (y/B  H-  £,)  (^B  -  s,), 

il  faudra  que  E2  >  v/B  —  £2»  c'est-à-dire  £0  >  \/B  ~  ^2;  donc 

XaE, -s,>v/B -E,, 

et  par  conséquent 

et  ainsi  de  suite. 

Si  la  quantité  E,,  était  la  dernière  de  la  série  E,  E,,  Ej,...,  en  sorte  que 
l'équation 

E,E4  =  B  — £^ 

fût  la  dernière  des  équations  (x),  alors  on  aurait  seulement,  pour  la  dé- 


termination de  X;,,  la  condition  X,  <  ^— -p; — -\  mais,  si  l'on  veut  de  plus 


s/B 

:; .     llicii:^  ,    Ji    i   un    yc 

55 
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que  le  dernier  terme  de  la  série  E,  E,,  E,,...  soit  <VB'  alors,  en 
supposant  que  ce  soit  E,, ,  on  aura  E,  <\/B,  et  à  plus  forte  raison 
E,  <  v''B  —  S3  ;  donc,  à  cause  de 

E3E4=(^B+£3)(\/B-£,), 
E3  >  v/B  —  H3,  c'est-à-dire  S3  >  \/B  —  E3,  et  par  conséquent 


d'où 


E.1 


C'est  la  même  condition  qu'on  aurait  par  la  considération  de  l'équation 

suivante 

E,E.  =  B-ej, 

si  le  terme  E^  n'était  pas  le  dernier. 

Donc,  en  général,  si  la  série  des  nombres  E,  E,,  E2,...  est  supposée 
continuée  jusqu'à  un  terme  <  \/B,  il  faudra,  pour  queleséquations(ît)  et 
(X)  puissent  subsister  en  ne  prenant  pour  E,  E|,E2,...  et  pour  X,,  X,,  X3,... 
que  des  nombres  entiers  positifs,  il  faudra,  dis-je,  que  l'on  ait  d'abord 


:<v/B      et     £>,yB-E, 


et  ensuite 


y/B  +  E         .         ^B-e 
X,  <-^^,        A,. ^- 

^s/B+£,  ^    s/B+8, 


On  voit  par  là  que  les  nombres  X,,  Xo,  X3,...  seront  absolument  détermi- 
nés, de  sorte  que,  les  nombres  E  et  e  étant  connus,  tous  les  autres  le  se- 
ront aussi  par  le  moyen  des  formules  (x),  (X)  et  (,a). 
En  effet,  connaissant  E  et  s,  on  aura  E,  par  l'équation 

EE,  =B-E^ 
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ensuite,  à  cause  de  ).,  <  ^-^fr —  et  >  ^^U- — ?  —  i,  il  est  clair  qu'on  ne 

-Cii  El 

pourra  prendre  pour  X,  que  le  nombre  entier  qui  est  immédiatement 
plus  petit  que  ^^-^ — ^  et  il  est  facile  de  voir  que  ce  nombre  sera  néces- 
sairement positif;  car,  à  cause  de  E  >•  \/B  —  s  (par  bypothèse),  on  aura 
E,  <  \/B  +  s,  en  vertu  de  l'équation 

'  EE,  =B  — s==fv/B  +  £)  (y/B  — e);, 

le  nombre  À,  étant  ainsi  connu,  en  aura  Sj  =  X,  E,  —  s;  après  quoi  l'on 

tirera  E,  de  l'équation 

E,E,  =  B-e^ 

.      ^i/B  +  S'      *    ^   v/B  +  Ei  -w     j  1 

et  comme  Ao  <  -'^-p —  et  >  - — = 1,  il  taudra  prendre  nécessaire- 
ment pour  X.,  le  nombre  entier  qui  sera  immédiatement  moindre  que 
^        "' ,  et  il  est  clair  que  ce  nombre  sera  positif,  à  cause  que,  X^  étant 

^  v/B  +  £ 

>  ^^—s. 1,  on  a 

El 

XiEi  — £  =  £,  >v'B  — El, 
et  par  conséquent 

E,  >v/B  — £,     et    E,<v/'B  +  £,, 

en  vertu  de  l'équation 

E,  E.  =  B  -  ef  =  (y/B  +  £,)  (v/B  -  £,), 
et  ainsi  de  suite. 

34.  Ainsi,  pour  résoudre  l'équation 

où  E  <  \/B,  on  commencera  par  cbercher  un  nombre  entier  z  <  \/B  et 

>  \/B  —  E,  et  tel  que  B  —  £"  soit  divisible  par  E;  si  aucun  des  nombres 
qui  tombent  entre  ^B  —  E  et  s/B  ne  satisfait  à  cette  condition,  ce  sera 
une  marque  que  l'équation  proposée  n'est  point  résoluble  en  entiers. 

55. 
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Ayant  trouvé  une  ou  plusieurs  valeurs  de  s,. on  formera  d'après  cha- 
cune de  ces  valeurs,  et  par  le  moyen  des  formules  du  numéro  précédent, 
les  séries  E,  E,,  Eo,  E3,...,  s,,  Eo,  £3,,..  et  ).,,  X,,  X3,...,  et  si  l'équation 
proposée  est  résoluble  en  nombres  entiers,  on  parviendra  nécessairement 
à  un  terme  de  la  série  E,,  En,  E3,...,  qui  sera  égal  à  l'unité,  et  qui  occu- 
pera une  place  paire  ou  impaire  suivant  que,  dans  l'équation 

rt:E  =  H— Bs% 

ce  sera  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur  qui  aura  lieu.  En  effet,  nous 
avons  vu  (29)  qu'en  continuant  les  séries  des  nombres  r,  t\,  i\,...  et 
5,  s^,  S2,...,  on  arrivera  nécessairement  à  des  termes  comme  r,„  et  s,,,,  tels 
que  /•,„  =::  I  et  *,„  =  o;  or  on  a,  par  les  formules  [6), 

r;„-Bs;„  =  ±'E„. 

lorsque  le  quantième  m  est  pair,  et 

;i-B*=,  =  =FE,„ 

lorsque  le  quantième  m  est  impair;  donc  on  aura  dans  le  premier  cas 
dbE,„  =  i,  et  dans  le  second  zpE,„  =  i;  d'où  l'on  voit  que  le  premier 
cas  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  prenant  le  signe  supérieur  et  faisant  E,„  =  i , 
et  le  second  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  prenant  le  signe  inférieur  et  faisant 
de  même  E,„  =  i ,  à  cause  que  E,„  doit  être  positif  (30). 
Donc,  lorsque  l'équation 

±E  =  r'  —  'Bs' 

peut  se  résoudre  en  nombres  entiers,  il  doit  y  avoir  dans  la  série  E,  E,, 
E,,...  un  terme  comme  E,„  =  i,  le  quantième  m  étant  pair  ou  impair 
suivant  qu'on  aura  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur  dans  l'équation  dont 
il  s'agit;  et  comme  i  est  toujours  <  \/B,  il  est  clair  qu'on  doit  parvenir 
à  ce  terme  E,„  par  la  méthode  du  numéro  précédent,  et  alors  on  fera 
r,„  =  I  et  s,n  =  o.  De  plus,  il  est  clair  par  les  formules  (vj)  que  l'on  doit 
avoir 

/',„_i  s,„  —  «,„_,  ;■„,  =  zp  I 
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si  m.  est  pair,  et 


«m— I  /'m  =  ^t  I 


si  m  est  impair,  c'est-à-dire  (à  cause  que  le  quantième  m  doit  être  pair 
pour  le  signe  supérieur  et  impair  pour  l'inférieur) 


d'où,  en  taisant  r,„  =  i'  et  $,„  =  o,  on  aura  *,„_,  =  i;  enfin,  il  est  facile 
de  voir  par  les  formules  du  n°  31  qu'on  aura  aussi 

r„,_,  ;■„,  —  B«,„_,  s,a  =  ±  e„,-i 
lorsque  m  est  pair,  et 

'"m-l  'm  B«,„_,  i„,  =  q=  S,„_-, 

lorsque  m  est  impair,  c'est-à-dire,  par  la  remarque  précédente, 

'',;,-!  '».  B5,,,-,  5„,  =  £„,_,, 

d'où,  à  cause  de  r,„  =  i  et  s,n  ==  o,  on  aura  r,„_^  =  îm-i;  de  sorte  qu'on 
aura  ces  quatre  valeurs 

(■„,  ^  I  ,  S,„  z^  O, 

à  l'aide  desquelles  on  pourra,  en  remontant  par  les  formules  (Ç)  du 
n'^  29,  trouver  les  valeurs  cherchées  de  /■  et  s. 

35.  Comme  tout  se  réduit  à  trouver  un  ternie  de  la  série  E,  E,,  E.,,... 
qui  soit  égal  à  l'unité,  considérons  plus  particulièrement  la  loi  de  cette 
série.  Et  d'abord  il  est  clair,  par  ce  qu'on  a  enseigné  (33),  que  cette  série 
peut  être  poussée  aussi  loin  que  l'on  veut,  parce  que  les  opérations  par 
lesquelles  les  nombres  E,,  Eo,  E3,...,  e,,  So,  £3,...  etX,»  ^^2>  '^■:t^---  doivent 
être  déterminés  peuvent  être  continuées  tant  qu'on  voudra. 

D'autre  part,  il  est  éi&dent  par  les  formules  l'/.j  que  les  nombres  E, 
E,,  Eo,  E3,...  doivent  être  ijécessairement  moindres  que  B;  de  sorte  que, 
comme  ces  nombres  doivent  être  en  même  temps  entiers,  ils  ne  pourront 
avoir  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  différentes,  et  qu'ainsi,  en  suppo- 
sant la  série  poussée  à  l'infini,  il  faudra  absolument  que  le  même  terme 
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revienne  une  infinité  de  fois;  par  conséquent,  il  faudra  aussi  que  la  même 
combinaison  de  deux  termes  consécutifs  revienne  une  infinité  de  fois. 
Supposons  donc  que  dans  la  série 

E,  E„  E„  E3,  E^,  E,,  E„  E„  E^,  E,,  E,„, . . . , 

les  deux  termes  consécutifs  E,,  Es  soient  les  mêmes  que  les  tenues  E3, 
E/,,  c'esl-à-dire  que  l'on  ait  E^  =  E3  et  Eg  =  E^,  il  est  facile  de  voir  que 
l'on  aura  aussi  nécessairement  E,  =  E5,  E|„  =  Ee,.... 

En  effet,  puisque  E,  =  E3  et  Eg  =  E^,  on  aura,  par  les  formules  [y.], 
£,  =  £,;  donc,  par  les  formules  (/j.j,  1^  =  1,,,  et,  par  les  formules  (X), 
êg  =  £,, ;  donc,  par  les  formules  (j:),  Eg  =  E5,  et  ainsi  de  suite.  En  géné- 
ral,  il  est  évident  que,  deux  termes  consécutifs  étant  donnés,  tous  les 
suivants  le  seront  aussi  par  les  formules  (x),  (X)  et  (/x);  de  sorte  que, 
dès  que  la  même  combinaison  de  deux  termes  consécutifs  reviendra  après 
un  certain  nombre  de  termes,  tous  les  termes  suivants  reviendront  les 
mêmes  aussi,  et  par  conséquent  la  série  ne  sera  plus  qu'une  suite  de  pé- 
riodes identiques  à  la  première. 

Mais  il  y  a  plus  :  je  vais  démontrer  qu'en  supposant  les  termes  consé- 
cutifs Et,  Eg  identiques  avec  les  termes  E3,  E^,  les  termes  précédents  Ec, 
E5,...  seront  les  mêmes  aussi  que  les  termes  E2,  E,.... 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  est  clair  qu'il  suffit  de  faire  voir 
que,  lorsque  deux  termes  quelconques  consécutifs  comme  E3,  E4  sont 
donnés,  tous  les  précédents  le  seront  aussi.  Or,  il  est  visible  par  les  for- 
mules (x)  que,  E3  et  E4  étant  donnés,  Sg  le  sera  aussi;  mais  on  doit  avoir 
£2<\/B,  donc  par  les  formules  (X)  il  faudra  que  X3E3  — £3<\/B,  et 
par  conséquent 

De  même,  on  doit  avoir  s,  <  VB-  donc  XoEo  —  £0  <  \/B,  et  de  là 


or,  Xj  devant  être  un   nombre  entier   positif,  il  faudra  que  E2  soit 
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<  \/B  -t-  £3;  donc,  à  cause  de  - 

E2E3  =  B  -  e^  =  (y/B  +  E,)  (  V^B  -  Sa) . 

il  faudra  que  E3  >  y/B  —  So»  savoir  £,  >  \[B^E,,  et  comme  £2  =  /.,  Eg  — £;,, 
il  faudra  que  (X3 +  1)  E3  >  v^B  +  s,,  d'où 


E3 

On  trouvera  de  même,  par  la  considération  de  la  condition  s  <  \/B,  ces 

deux  conditions 

v/Bh-e, 


^< 


E, 


Ensuite,  comme  E  est  <  \/B  (par  hypothèse),  on  aura  a  plus  forte  raison 
E  <  v^B  -I-  £,  et  par  conséquent,  en  vertu  de  l'équation 

EE,  =B-£^=;(v/B  +  e)(/B-£), 

E,  >  \JB  —  £,  savoir,  à  cause  de  £  =  X',E|  — £,,  (Xi  +  ijE,  >  v/B-t-s,,  d'où 

yB_-f^ 

A,>— -^^ I. 

Ainsi  l'on  aura,  en  considérant  les  séries  X,,  X^,  X3,...,  £,,£,,  £3,...  et  E, 
E,,  Ea,  E,,...  à  rebours,  les  conditions  suivantes 


(V) 


X,<A^,      X3>^ 


^B  +  E,                y/B  +  E, 
X,<-";^-,     X,>— ^^ I, 


lesquelles  étant  combinées  avec  les  formules  (x)  et  (X)  serviront  à  déter- 
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miner  tous  les  termes  de  ces  mêmes  séries,  en  supposant  deux  termes 
consécutifs  comme  E3,  E.,  donnés.  Car  E,,  et  E3  étant  donnés,  e^  le  sera 
aussi;  par  conséquent  X3  sera  aussi  donné,  à  cause  que,  X,  devant  être 
entier,  on  ne  pourra  prendre  pour  X3  que  le  nombre  entier  qui  sera  immé- 
diatement moindre  que  ■^— -p — -\  ayant  ainsi  À,,  on  aura  s,  par  la  formule 

23  =  >i.  Es  —  £2,     savoir     e.=  X3E3  — S3, 
et  ensuite  Ej  par  l'équation 

or,  Eo  et  co  étant  donnés.  In  le  sera  aussi,  parce  que  l'on  ne  pourra 
prendre  pour  Xo  que  le  nombre  entier  qui  sera  immédiatement  moindre 

que  -^—7^ — )  et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  de  la  que,  dans  la  suite  E,  E,,  E,,  E3,  E^,...,  une  combinai- 
son quelconque  de  deux  termes  consécutifs  comme  E3,  E.,.  ne  peut  reve- 
nir, que  toutes  les  combinaisons  précédentes  Ej,  E3,  E,,  E^,...  ne  soient 
déjà  revenues,  de  sorte  que  la  première  combinaison  E,  E,  devra  néces- 
sairement être  aussi  la  première  à  revenir.  Donc,  puisqu'il  est  absolu- 
ment nécessaire  qu'une  combinaison  quelconque  revienne,  à  cause  du 

nombre  limité  des  valeurs  que  peuvent  avoir  les  nombres  E,  E,,  E5 

comme  nous  l'avons  observé  dans  le  numéro  précédent,  il  est  évident 
que  la  première  combinaison  E,  E,  devra  revenir  nécessairement,  aussitôt 
que  toutes  les  autres  combinaisons  possibles  seront  épuisées,  et  alors 
toute  la  série  devra  aussi  revenir  la  même  par  le  numéro  précédent;  de 
sorte  qu'après  la  première  période,  le  reste  de  la  série,  quelque  loin 
qu'elle  soit  poussée,  ne  sera  plus  composé  que  d'une  suite  de  périodes 
identiques  à  la  première. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  trouve  E5  =  E  et  Ej  =  E|,  la  série  sera  de 
cette  forme 

E,  E„  E„  E3,  E4,     E,  E„  E„  E3,  E,,     E,  E„  E„  E3,  E„... 
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à  l'infiiii;  de  sorte  que  les  termes  qui  ne  se  trouveront  point  dans  la  pre- 
mière période  E,  E,,  E^,  Ej,  E^  ne  se  trouveront  pas  non  plus  dans  tout 
le  reste  de  la  série  continuée  même  à  l'infini. 

36.  Donc,  pour  pouvoir  résoudre  l'équation 

±E  =  /-=-B;s=, 

il  ne  s'agira  que  de  continuer  la  série  E,  E,,  E,,  E3,...  jusqu'à  ce  que  les 
deux  premiers  termes  reparaissent  dans  le  même  ordre,  ce  qui  arrivera 
nécessairement  avant  qu'aucune  autre  couple  de  deux  termes  consécutifs 
puisse  reparaître;  et  si  dans  cette  première  période  de  la  série  il  ne  se 
trouve  aucun  terme  égal  à  l'unité,  on  en  devra  conclure  que  cette  équa- 
tion n'admet  point  de  solution  en  nombres  entiers. 

Mais  si  l'on  trouve  dans  la  première  période  un  terme  comme  E,„  =  i , 
alors  Ce  terme  donnera  d'abord  une  solution  de  l'équation  proposée  (34), 
pourvu  que  le  quantième  m  soit  pair  ou  impair  suivant  que  dans  cette 
équation  on  prendra  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur.  Si  l'exposant  m  du 
rang  n'est  pas  tel,  alors  on  continuera  la  série,  et  comme  le  terme  i  doit 
reparaître  dans  les  périodes  suivantes,  on  verra  s'il  se  trouve  avec  un 
exposant  qui  ait  les  conditions  requises;  et  alors  ce  nouveau  terme  don- 
nera de  même  une  solution  de  l'équation  dont  il  s'agit;  ensuite,  en  con- 
tinuant toujours  la  série,  on  pourra  retrouver  ce  même  terme  autant  de 
fois  qu'on  voudra,  et  par  conséquent  en  tirer  encore  d'autres  solutions  à 
l'intini. 

D'où  l'on  voit  que  si  l'équation 

±E  =  r'-B5' 

admet  une  solution  quelconque  en  nombres  entiers,  il  faut  aussi  qu'elle 
en  admette  une  infinité  d'autres. 

37.  On  a  vu  (33)  que  les  séries  E,  E,,  Eo,...,  s,  £,,  £2,...  et  X,,  X,,... 
sont  entièrement  déterminées  par  les  deux  termes  E  et  E,,  parce  que,  E 
et  E,  étant  donnés,  s  l'est  aussi,  et  ainsi  des  autres;  d'où  il  s'ensuit  que 

II.  56 
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lorsque  la  série  E,  E,,  Eo,...  recommence,  les  deux  autres  doivent  re- 
commencer aussi. 

Supposons  donc  que  dans  la  série  E,  E,,  E,,...  le  terme  E„  soit  égal 
à  E  et  le  terme  suivant  E^-^i  égal  à  E,  ;  alors  on  aura  en  général  (35j 

E„.+v  =  Ev,  et  par  conséquent  Ej,,.  =  E^,  =  E,  E2^-i-v  =  E,,...  ;  donc  aussi 

n  étant  un  nombre  quelconque  positif  et  entier. 
De  même  on  aura  c,^h_,  =  2, ,  et  en  général 


et  pareillement  >.^._,_„  =  >..,,  et  en  général 

ainsi,  connaissant  les  termes  E,  E,,  Eo,...,  E„._,,  s,  s,,  Jo,...,  £v_i,  et  \^, 
Ào,  X3,...,  )y,  on  connaîtra  tous  les  termes  suivants  à  l'infini. 

Soit  maintenant  E„,  =  i ,  m  étant  <  p.;  on  aura  donc  aussi  E/,_H,n  =  i , 
E.,^_Hm=  I,...,  et  en  général 

donc,  si  le  quantième  /i|jl  -h  m  est  pair  ou  impair  suivant  que  dans  l'équa- 
tion 

on  aura  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur,  on  pourra  faire,  comme  dans 
le  n"  34  (en  mettant  «p. +  /w  à  la  place  de  m), 

d'où,  en  rétrogradant,  on  trouvera  r  el  s  par  les  formules  {'Ç),  et  il  est 
clair  que  ces  valeurs  seront  toujours  d'autant  plus  grandes  que  n  sera  un 
plus  grand  nombre;  de  sorte  que  pour  avoir  les  plus  petites  valeurs  pos- 
sibles de  r  et  s,  il  faudra  prendre  n  le  plus  petit  possible;  ensuite,  en 
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augmentant  successivemenl  n,  on  aura  par  ordre  toutes  les  autres  va- 
leurs de  7-  et  ^  qui  peuvent  satisfaire  à  l'équation  dont  il  s'agit,  à  moins 
que  dans  la  première  période,  E,  E,,  Eo,...,  E^,_i,  il  ne  se  trouve  plus 
d'un  terme  E^  égal  à  l'unité,  auquel  cas  il  faudra  faire  successivement  m 
égal  à  l'exposant  du  quantième  de  ces  termes. 

Donc,  puisque  nix-hm  doit  toujours  être  pair  ou  impair  suivant  que 
dans  l'équation 

±E=r-—Bs' 

on  veut  prendre  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur,  il  s'ensuit: 
1°  Que,  si  l'équation  est 

elle  ne  sera  pas  soluble  en  nombres  entiers,  à  moins  (jue  l'on  n'ait  m  pair 
ou  m  et  p.  impairs  à  la  fois;  car  il  est  évident  que  np.  -t-  m  ne  peut  être 
pair,  que  np.  et  m  ne  soient  tous  deux  pairs  ou  impairs.  Si  m  est  pair  et 
que  (j.  le  soit  aussi,  alors  n  pourra  être  un  nombre  quelconque  entier  po- 
sitif; mais  si  m  étant  pair  p.  est  impair,  alors  il  faudra  que  n  soit  pair, 
de  sorte  qu'on  ne  pourra  prendre  pour  n  que  des  nombres  positifs  pairs. 
Mais  si  m  est  impair,  alors  il  faudra  que  nfx  soit  aussi  impair,  et  par  con- 
séquent que  [j.  et  n  soient  tous  deux  impairs;  ainsi  m  et  p.  étant  impairs 
en  même  temps,  on  ne  pourra  prendre  pour  n  que  des  nombres  quel- 
conques positifs  impairs. 
2°  Que,  si  l'équation  est 

—  E=i'—Bs% 

alors  elle  ne  sera  pas  résoluble,  à,moins  que  m  ne  soit  impair,  ou  que  m 
ne  soit  pair  et  p.  impair.  Car,  puisque  nix-hm  doit  être  impair  dans  ce 
cas,  il  faudra  nécessairement  que  «p.  et  m  soient  l'un  pair  et  l'autre  im- 
pair. Donc,  si  m  est  impair,  il  faudra  que  nix  soit  pair;  par  conséquent, 
si  p-  est  pair,  on  pourra  prendre  pour  n  des  nombres  quelconques  entiers 
positifs;  et  si  p.  est  impair,  il  ne  faudra  prendre  pour  n  que  des  nombres 
positifs  pairs.  Mais  si  m  est  pair,  alors  il  faudra  que  nfj.  soit  impair;  par 

56. 
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conséquent  il  faudra  que  n  et  p.  le  soient  aussi  chacun  en  particulier;  de 
sorte  que,  m  étant  pair  et  fx  impair,  le  Problème  sera  résoluble,  pourvu 
qu'on  ne  prenne  pour  n  que  des  nombres  quelconques  pairs  positifs. 

38.  Nous  avons  vu  (30  et  31)  que  ri\  —  B**,  =  =fs  et  r^,  —si\  =  ±i; 
donc  on  aura 

q:  (  £  -h  v/B  )  =  (  /-  +  5  v/B  )  (  /',  -  *,  v'K  )  ; 
de  même,  à  cause  de  /•,  r.^  —  B^,  5.,  =  ±3,  et  /■,  s.^  —  s^r.^=^^^\,  on  aura 

±  (e,  +  v/B)  =  (/■,  +  s,  v'B  )  (r,-s,  ^/B  ), 
et  pareillement 

^  (  £,  -I-  ^B  )  =  (  /■,  H-  s.  v/B  )  (  '3  -  *:,  s/B  ), 
d=  (£3  -H  v/B  )  =  (/-s  +  «3  v/B  )  (n  -  s,  v/B  j, 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  multipliant  ces  équations  successivement  entre  elles,  et  faisant 
attention  que 

(/-,-«,  v/B  )  (  n  +  «,  v/B  )  =  '•;  -  B^;  =  =p  E„ 
(/-,-  ^.  v/B  )  (a  +  i.  v^)  =  /■?  -  B^^  =  ±  E., 

et  ainsi  des  autres,  on  aura 

[i  -f-  v/B  j  (e,  +  v'B  j  =  +  E,  (/■  +  i  v/B  )  ('■.  -  s,  v/B  ), 

(e  +  v/B  )  (e,  +  v/B  j  (e,  -t-  v/B  )  =  q=  E,E,  (/•  +  i  v'B  )  f '■:.  -  «3  v/B  J, 

(s  -+-  V/J*  )  ^E'  +  v/B  )  (e.  +  v/B  )  («3  +  v/B  )  =  ±  E,  E,  E3  (  r  +  5  v/B)  (  r,  -  s,  v/B  j, 

et  en  général 

{£  +  v/B)(e,  +  s/B)(E,  +  v/'B)-(e«-.+  v/B)=±E,E.E3...E„_,(r+«v/B)(''„-^„v/Bj, 
les  signes  ambigus  devant  être  les  mêmes  que  dans  l'équation 

±E  =  r^-B«= 
lors(|ue  u  est  pair,  et  différents  lorsque  u  est  impair. 
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Supposons  maintenant  u^n[j.-\-Tn,  et  l'on  aura  (37)  r„:=  i,  ^„  =  o, 
pourvu  que  nij.  +  m  soit  pair  ou  impair,  suivant  que  le  signe  supérieur 
ou  l'inférieur  aura  lieu  dans  l'équation  ±  E  =  r^  —  B^^  ;  donc  la  formule 
précédente  deviendra,  en  conservant  m  à  la  place  de  /zp,  h-w  pour  plus 
de  simplicilé, 

(c  +  v'Ë)  (e,  +  v/B  )  (£2+  \/B  ).  .  .(£„_,  +  ^B)  =  E,  £,£3.  .  .E„_,  [r  +  s  y/B  ), 

équation  d'où,  à  cause  de  l'ambiguïté  naturelle  du  signe  du  radical  y/B, 
on  pourra  tirer  r  et  s. 

Maintenant,  puisque  u  =  «/j.  -h  m  et  que  nous  avons  vu  (37)  que  l'on 
a  en  général  E„^4-„  =  E,,  et  £„^.-j-„  =  £,, ,  il  est  facile  de  voir  que  l'équation 
précédente  peut  se  ramener  à  celle-ci 

[(e  +  v/B)(e,-^^B)(e,+  ^'B)...(e„,^,  +^^)]    . 
X  [(e  +  y/B  )  (e,  +  y/B  )  (£.+  y'B).  .  .  (£^_,  +  sj^)]" 
=  E,E,E3...E„,^,(EE,E,...E^_,)"(r  +  iv'B)- 
De  sorte  que  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(s  +  ^B  )  (e,  +  ^B  )  (£.+  ^B  )  ■  ■  ■  (e._,  +  y/B)  - 

j;,E,E,,...E„._, _B+Sv/B, 

(£+y/B)(£,  +  v/B)(£.  +  v'B)---(V-.+v'B)       ^       ^   ,-ii 
EE,E....E,,_, =X+Yv/B 

(car  il  est  évident  qu'en  développant  les  produits  continuels  de  j  -l-  \/B, 
£,  +\/B,...,  on  doit  avoir  des  quantités  composées  d'une  partie  toute 
rationnelle  et  d'une  autre  partie  toute  multipliée  par  \/B),  on  aura 

(R  +  S  v^)  (X  +  Y  y/B  )"  =  /■  +  «  v/B- 
Et  si  l'on  fait  de  plus 

(X  +  Yy/B)"=^+lJ;y/B, 
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ce  qui  donne,  en  général,  à  cause  de  l'ambiguïté  de  vB. 

,  _(X  +  Ys/B)"  +  (X-Ys/B)"^ 

(X  +  Yv/B)"-JX-Yv/Bj"^ 

on  aura 

^  R  +  S  v/B  )  (  ?  +  l.v/B  j  =  r  +  s  y/B  , 

savoir  _  _ 

RH  +  BSd/-)-(R4;  +  S^  \/B  =  r  +  ^  y^B  , 

d'où,  en  comparant  la  partie  rationnelle  avec  la  rationnelle  et  l'irration- 
nelle avec  l'irrationnelle,  on  aura  enfin 

r=RH  +  BSil;,     *  =;.■  R.I; -i- S£. 

C'est  l'expression  générale  des  nombres  /■  et  s  qui  peuvent  satisfaire  à 
l'équation 

Si  l'on  voulait  avoir  aussi  les  expressions  de  /-,  et  s,  dans  l'équation 

suivante 

=fE,  =  /-;-B5Î, 

il  n'y  aurait  qu'à  remarquer  que,  puisqu'on  a  trouvé  ci-dessus 

^r(e-hv/Bj  =  (r-(-*V'B)  (r,-i,y/B), 
on  aura 

::p  (  j  +  ^B  )  (  /•,  +  5,  v/B  j  =  (  r  +  5  v/B  ]  (  r;  -  B*?  )  =  zp  E,  (  r  +  *  V'ï  i  ' 

d'où 


r,  -h  s,  y/B  =        ^'   _  (  ;•  +  «  y/B  j- 


Donc,  si  l'on  lait 


(e,  +  v/B  j  (s. +  v/Bj  ■■■(£„,-,  + y/B  J  ^  ^        g    ,y 
E,E3...E,„-,  '         '^'     ' 
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on  trouvera  comme  ci-dessus 

(R,  H-  S,  y/B)  (H  +  4^  y/R  )  =  r,+s,  y/R, 
d'où 

/■,  =  R,  H  +  BS,  (J;,     i,  =  R,i[;-HS,H. 

Ces  valeurs  serviront  (29)  à  trouver  celles  de  p  et  7  dans  l'équation 

zpD  =  p^-  R<7% 

comme  nous  le  ferons  voir  ci-après  (43). 

39.  Quoiqu'il  soit  facile  de  trouver  les  valeurs  de  R,  S,  X  et  Y  par  le 
développement  des  produits  de  {s  -+-  y/B),  (a,  +  y/B), . . . ,  voici  une  ma- 
nière beaucoup  plus  simple  et  plus  commode  d'y  parvenir. 

On  a,  par  les  formules  {!)  du  n°  31, 

s  =  ^,E,  — e,, 
donc 

s  +  y/B  =  ^E,  H- v'R  — £.; 
donc 

(e  +  v/B  )  (e,  +  y/B  )  =  ^  E,  (s,  -H  /B  J  +  B  -  e? 
=  l,E,{e,  -t-  v/R)  -hEiEv, 

à  cause  de  B  —  s;  =  E,  E,  ;  savoir,  en  divisant  par  E, , 

ii:ti5K!iJi#l=E.  +  Us,  +  v'B). 

El 

De  même,  à  cause  de 

e,  =:>.,E.  —  e,, 
on  aura 

E,-hX{e,+\/R}=(hl,  -f-i)E,  +  X,  (y/R-ej; 

donc,  multipliant  par  So  +  s/B,  mettant  E0E3  à  la  place  de  B  —  £^  et 
divisant  ensuite  parEo,  on  aura 

ii^li^Kli^^-^ll^i^l^  =  X,E3  +  (  Aa, -^  0  (^.  +  ^B  ). 
El  E2 
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Substiluant  de  nouveau  A3  £3  —  63  à  la  place  de  £<>,  nuiltipliaiil  ensuite 
par  £3  -I-  \/B  et  divisant  par  E3,  après  avoir  mis  E3E,,  pour  B  —  £3,  on 


y—^ ^^-^  ^f^    ^       î— ^  =  (Aa,  +  0E4  + [Xsl /,,?>, +  i)  +  X,](e:,  +  v/Bj, 

et  ainsi  de  suite. 

D'où  il  est  facile  de  conclure  cjue,  si  l'on  forme  la  série  suivante 

/  =1, 

/,  =  A,  /, 

h  =  1,  h  H-  /, , 


on  aura  en  général 

40.  Donc,  puisqu'on  a,  par  les  formules  du  n"  38, 

R  +  S  y/B  =  ii^V^llU.  +  y/B  ) .  .  .  (s„,_,  +  y/B  )  _ 


E,E,...E,„__, 

si  l'on  fait  dans  la  dernière  formule  du  numéro  précédent  p  =  m  —  r ,  on 
aura 

R  H-  S  y/B  =  /„,_,E,„  +  /„,_,  (e„,-,  +  y/B  j  ; 

mais  on  a,  par  l'hypothèse  (37),  E,„=  i;  de  plus,  on  a  vu  (35;  que  les 
quantités  E,,  E2,...  doivent  être  telles,  que  l'on  ait  E|>v'B  — £, 
E,  >  \/B  —  £,,...,  de  sorte  qu'il  faudra  aussi  qu'on  ait 

E„  =  I>  y/B  — £,„_,, 

et  par  conséquent 

£„,_,>  y/B-  i; 
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donc ,  puisque  £,„_,  doit  être  en  même  temps  un  nombre  entier  positif 
<  s/B  (32),  il  est  clair  qu'on  ne  peut  prendre  pour  £,„_,  que  le  nombre 
entier  qui  est  immédiatement  moindre  que  VB  • 

Donc,  si  l'on  dénote  ce  nombre  par  /3,  en  sorte  que  j3  soit  la  racine 
carrée  approchée  de  B,  on  aura  £,„_,  =  jS,  et  par  conséquent 

R  +  S  v^B  =  /„,_,  +  /„_,  ((3  +  v/B  j  ; 
donc 

R  =  p/„,_, +  /,„_,,     S  =  /„,_,. 

Ainsi  l'on  connaîtra  aisément  R  et  S  par  le  moyen  des  formules  (ct).  Il  y 
a  cependant  deux  cas  cjui  paraissent  devoir  souffrir  quelque  exception; 
l'un  est  celui  où  m  =  o  et  l'autre  celui  où  m  =  i;  en  effet,  dans  ces  cas 
on  aurait  des  exposants  de  /  négatifs,  ce  qui  n'a  point  lieu  dans  les  for- 
mules (w)  du  numéro  précédent. 

Or  :  1°  si  m  =  o,  ce  qui  arrive  lorsque  E  =  i,  on  aura,  dans  les  for- 
mules du  n°  38,  u  =  n[j.,  et  l'on  trouvera  simplement  l'équation 

[(s-f-v/B)  (s,  +  ^/B)  (g,+  v/B  j...(s,,_,  +  \/B)]"=  (EE,E,.  .  .E^^_,)"  (r  +  5  y'B  j, 

savoir 

(X  + Yv'B)"=r+«v/B, 

laquelle,  étant  comparée  à  l'équation  générale 

(R-)-Ss/'Bj(X-+-Yv/B)"  =  r-H  iv'B' 

donne  R  -i-  S  ^B  =  i ,  et  par  conséquent  R  =  i ,  S  =  o.  Ainsi  l'on  aura 
d'abord  dans  ce  cas  r  =  |  et  .y  =  ij;  (38). 

2°  Si  m  =  1 ,  ce  qui  arrivera  lorsque  E,  =  i ,  il  est  clair  que  la  formule 
générale 

(.-H^B](s+^B)       (.„_,  + ^B)^^^- 

se  réduira  à  celle-ci 

£  +  ^B  =  R  +  Sv/B, 

d'où  l'on  aura  R  =  s  et  S  =  i  ;  et  comme  £  =  £,„_,  =  p,  on  aura  dans  ce 
cas  R  =  j3  et  S  =  I . 

IJ.  57 
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4t.  Faisons  maintenant  p  =  p.  —  t,  et  l'on  aura  par  les  formules  fies 
n°'  38  et  39 


Or  on  a,  par  les  formules  (X), 


donc,  à  cause  de  E,,.  =  E,  s„  =  s  (37)  et  l,,,  =  X^./^._,  -+-  /«-i  par  les  for- 
mules (sr),  on  aura 

X  +  Y  ^/B  =  /,,  +    '"    '  l. ^, 

d'où 

■'^~'''-  E~"'  ^' 

Or,  quoique  ces  expressions  de  X  et  de  Y  soient  sous  une  forme  fraction- 
naire, on  peut  néanmoins  être  assuré  qu'elles  donneront  toujours  des 
nombres  entiers;  autrement,  les  nombres  p  et  q  ne  seraient  pas  toujours 
entiers,  ce  qui  est  contre  la  nature  de  nos  formules. 

Mais,  pour  ne  laisser  aucun  doute  là-dessus,  je  vais  donner  d'autres 
expressions  de  X  et  de  Y,  où  il  n'y  aura  point  de  fractions. 

Pour  cela,  j'observe  (37)  qu'à  cause  de 

E„  =  E,     E„^,=E„...,     e„  =  £,     e„_^,  =  £,,..., 
la  quantité 

(e  +  v'B  )  (e,  +  v'B  )  (e.  -f-  v^)  ■  •  ■  (s^,_,  H-  y/B  ) 
;  EE,E,...E,,_,        ''  " 

peut  se  mettre  aussi  sous  cette  forme 

(e„.  4-  v/B)  (e„,^,  +  ^B)  (£„,^.  +  v'B)-  ■  ■  (s„H-.-,  +  \/B)     ' 
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et  l'on  prouvera  d'une  manière  semblable  à  celle  du  n°  39  que  l'on  aura 


E,„+, 
(e„.  -+-  ^/B  J  (e.^,  +  ^B  )  {e,„+,  -+-  y/ÏÏ J  _  ,  ^z^ 

Ï; ïi '""+1  *'"'+3  +  (  /l».+-2  A„,+  ,    +1)1,  £,,,+2  +    V  B  j, 

et  ainsi  de  suite;  de  soi'te  que  si  l'on  considère  la  série 
laquelle,  a  cause  de  X„.4_,  :=  À,,  X^-h^  =  Xo.---»  revient  h  celle-ci 

/.„,4-,,        Im+U        lm+„---,        /     ,        X,,        Xj,        X3,...,        X„,, 

et  qu'on  la  représente,  pour  plus  de  simplicité,  ainsi 

A„     A„     A3,...,     A^^, 
qu'ensuite  on  forme  par  son  moyen  la  série  suivante 

/  L  =  1 , 
L,  =  A,  L, 
L,=:A.L, +L, 

L,  =  A,  L:  -hL,, 


Mais 
donc 
d'où 


x  +  Y,/B  =  ^^-^-^-"\;^^-^-"^^- 


E„,=  i,     E,„_^„=E,„  =  i,     E„,^  „_,=£,„-,  =  (3, 
X  +  Y  v/B  =  L,^_3  +  ^_,  (  (3  -I-  v'B  j. 


Il  est  bon  de  remarquer  que  les  quantités  X  et  Y  ne  dépendent  que  de 

57, 
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la  valeur  de  B  et  nullement  de  celle  de  E,  de  sorte  que,  ces  quantités 
étant  une  fois  trouvées,  elles  serviront  pour  résoudre  toutes  les  équa- 
tions de  la  forme 

où  la  valeur  de  B  sera  la  même. 

En  effet,  si  l'on  considère  l'équation 

±E,„_,E,„  =  B-E=„_„ 

qui  est  une  des  équations  (x)  du  n"  31,  on  aura  (à  cause  de  E,„  =  i  et 

±  E„,_,  =  B  -  (3^ 

de  sorte  que  E,„  et  E,„_i  seront  donnés  indépendamment  de  la  valeur 
de  E;  donc,  si  l'on  forme  par  la  méthode  du  n°  33  les  suites  E,„,  £,„+,, 
E,„+2.---  et  £,„,  £,„+,,  e,„+2,---.  ces  suites  seront  aussi  toutes  données  (35); 
donc  la  quantité 

(e„,  +  y/B  )  (e„,H-,  +  s/B)  (  W.  +  y-B).  ■  ■(e,„^^,_.  +  y/B) 

sera  aussi  donnée;  donc  X  +  Y  y/B  sera  donné,  par  conséquent  X  et  Y 
le  seront  aussi. 

Maintenant,  je  dis  que  les  quantités  X  et  Y  sont  telles  que 

X  —  BY  =  ±  I . 

Car  on  a  (38) 

V       V   /F       (e  +  s/B)  (e,  +  s/B  )  (e.  +  s/'B)-  ■  -  (y-,  +  ^B) 


EE,E,...E^_, 
donc,  prenant  le  radical  y'B  en  —,  on  aura  aussi 

(,_^B)(e,-y/B)(E.-^Bj...(E^_,-V«) 
^-^^^^ EE,E,...E„_i '■ 
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donc,  multipliant  ces  deux  équations  ensemble,  il  viendra 

(e-^-B){e;-B)(e=-B)...(£=     ,-B] 
•^1 gy2  _.  : '  *    '  '^   ■'  '       '    —  '  ' 


E=E;E-:...E^_, 

Mais  on  a,  par  les  formules  (x), 

s=— B=  — EE,,      £;  — B  =  — E,  E^,. 


donc 


BY^ 


E^E;E^..E' 


X=-BY==±-^-  =  ±i, 

e  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  ,ui  est  pair,  et  l'inférieur  pour 
celui  où  [j.  est  impair. 

4-2.  A  l'égard  des  valeurs  de  R,  et  S,  qui  entrent  dans  les  expressions 
de  r,  et.ï,,  on  peut  les  trouver  de  la  même  manière  que  celles  de  R  et  S, 
par  le  développement  de  la  quantité 

(£,  +  v/B)(e,+  y/B)...(e,„_,  +  ^Bj 
E.E3...E„,_,  ' 

et  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  les  mêmes  expressions  que  pour  R  et  S, 
en  augmentant  seulement  dans  les  formules  [tz]  les  exposants  d'une 
unité,  c'est-à-dire  en  y  mettant  /,,  L,  /a,...  à  la  place  de  /,  /,,  /o,...,  et  ).>, 
X3,...  à  la  place  de  X,,  Xo,...;  ainsi  l'on  aura  nécessairement  pour  R,  et  S, 
des  nombres  entiers,  ainsi  que  pour  R  et  S;  mais,  pour  ne  pas  avoir  de 
nouvelles  formules  à  calculer,  il  suffira  de  prendre  l'équation  du  n"  38, 

savoir 

3^E^^+^^ 

laquelle,  à  cause  de  B  —  s^  =  EE, ,  se  change  en  celle-ci 

.^_  (v/B-£)(>'  +  5v/B)  _  B^-e/'+(r-65)v'B 
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d'où 

■    Bs  —  sr  r  —  ss 


Ainsi,  connaissant  les  valeurs  de  r  et  s,  on  connaîtra  sur-le-champ  celles 
de  r,  et  s, ,  et  quoique  ces  expressions  soient  sous  une  forme  fraction- 
naire, on  peut  être  assuré  qu'elles  donneront  toujours  des  nombres 
entiers,  parce  que  ces  expressions  doivent  être  équivalentes  à  celles  du 
n"  38,  lesquelles  donnent  évidemment  des  nombres  entiers,  puisque  R,, 
S|.  X  et  Y  sont  toujours  des  nombres  entiers,  comme  nous  venons  de  le 
voir. 

43.  Nous  avons  donc  donné  une  méthode  directe  et  générale  pour 

résoudre  en  nombres  entiers  florsque  cela  est  possible)  toute  équation 

de  la  forme 

±E  =  r'—Bs\ 

E  étant  <  y/B ,  et  r  et  $  premiers  entre  eux,  de  sorte  qu'on  est  maintenant 
en  état  de  résoudre  aussi  toute  équation  de  la  forme 

A.=p'-B(j\ 

A  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif  (28). 
Pour  cela  on  remarquera  que  l'on  a,  par  les  formules  (s)  et  (-/j), 

ra-  —  sp  =  ±i      et      rs,  —  5ri  =  ±:i, 

d'où  l'on  tire 

r{a  —  Si)  —  s{p—  r,  )  =  o 

et  de  là 

-=:    P  ~  '\ 
S  0-  .Si 

de  sorte  que,  comme  r  et  s  sont  premiers  entre  eux,  on  aura  nécessaire- 
ment 

p  —  r,^'Âr,      a  —  ■$!  :=  "ks, 

et  de  là 

1  étant  un  nombre  quelconque  entier. 
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De  plus  on  a,  par  les  mêmes  formules  (s), 

rp  —  HsG-  =  e; 

donc,  metlant  à  la  place  de  p  et  17  les  valeurs  précédentes,  on  aura 

e  =  X(  /■'  —  Bs-)  -I-  ;■/■,  —  B**,; 
or,  /'^  —  B^^  =  ±  E  et  /r,  —  Bss,  =  q=  £  (31  ),  donc  on  aura 

±e  =  XE  — e,      d'où      £  =  XEzpe. 
Or  il  faut  de  plus  (33)  que  l'on  ait 

£<v/B     et     >v/B  — E; 
donc  ÀE=Fe<  yB  et  ÀE=Fe>  \/B  —  E,  ce  qui  donne  ces  deux  conditions 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  X,   parce  que,  X  devant  être  un 
nombre  entier,  il  est  visible  qu'il  ne  pourra  être  autre  chose  que  le 

nombre  entier  qui  sera  immédiatement  plus  petit  que  ^    ~    • 

Ainsi,  puisque  E  et  e  sont  connus  (28),  on  connaîtra  X  et  s  sans  avoir 
besoin  d'aucun  tâtonnement. 
Maintenant,  puisqu'on  a  (42) 

Bs  —  £/■  /•  —  es 


E      '     ■"-      E 

et  que 

p=:\r  -h  i\,      u  =^ls  -h  s,, 

on  aura 

(XE  — ê);'+B«               (XE— £)«  +  /■ 
'°= Ë '      ^= ^ 

savoir,  à  cause  de  XE  —  s  =  ±  e, 


Bs±er  r±es 
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expressions  qui  donneront  toujours  des  nombres  entiers,  puisque,  r\  s,  /\ 
et  s,  étant  entiers  aussi  bien  que  X,  il  est  nécessaire  que  p  et  17  le  soient 
aussi.  Or,  connaissant  r,  s,  p  et  g,  on  pourra,  en  rétrogradant,  trouver/? 
et  9  (28). 

Il  faut  remarquer  que  le  signe  ambigu  de  e  dans  les  formules  précé- 
dentes se  rapporte  à  celui  de  E  dans  l'équation 

mais  nous  avons  vu  (28)  que,  pour  avoir  toutes  les  solutions  possibles 
de  l'équation 

il  faut  prendre  successivement  e  positif  et  négatif,  en  changeant  dans  ce 
dernier  cas  les  signes  de  p.,,  |:x,,  jx,,...  dans  les  formules  (7),  de  sorte 
que  chaque  valeur  de  e  donnera  toujours  deux  valeurs  de  s  (à  moins 
qu'elles  ne  reviennent  au  même),  et  par  conséquent  deux  valeurs  de  R, 
S,  de  r,  s  et  de  p  et  a,  d'où  l'on  tirera  deux  expressions  générales  de  p 
et  q. 

44.  Comme  on  a  par  le  n°  38 

r=R£  +  BS<];,      i=:Ri);-HSH, 
et  par  le  numéro  précédent 


Bs±er 
P=        E       ' 

u  = 

r±  es 
E      ' 

si  l'on  fait,  pour  abréger, 

,,,      BS±eR 
E       ' 

V  = 

R±eS 
E 

on  aura 

pr=TH  +  BVij;,      cr  =  Til;+V?, 

et  il  est  facile  devoir,  par  la  nature  des  formules  (7),  que  ces  valeurs  de/-, 
s,  p  et  (7,  savoir  de  p„,  q„,  pn+\,  fjn+i  (28),  donneront  pour  p  cl  q  des 
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expressions  de  cette  forme 

/et  §■  étant  des  nombres  entiers  dépendant  des  nombres  p.,,  p.,,  p.3,.... 
Donc,  puisqu'on  a  (28) 

j;  ^  (X  +  Y  v'B  )"  +  (X  -  Y  v^B  j", 

(X+Yy/B^r-JX-Yy/B)" 
2v/B 

ou  bien,  en  développant  les  puissances  n'""", 

^  =  X"  +  "^"-'^  X-  Y^B  +  ^>(/»-0(^-^)(»-3)  x„_,  Y.p,  ^  .    .  ^ 
2  a .  3 . 4 

+  ^  «X- Y  +  ^^i^i^ill^^^  X"-3  Y3B  + . . . , 

et  que  n  peut  être  un  nombre  quelconque  entier  positif  tel,  que  n[x-^m 
soit  pair  ou  impair,  suivant  que  le  signe  supérieur  ou  l'inférieur  aura 
lieu  (37)  dans  l'équation 

±E  =  ;-=-B«^ 

il  est  clair  que  toute  équation  de  la  forme 

B  étant  positif,  lorsqu'elle  est  résoluble  en  nombres  entiers,  admet  néces- 
sairement une  infinité  de  solutions;  de  sorte  que  le  nombre  des  solutions 
de  ces  sortes  d'équations  sera  toujours  nul  ou  infini,  au  lieu  que  ce 
nombre  est  toujours  nécessairement  limité  lorsque  B  est  négatif  (27). 

45.  M.  Euler  a  donné,  dans  le  tome  IX  des  Nouveaux  Commentaires  de 
Pétersbourg,  une  très-belle  méthode  pour  trouver  une  infinité  de  solu- 
tions en  nombres  entiers  des  équations  de  la  forme 

A  H-Cg  -f-  ^q-  —  p^ 
II.  58 
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lorsqu'on  en  ('onnait  une  seule.  Suivant  cette  méthode,  si  l'on  t'ait  pour 
plus  de  simplicité  C  =  o,  et  qu'on  nomme  P  et  Q  les  valeurs  connues  de  p 
et  q,  en  sorte  que  l'on  ait  P^  —  BQ-  =  A,  et  queX  et  Y  soient  des  nombres 
entiers  tels  que  X^  — BY-  =  i,  on  aura  en  général,  en  conservant  les 
expressions  de  S  et  <h  du  numéro  précédent, 

l'exposant  n  des  quantités  (f  et  S  pouvant  être  un  nombre  quelconque, 
positif  ou  négatif. 

Il  ne  serait  pas  ditficile  de  faire  voir  à  priori  que  toutes  les  solutions 
que  peuvent  fournir  ces  formules  se  trouveront  nécessairement  parmi 
celles  que  donnera  notre  méthode;  cela  suit  évidemment  de  ce  que  cette 
méthode  doit  donner  absolument  toutes  les  solutions  possibles.  Mais  on 
aurait  tort  de  croire  que  les  formules  dont  il  s'agit  puissent  donner  ton- 
jours  toutes  les  solutions  possibles  lorsqu'on  ne  connait  qu'une  seule  va- 
leur de  P  et  Q. 

'  Pour  le  faire  voir  d'une  manière  générale,  nous  commencerons  par 
remarquer  qu'en  faisant  n  négatif  on  n'a  point  de  nouvelles  valeurs  de  £ 
et  de  li,  mais  que  la  quantité  ^  demeure  la  même,  et  que  celle  de  (f  de- 
vient simplement  négative.  En  effet,  en  mettant  —  n  au  lieu  de  n,  on 
aui'a  (44) 

, _  I  1  _  (X-Ys/B)"-^(X  +  Ys/B)" 


'       2(X  +  Y^Br       2(X-Y^/B)"     ■  :'.(X'-BY^ 

et  de  mèuie 

(X-Y^/Br-(X+_Yv/Br.   ' 
a(X^-BY=)"^B 

mais  on  a  par  hypothèse  X^  —  BY-  =  i;  donc 

(X-^Yv/B)"  +  (X-Yv/BJ"^ 

2 

d,  =  _  (X+Yv/Bj"-_[X-Y^Bj" 
2v/B  ' 
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De  sorte  qu'au  lieu  de  supposer  n  positif  et  négatif,  il  suffira  de  faire 
n  positif  et  de  prendre  'i  en  plus  et  en  moins.  Cela  posé,  supposons 
que  P,  et  Q,  soient  de  nouvelles  valeurs  de/?  et  q  dans  l'équation 

en  sorte  que  l'on  ait  aussi 

Pî-BQ;=A, 

et  voyons  si  ces  valeurs  seront  nécessairement  renfermées  dans  les  ex- 
pressions précédentes  de  p  et  q.  Soit  donc 

P,  =  ±P^  +  BQ^,     Q,  =  ±Pi^ -)-Q2, 

et  tirant  les  valeurs  de  2  et  'i,  on  aura,  à  cause  de  P-  —  BQ-  =  A, 

±PP^-BQQ,        ,  ^±PQ,-QP, 


Donc,  puisque  les  nombres  ç  et  'j/  sont  toujours  entiers,  à  cause  que  X 
et  Y  sont  des  nombres  entiers  par  l'hypothèse,  et  que  n  est  aussi  un  nom- 
bre entier  positif,  il  faudra  que  les  deux  quantités  zhPP,  —  BQQ,  et 
—  PQ(  —  QPi  soient  toujours  divisibles  par  A,  en  prenant  l'un  ou  l'autre 
des  signes  ambigus.  Or,  j'observe  d'abord  que,  si  la  seconde  de  ces  quan- 
tités est  divisible  par  A,  la  première  le  sera  aussi;  car,  puisqu'on  a 

A  =  P=-BQ^    et    A  =  PJ-BQ;, 
on  aura  aussi  (9) 

A=  =  (PP,  dzBQQ,)=-B(PQ,±QP,)=; 

d'où  l'on  voit  que,  si  PQ,  ±  QP,  est  divisible  par  A,  PP,  ±  BQQ,  le  sera 
aussi.  Ainsi  tout  se  réduit  à  savoir  si  la  quantité  PQ,  ±  QP,  sera  toujours 
divisible  par  A,  supposé  qu'on  ait  P^  —  BQ^  =  A  et  P^  —  BQ^  =  A;  oi', 
comme  ces  deux  équations  de  condition  renferment  le  nombre  B,  qui  ne 
se  trouve  point  dans  la  quantité  PQ,  ±QP,,  on  aura,  en  chassant  B, 
cette  condition  unique 

A(Q;-Q')  =  FQ?~Q'P;=(PQ, -fQP,){PQ,-QP,), 

58. 
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par  laquelle  on  voit  qu'il  n'est  pas  absolument  nécessaire  que  l'une  ou 
l'autre  des  quantités  PQ,  +  QP,,  PQ,  —  QP,  soit  divisible  par  A,  à  moins 
que  A  ne  soit  un  nombre  premier.  Ainsi,  toutes  les  fois  que  A  ne  sera 
pas  un  nombre  premier,  l'équation 


pourra  avoir  des  solutions  qui  ne  sauraient  être  contenues  dans  les  for- 
mules de  M.  Euler. 

Pour  s'en  convaincre  par  un  Exemple,  soit  k  =  ab,  et  supposons 
«  =/-  —  Bg-,  6  =  II-  —  B/-,  on  aura 

A  =  (//(  + B/s)=-B(// ±Ag-)-'; 

de  sorte  qu'on  pourra  prendre 

P=//î  +  B/g-,     Q=//+Ao, 
P,=/A-B/g-,     Q,=fl-hg, 
et  alors  on  aura 

PQ,  +  QP,  =  .l/i  (/'_  Bg^),     PQ,  -  QP,  =  -  ,.fg[/,^  -  |{/=), 
savoir 

PQ,  +  QP,  =  2  Ifia,  PQ,  _  QP,  =,  _  2/g-/)  ; 

donc,  pour  que  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  quantités  soit  divisible  par 
A  =  ab,  il  faudra,  ou  que  2 /A  soit  divisible  par  b,  ou  que  2/g  le  soit 
par  a;  or  c'est  ce  qui  n'aura  point  lieu  dans  une  infinité  de  cas,  et  sur- 
tout si  a  et  b  sont  des  nombres  premiers  différents  de  2,  parce  qu'alors  il 
sera  impossible,  a  cause  des  équations  a  =f'^  —  Bg"  et  b=^h^  —  B/^, 
que /ou  g  soit  divisible  par  a,  ou  que  A  ou  /  le  soit  par  b. 

On  voit  par  là  que,  pour  que  les  formules  de  M.  Euler  pussent  donner 
toutes  les  solutions  possibles,  il  faudrait  que  les  valeurs  de  |  et  de  <]i 
pussent  être  rompues;  en  effet,  ce  grand  Géomètre  remarque  lui-même, 
au  n°  25  du  premier  Mémoire  du  tome  cité,  qu'en  prenant,  lorsque  cela 
est  possible,  pour  X  et  Y  des  nombres  rompus  dont  le  dénominateur 
soit  2,  on  trouvera  souvent  beaucoup  plus  de  solutions  qu'en  ne  prenant 
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pour  X  et  Y  que  des  nombres  entiers,  et  il  parait  croire  qu'on  pourra 
avoir  de  cette  manière  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  dont  il 

s'agit.  Supposons  donc  en  général  que  X  et  Y  soient  des  fractions  dont 

X       Y 
le  dénominateur  soit  2,  ou  bien  mettons  ^  et  —  à  la  place  de  X  et  Y  dans 

les  expressions  de  Ç  et  'i> ,  et  il  est  clair  (jue  ces  quantités  deviendront 

aura  dans  ce  cas 

PP,-BQQ,         ij;         :tPQ, -QP, 


H        4^     ,  ,  , 

—  et  —  ;  de  sorte  qu  on  aura  dans  ce  cas 

2"       2"  ' 


ou  bien 


A  '     2"  ~  A 

2"(PP,-BQQ,)        ,  _2"(±PQ, -QP,). 


d'où,  a  moins  que  A  ne  soit  une  puissance  de  2,  on  pourra  tirer  les 
mêmes  conclusions  que  ci-dessus.  Ainsi  cette  généralisation  ne  suiïit  pas 
encore  pour  avoir  toutes  les  solutions  possibles  dans  tous  les  cas. 

I 
EXEMPLES. 

46.  Donnons  à  présent  quelques  Exemples  pour  montrer  l'usage  des 
méthodes  précédentes.  Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  B  est  un 
nombre  négatif,  ensuite  celui  où  B  est  positif. 

Exemple  I.  —  Soit  proposé  de  résoudre  l'équation 

109  =z  H-  -+-  7 1-, 

en  supposant  que  u  et  t  soient  des  nombres  entiers. 

Je  remarque  d'abord  que,  comme  le  nombre  109  ne  contient  aucun 
facteur  carré,  les  nombres  u  et  t  seront  nécessairement  premiers  entre 
eux  (22);  ainsi  l'on  fera  u=p,  t  =  q,  A  =  109  et  B  =~  7,  pour  avoir 
l'équation  du  n"  23;  de  sorte  qu'on  n'aura  à  résoudre  que  cette  seule 
équation 

109=/?'  -t-  rq'. 

On  commencera  donc  par  chercher  un  nombre  a  <  — -^  et  tel  que  a-+  7 
soit  divisible  par  109,  ou  bien  on  cherchera  un  multiple  de  109  qui  soit 
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de  la  forme  a-  -h  7  fn°  20,  Exemple  Ij,  et  l'on  trouvera 

log.  23  =z  5o^  +  7  ; 

de  sorte  que  a  =  5o.  La  valeur  de  c.  étant  connue,  on  formera  une  suite 
d'équations  analogues  à  celles  du  n°  26,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à 
un  terme  A„  =  ou  <  7,  et  l'on  aura 

109.23^50^  +  7,     se  =  5o,  Al  =  23, 

23.     1=    4^  +  7>      °=i= — 2Ai  +  a:=4,      A,  ^I:=A„, 

ensuite 

p  =  p,-h2p„     Q  =  q2-i-o.q„ 

et  comme  on  a  trouvé  A„  —  i  =  Ao,  on  aura  (27j 


Donc 


p,=  i,  q,  =  o, 

p,  —  cK,=ii,     7,  =  1. 


Or,  109  étant  un  nombre  premier,  il  n'existe  point  d'autre  nombre  a 
qui  ait  les  conditions  requises  (24);  donc  l'équation  proposée  n'est  sus- 
ceptible que  d'une  seule  solution  en  nombres  entiers,  laquelle  est  u  —  g 
eit.  =  2. 

Exemple  II.  —  Soit  proposée  l'équation 

909  =  U'  -h  J']  i-, 

u  et  t  devant  être  des  nombres  entiers. 

Comme  le  nombre  909  n'est  pas  premier,  on  verra  d'abord  s'il  ren- 
ferme quelque  facteur  carré;  or,  909=  101.9,  loi  étant  premier;  ainsi, 
on  pourra  faire  (22)  deux  suppositions,  savoir  u  —  p,  t  =  q,  A  =  909, 
ce  qui  donnera  l'équation 

(A)  909=r/)^+I79^ 

ensuite  p  =  3,  et  par  conséquent  w  =  3/),  t  =  ?)q,  A  =  101,  ce  qui  don- 
nera cette  autre  équation 

(B)  ioi=p=  +  i7(/^ 
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Commençons  par  l'équation  (A),  et  il  faudra  chercher  un  nombre  «<  ^-^ 
tel,  que  <z-  +  i7  soit  divisible  par  909,  ou,  ce  qui  revient  au  même. 

un  nombre  A,  < -^  -1- i  <  229  qui,  multipliant  909,  donne  un  carré 
plus  17  (20). 

Après  quelques  essais,  je  trouve  A,  =  149  et  «  =  368,  et  à  l'aide  de 
ces  valeurs  je  forme  les  équations  suivantes,  analogues  à  celles  du  n"  26, 

90g.  i49  =  368' +  17,     a.  =368,  A,  =  149, 

149.    33  =    70'  +  17»     a:.  ^  —  2A1  -f-  a  =  70,     A2  ^  33, 
33.      1^      4^+ '7»     «2=  —  2A...  +  a,  =:    4'     A3:=i  =  A„; 

et  par  conséquent 

p,=p3-i-2p,,     q,  =  qzA-iqi\ 
et  comme  A^  =  i,  on  aura  (27) 

Ps=l,  (/3  =  O, 

p,  =  a,  =  ^,    'q,^i. 

Donc 

/>,  ==9,      9,  =- 2, 

p    =  22,        ^5, 

ce  qui  donne  cette  première  solution  de  l'équation  proposée 

U  =  22,        /  =  5. 

Maintenant,  comme  909  n'est  pas  premier,  on  pourra  (24)  trouver  en- 
core d'autres  valeurs  de  oc;  or,  résolvant  909  en  ses  facteurs  premiers, 
on  aura  loi .3.3,  de  sorte  qu'on  ne  pourra  faire  que  a  =  loi  et  h  =  c), 
ce  qui  ne  donnera  qu'une  seule  valeur  de  a  (numéro  cité).  On  cherchera 

donc  la  dernière  des  fractions  convergentes  vers  n-  =  —  (29),  et  l'on 

45        ,  ,  ,  ^       j  ,  45   ^       lOI 

trouvera  V'  de  sorte  qu  on  aura  a,  =  45,  o,  =  4>  ^^l  comme  V  >  — ' 
4  4         9 

on  aura 

c)  =  (  I  -I-  2  . 1  o  1 . 4  )  a  ; 
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c'esl-à-dire,  à  cause  de  a  =  368, 

w  =  297712. 

Ainsi  l'on  aura,  à  cause  de  A  =  909, 

P  =  909m±2977(2  =  44o, 

en  prenant  le  signe  inférieur  et  faisant  m  =  828,  afin  que  la  valeur  de  jS 

A 
devienne  <  — ;  c'est  la  nouvelle  valeur  de  «,  et  la  seule  qu'on  puisse 

trouver  de  cette  manière,  de  sorte  qu'il  serait  inutile  d'en  chercher  en- 
core d'autres. 

Mettant  donc  en  œuvre  cette  valeur,  on  trouvera  les  équations 

909.213  ^  44°"  "^ '7'    "^  =44°'  Ai  =  21 3, 

2l3.        i^      14^-1-17,      «1  =  —  2A|+a:=:l4,       Aj^I, 

et  de  là 

p^  Pi-\-ip,,       ^  =  ^2-1-2^,, 

et  comme 'A2  =  X,  on  aura  (27) 

p,  =  a,  =  i4,     ^1  =  I. 

Donc 

p  =  29,     q  =zn. 

Ainsi  l'on  aura  cette  seconde  solution 

Il  ^  29,     /  =  2. 

Or,  comme  on  ne  saurait  trouver  d'autres  valeurs  de  a,  l'équation  (A) 
ne  fournira  pas  non  plus  d'autres  solutions;  c'est  pourquoi  nous  passe- 
rons à  l'équation  (Bj. 

Ayant  ici  A  =  loi,  on  cherchera  une  valeur  de  «  telle,  que  «^  h-  17 

A 

soit  divisible  par  loi,  et  qui  soit  en  même  temps  <  —  <  5i;  or,  ayant 

déjà  trouvé  ci-dessus  que  368^  +  17  est  divisible  par  909  et  par  consé- 
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quent  aussi  par  loi ,  il  n'y  aura  qu'à  faire  a  ^  loim  ±  368,  et  déter- 
miner ensuite  m  et  le  signe  ambigu  en  sorte  que  a  <  — ;  on  fera  donc 

m  =  /j,  et  l'on  prendra  le  signe  inférieur,  ce  qui  donnera  ce  =  36. 
Au  moyen  de  cette  valeur,  on  formera  les  équations 

loi .  i3  =1^  36= -1- 17,     a  =  36,     Ai^i3<;i7, 

d'où  l'on  voit  d'abord,  à  cause  que  A,  est  moindre  que  17  et  en  même 
temps  différent  de  l'unité,  que  l'équation  (B)  n'est  point  résoluble,  au 
moins  d'après  la  valeur  de  a  que  nous  venons  de  trouver  (27),  et  comme 
le  nombre  loi  est  premier,  il  s'ensuit  que  l'équation  (B)  n'admet  abso- 
lument aucune  solution  en  nombres  entiers.  De  sorte  que  l'équation  pro- 
posée 

g09  ^  iC  -\r  \']V- 

n'est  susceptible  que  des  deux  solutions  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus. 
Supposons  maintenant  que  B  soit  un  nombre  positif. 

Exemple  III.  —  Soit  proposé  de  résoudre  l'équation  de  l'Exemple  1 

du  n°  20,  savoir 

109  ^  lû  —  7  f, 

avec  cette  condition  que  u  et  t  soient  des  nombres  entiers. 

Puisque  109  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire  que  u  —  p, 

t  =  q\  donc  A=  109,  B  =  7,  de  sorte  qu'on  n'aura  à  résoudre  que  cette 

seule  équation 

109  =  /?-  — 7^'. 

Or,  ayant  déjà  trouvé  dans  l'Exemple  cité  «=  i5,  A,  =  2,  on  aura 

109.211=15= —  7,         (2=15,  A,  =:  2, 

2.(— 3)  =  i— 7,      a,  —  —  7A1 -I- a  =  I,      Aj^  —  3, 
et  de  là 

Donc,  puisque  a,  <  \/B,  et  aussi  A,  <  y/B,  on  fera  (28) 

-    a,  =  e  =  i.      A,  =  ±£  =  2,      A,  =  zpD  =  -3; 
il.  ,   59 
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clone  E  =  2,  D  =  —  3,  avec  les  signes  supérieurs;  et  par  conséquenL 

Pi^=i\     Çi^s,     p^^p,     q^=za-, 
de  sorte  qu'on  aura  à  résoudre  l'équation 
2  =;  r'  —  7*'. 

Or,  ayant  E  =  2,  B  =  7  et  e  =  i ,  on  aura  (43)  X  <  ^'^^'  et  >  ^^  "^  '  —  i  ; 
donc,  à  cause  que  la  racine  approchée  de  7  est  2, 

^  =  1     et  de  là     £=E  — e^i. 

Ayant  Lrouvé  ;  on  formera,  à  l'aide  des  formules  (z),  (>.)  et  (p.)  des  n"'  31 
et  32,  les  séries  suivantes,  où  le  signe  <  indique  qu'il  faut  prendre  le 
nombre  entier  qui  est  immédiatement  moindre, 

E=3.,  e=i, 

E,=  ^-=^  =  i,    i,<:^±^=/^,    E,=4 

£3=1^=3,     l,<^ll^  =  i,      e3=,.3-a=i, 


3 

V/7-+-2 

I 
V/'7  +  2 

3 

v/7  +  1 

3 

V  7  +  ' 

E,  ^  ^-r —  =2,        ^4 -<  ■^--^-; ^  I,        84=1.2 —  1  =  1, 


E.=  ^ ^=3,     1,<:^J^  =  ,,     e.=  ..3-i=2. 

2  3 

Donc,  puisque  E^  =  E  et  E5  =  E, ,  on  fera  '  37 j  E„  ==  Eot,  savoir  u.  —  4,  et 
comme  Eo=  i,  on  fera  E2  =  E,„,  savoir  m—  2;  donc,  à  cause  que  l'on  a 
pris  les  signes  supérieurs  et  que  m  est  pair,  on  en  conclura  que  l'équa- 
tion est  résoluble  (37j. 

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  /,  /,,  4,...,  4,  comme  dans  les  for- 
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mules  (rs)  du  n°  39,  et  l'on  aura 

=  '> 

=  4/,  +  / =5, 
=  I  /,  -1-  /,  =  6, 
=  I  4  +  /.  =  1 1  ; 

d'où,  par  les  formules  des  n***  40  et  41,  on  trouvera  d'abord,  à  cause  de 
|5  =  2  qui  est  le  nombre  entier  immédiatement  moindre  que  \/7 , 

R  =  2/,  +  /  =  3,     S  =  A  =  i, 


donc  f38) 


(8-t-3v/7)"+(8-3V7)" 
2 

(8  +  3v/7)"-[8-3v/7)" 

2^7 


OÙ  n  pourra  être  un  nombre  quelconque  positif  entier  tel  que  np.  +  m 
soit  pair,  c'est-à-dire  que  ^n-h2  soil  pair,  d'où  l'on  voit  que  n  pourra 
être  un  nombre  quelconque  entier  positif.  Donc  (38j 

et  ensuite,  par  le  n"  44,  en  prenant  toujours  les  signes  supérieurs, 

2  2 

de  sorte  qu'on  aura 

p  =  52  +  i44''    (7  =  5 tj' -I- 2 ^. 

Donc,  puisque  r  =p, ,  s  ^  q,,  p  =/?2,  ^  =  q^,  on  aura 

^  =:  p  +  7  r  =:  262  4- 63 4', 
q  =:  a  -{-  ']  s  =  26 (j;  +  9H, 

59. 
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Nous  avons  pris  e  =  i,  c'est-à-dire  positif;  prenons  maintenant  e=  —  i, 
et  l'on  aura  dans  ce  cas  (4-3) 

Or,  faisan  l  e  ^  —  i ,  on  aura  1  <^  — et  >  — i  ;  donc 

X  ^  o     et  de  là     e  =;  —  e  ^  i , 

comme  plus  haut;  ainsi  on  aura  les  mêmes  valeurs  de  R,  S  et  de  X,  Y,  et 
par  conséquent  de  'S,,  'h  et  de  r,  s. 
Maintenant  on  aura 

2  2 

donc 

p  =  2^  +  7i|',     o'=2iJ;  +  S; 

d'où  l'on  trouvera  encore 

P  =  P  —  7''=  — 19?  -42|, 
9  =  (7  — 7«= -194;- 6^, 

ou  bien,  en  changeant  les  signes. 

Or,  comme  109  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  trouver  aucune 
autre  valeur  de  a  (24),  de  sorte  que  les  expressions  précédentes  renfer- 
meront nécessairement  toutes  les  solutions  possibles  de  l'équation  pro- 
posée. 

Exemple  IV.  —  Soit  proposée  l'équation 

1459  =  m'-^  3o/-. 

Comme  i459  est  un  nombre  premier,  on  ne  pourra  faire  que 

p  =z  u,     q  =  t,     A  ^1459,     B  =  3o, 

de  sorte  qu'on  n'aura  que  l'équation 

1459  =  /-'"  —  Soq'. 

On  cherchera  donc  un  nombre  a  <  — ^-2,  et  tel  que  a^  —  3o  soit  divisible 


DU  SECOND  DEGRÉ.  469 

par  1459;  ou  bien  on  cherchera,  comme  dans  l'Exemple  IV  du  n"  20,  un 

A        i45q 
nombre  A,  <  -  <  ~^  dont  le  produit  par  jZjSg  étant  augmenté  de  3o 

soit  un  carré,  et  l'on  trouvera  A,  =  241  et  a=  SgS,  moyennant  quoi  on 
formera  les  équations 

1459.241=593^—30,  a  =593,  A,  =  241, 

3.41.    5i  =  iii2— 3o,  a,  =  —  aAi -f- a  =  III,  A,=  5i, 

5i.      i^      9^ — 3o,  a,^  —  aAî-i-a,  =^9,  A3=;i, 

i.(  — 5)=:     5'— 3o,  «3=  —  4A3-4- iZ:=5,  Ajz^  — 5; 

et  de  là 

;,  =p,^2p„      q  =q,+  iq„ 

Pi=Pi+  ip.,     q^  —  q^+iq,, 

p,  =  p,^^p„      q,=  q,^^q,. 

Or,  puisque  «3  <  \/B,  et  que  A3  et  A,,  sont  aussi  chacun  <  y/B,  on  fera 

«3  =  5  =  6,      A3  =  ±  E  =  I ,      A,  =  zp  D  =  —  5  ; 

donc  E  =  I  et  D  =  5  avec  les  signes  supérieurs.  Ensuite  on  fera 

P3=    r,  Ç/3='S,  /^4  =   P>  ?4=0", 

et  l'on  aura  à  résoudre  l'équation 

I  =1  ;•-  —  3os'. 
Maintenant,  à  cause  de  E  =  i,  B  =  3o  et  e=  5,  on  aura  (43)  X  <^^-^ 

,  ^    y  3o  +  5  , 

et  > I ,  donc 

À  =  10        et        £=:::>.E —  6  =  5. 

Ayant  ainsi  3,  on  formera  les  séries  suivantes  (31  et  33) 
E=i,  e=5, 

E,=  ^°-^-^=5.     X,<V^!^=2,     ,,=    ,.5-5  =  5, 
5 

""        --                  1    ^  V^3o  +  5  r        r 

Eî  =:  ^ ■  =:  I ,        A2  <C =:  l  O,        £j  =:  l  O  .  I   —  5  =:  5, 


3o 

i 

3,5 

3o 

5 

25 

E3=::-"_  --=5,     ^^^v/3o  +  5^    ^^     _^^    , .5-5  =  0. 
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Donc,  comme  E,  =  E  et  E3  =  E,,  on  fera  (37)  E,  =  E,,,  c'est-à-dire 
,a  =  2,  et  comme  on  a  en  même  temps  E  =  i,  on  fera  E,„  =  E,  savoir 
m  =  o,  ce  qui  donnera  sur-le-champ  R  =  i,  8  =  0,  et  par  conséquent 

r  =  B,  s=:d/  (40). 

On  formera  donc  la  série  /,  /, ,  ^2  (39) 

/  =  i, 

/,  =  2/=  2, 

1,=  lo/i  -f-  /=  21, 

et  l'on  aura  (41),  à  cause  de  fJi  =  2,  les  valeurs  suivantes 

X  =  /.  — 5/,  =  ii,     Y=/,  =  2; 
donc (38) 

(1 1 -1- 2  1/30)"+ (11  — 2  v/3oj" 
K  ~  ~ ' 

(  I  I  +  2  y'So  )"  —  (  I  I  —  2  y/3Ô)" 

n  étant  tel  que  np.  +  m,  savoir  an,  soit  pair,  de  sorte  que  n  pourra  être 
un  nombre  entier  positif  quelconque  (37).  Maintenant,  puisque  R  =  i, 

S  =  o,  E  =  I  et  e  —  5,  on  aura  (44) 

T=:5,     V  =  i; 
d'où 

Donc,  ayant 

on  trouvera  en  remontant 

p2=p  +4''  =9?+  3oi|;,  q^=ci-ir^s  —  ^<i^  +  l, 
p,= /■  +  2y9j=  19H -)-  604;,  ç,  =  5  -f- 2^2=  19!  +  2^, 
j9  =/>,+  2p,  =  47  5  +  i5o^j^,     g  =ç,-t-2g,  =  47ij;  +5^. 

Faisons  maintenant  e  négatif  (43),  c'est-à-dire  e  =  — 5,  et  l'on  aura 
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dans  ce  cas 

p,=p,--i.p,,     g,  =  ?3-5.î., 
p,  —  p,  —  ^lj,,      q,=  q,  —  iq,. 

.^        •.  ^    ^  v/3o  —  5  _     i/3o  — 5  , 

Ensuite  on  aura  A  < > i ,  donc 

I  I 

X  =  o,     et  par  conséquent     s  =  7E  —  e  =;  5, 

comme  ci-dessus;  de  sorte  que  les  valeurs  de  H  et  <];  seront  les  mêmes 
que  nous  avons  déjà  trouvées.  A  l'égard  de  T  et  V,  on  aura  !  à  cause  de 
R  =  i,  S  =  o,  e=  — 5,  E=  1) 

T=-5,     V=:i; 

p=— 5H-i-3o'l/,     0-=  — S^i  +  Ï; 


donc 
donc 


/>2=p  —  4''  =—  9?+  3oi]/,  q.=  (T  —4*  =  ~  94'+  ?' 
p,  —  r  —  ?./<;=  +  19H  —  6oi|;,  q,  =  s  —  3^2=  +  194^  —  2?, 
p  =/?j—  2/^,=  —  4??  +  iSoi];,      ^  =  ç,—  ?.^,  =  —  47  4^  -I-  5H. 

Ainsi,  en  combinant  les  deux  formules,  on  aura  en  général 

p  =  ±^-Jl-^■l5o'i^,     9  =  ±47J;  +  5^. 

Et  comme  i/iSg  est  un  nombre  premier,  il  n'y  aurait  pas  d'autres  solu- 
tions que  celles  que  nous  venons  de  trouver. 

Exemple  V.  —  Étant  proposée  l'équation 

7,10^  u'  —  ^6t- 

dont  on  connaît  déjà  cette  solution  :  «=292  et  t  =  l['i,  on  demande 
toutes  les  autres  solutions  possibles  en  nombres  entiers. 

Comme  210  ne  contient  aucun  facteur  carré,  a  et  /  devront  être  tou- 
jours premiers  entre  eux  (22);  ainsi  l'on  fera 

U^p,        t:=^q,         A=:9.I0,        8^4*^' 

de  sorte  que  l'équation  à  résoudre  sera 

iioz^p'  —  4^q''- 
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Maintenant,  puisqu'on  connaît  déjà  une  valeur  de/?  et  q,  savoir  p=  292 
et  q  =  43,  on  pourra  s'en  servir  pour  trouver  la  valeur  de  a  dans  l'équa- 
tion 

AA,=a- — B,     savoir     2ioAi^a=  —  46- 

Pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  la  fraction  —,  qui  précédera  immédia- 
tement la  fraction  -  dans  la  suite  des  fractions  conversentes  vers  ^  (29), 
q  ^  q  ^     ' 

et  faisant  a  =  mp  —  Bnq,  on  aura  en  général  (23j 

a  =  fj.kzha. 

Divisant  292  par  43,  ensuite  43  par  le  reste  34,  et  ainsi  successive- 
ment, on  aura  les  quotients 

6,1,3,1,3,2, 
à  l'aide  desquels  on  formera  les  fractions 

I     6     7     27     34     129     292 

o      I       I       4        5         19        4^ 

ainsi  l'on  aura  m  =  129,  n  =  19,  donc  a  =  86;  de  sorte  que,  comme  86 

A  .  , 

est  <  — î  on  fera  /jl  =  o  et  l'on  aura  a  =  a  =  86,  et  de  là  on  trouvera 

A,  =  35.  On  formera  donc  les  équations  suivantes 

210.35  =  (86)^  — 46,     a  =86,  '  A,  =  35, 

35.   6=(i6f— 46,     a,  =  — 2A,+a=  .6,     A^  =  6, 
6. (—7)=    (2)^ — 46,     a2=:3A2  —  a,  =:  2,  As^  — 7, 

et  par  conséquent 

p  =jh-h'2p,,  q  =q,  +  2q„ 

-p,=p,-3p,,     -q,=q,-iq,. 

Donc,  puisque  «2  <C  v/B  et  que  A2  est  aussi  <  v/B,  on  fera 

a,  =  e  =  2 ,     A,  =  ±  E  =  6,     A3  =  qr  D  ==  —  7  ; 

donc  E  =  6,  D  =  7,  avec  les  signes  supérieurs.  Ensuite  on  fera 

Pi  =  r,     q,  —  s,     p3  =  p,     q,  =  a, 
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et  l'on  aura  à  l'ésoudre  l'équation 

e  =  i'-i-li.:s'. 

Ov,   puisque   B  =  /iG,    L       (',   e    -  2 ,   on  aura   (43)    l   C  -  ^        <"* 

>  -^— -,. i;  donc 

b 

7=1     et     :  -    }.  '-'.  —  e  --  4. 
Ayant  a,  on  formera  (31  et  33)  les  séries  suivantes,  où  le  signe  <"  in- 
dique qu'il  faut  prendre  les  nombres  entiers  qui  sont  immédiatement 
plus  petits, 

E  "6,     ■  5=4, 

■        E,=4L7^=    5,     À,  <^^,-'-^=    .,     s,  =:    ..   5-4  =  6, 
fa  5 

E,    :-:  ï p --^     1,        l-    <  ■^-'^ ==      fc>,        £2  =     6.     2  —  fa  =  fa, 

5  a 

_,         46  —  36         r      -.      ^  \/4o  ->-  6  ce/ 

E,  =  ^î =    5,     I3  <^^-^ =    2,     £;=    2.  5  — 6  =  4, 

2  5 

Ei  =  J— ;; —  =6,     X,  <  -5-^. — ï  =    I,     Si  =    I .  fa  —  4  =  2, 
5  fa 

n       46  —  4  ^    ^  v'46  +  2  c; 

Ei  =  -3—, ~  ;     7,       }v5   <  -î!-! =      I ,       Si  =     1.7  —  2  =  5, 

t  7 

^^^^  4^-25^  ^^^v/4^-1-5^,    3,     ,,^^    3.   3-5  =  4, 

7  3 


E, 


- — - —  =  10,    /.,  <;  -i-î =   j,    £7  =   1 .  10  —  4  =  o. 


^        46  —  36  .,     ^v^qfa-i-b                                       ,      ^ 

Es    = =      I ,        X    <.  —■ =12,        £8=12.      I  —  6  =  fa, 

10  I 

-,        46  —  36  "         i/46  -4-6                                      «      / 

E.,  = =  10,     X  =  ^^ =    I ,     Em  =    1 .  10  —  fa  =  4, 

I  10 

E,.=  4^ZLi^=  3,     A,„=V^^  +  ^=    3,     £,.=    3.    3-4  =  5, 

10  3 

^        46—25  ..         v/46  +5                                      ^ 

E,,=  ^î — o =    7>     ^11  =  -^-'^ =    I,     eii=    >•    7—5  =  2, 

■^  7 

p       46—4  "1       v'46  -1-2                         «           / 

E|,= -î -L  =  .0,     A,,  = -5^-2--^ =    I,     6,2=    I .  fa  —  2  =  4, 


En  = 


46—16         ...  v'46 +  4  K       ^      a 

~ — ^ =    5,     Ai;  =  — -=    2,     e,3'=    2.    5  — 4  =  fa. 
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Donc,  puisque  E,2  =  E  et  E,3  =  E,,  on  fera  E,o  =  E,;,,  savoir  ,'j.  =  12, 
et  comme  Eg  =  i,  on  fera  Eg  =  E,„,  savoir  m  =  8. 

On  formera  donc,  par  les  formules  (t?)  du  n°  39,  la  série  l,  l,,  L,  ■ . . , 
jusqu'à /, 2,  en  cette  sorte 


l  =  l, 

/,  =  il 

=  2, 

h  =   61, 

-t-/  =  i3, 

h  =    iL 

-f  4  =  28, 

h  =    1/3 

+  4=4;, 

l,  =    1/4 

+  4=69, 

L  =   34 

+  4  =  248, 

4  =    1 4 

+  4  =317, 

4  =  124 

-t-  4  =4 o5-' 

4  =    1 4 

+  4=4  369, 

4.=    34 

+  4  =  17159, 

4,=    i4 

+  4  =21628, 

ln=      l4 

+  4.=  38687, 

S  =  4, 

X  =  4,-^, 
E 

v  =  |. 

et  l'on  aura  (40,  41) 


savoir,  à  cause  de  /3  =  6, 

R  =  2i5o,     S  =  317,     X  =  24335,     ¥  =  3588. 
Donc,  supposant  en  général 

,  _  (X  +  YVRr+(X-Y^ÏÏr        ,  _  (X  +  YVBJ"-(X- 


+  =■ 


l^L 


on  aura (38) 


/■=  2i5o^  +  3i7  X464', 


S/B 


i5oi]j  +  317  H, 


et  l'exposant  «  pourra  être  quelconque,  pourvu  que  «/j.  +  m  =  i6n  -h  S 
soit  positif  et  pair;  de  sorte  que  n  pourra  être  un  nombre  quelconque 
entier  positif  (37). 
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Maintenant  on  aura  (44),  en  prenant  les  signes  supérieurs, 

,„       BS  +  eR       „    .        ,,       R-+-eS        .^. 
r= g^  =  3i47,     V  =  — g — =464. 

et  par  conséquent 

p=:  3i47  2 +  464  x46']^,    0--- 3 147 4^ +4642- 
Donc,  puisque  p^  =  r,  q,  =:  s,  p^^  p,  q^  =  1,  on  aura 

/7,  =  —  p  H-  3/-=  33o3Ë  -1-  487  X  46 '-p.      g,  =  —  ij,  -h  3s  ^  3  3o3ij;  -+-  ^\S-]'i, 
y?  =  r  -h  ap,  =:  8  7562  +  i  291  X  46i|,      q  =  s  -h  2q.  =  S-jSGdi  -i-  i  Q.Cfi'i. 

Faisons  à  présente  négatif  (43j,  et  l'on  aura  dans  ce  cas  ).  <  ^-^-71 — -   et 


>  ^^^—7 — -  —  i;  donc 


X  ^  o,     donc     £  =;  —  «^2. 


Ainsi,  en  prenant  E  =  6  et  s  =  2,  on  formera  de  nouvelles  séries  sem- 
blables aux  précédentes. 

Mais,  sans  se  donner  cette  peine,  il  siiffira  de  remarquer  que  les  valeurs 
de  E  et  de  a  répondent  à  celles  de  E,  et  de  a,,  des  séries  précédentes;  d'où  il 
s'ensuit  que  celles  de  E,  E,,  E2,...,  s,  e,,  So.---  et  1,,  lo,...,  dont  il  s'agit 
ici,  répondront  à  celles  de  E,,,  E5,  Ee,...,  e.,,,  £5,  e^,...  et  X5,  1^,...  des 
séries  déjà  trouvées,  et  qu'ainsi  il  n'y  aura  qu'à  diminuer  dans  ces  mêmes 
séries  tous  les  exposants  de  4  pour  les  accommoder  au  cas  présent;  et 
comme  les  termes  qui  ont  12  et  1 3  pour  exposants  sont  les  mêmes  que 
ceux  qui  ont  o  et  i,  il  est  évident  que  pour  continuer  les  séries  il  n'y 
aura  qu'à  les  recommencer  après  les  termes  dont  l'exposant  sera  11 
[voyez  l'Exemple  suivant  et  la  Remarque  du  n°  47);  de  cette  manière  on 
trouvera  dans  le  cas  présent 

E  =  6,.    £,  =  7,     E,=  3,...,     E4=i,...,     E„  =  6,     £,3=7" 

et 

?ii  =  i,     A,  =  3,     ^3::^!,     A4  =  12,...; 

60. 
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donc  m  —  [\  et  ;■  ~  r  t  comme  plus  haut.  Or,  puisque  les  quantités  X  et  Y 
sont  toujours  les  mêmes  pour  la  même  valeur  de  lî  f  11),  il  sulfira  de 
chercher  R  et  S  en  faisant  la  série 
/  =  I, 

/,=:3/,  +  /  =4, 
/3=   !/,+  /,  =  5; 


d'où  l'on  aura 
et  par  conséquent 


5/3  +  /.=-^',     S=/3  =  5, 


l'exposant  n  pouvant  être  de  même  un  nombre  quelconque  entier  positif, 
à  cause  que  \in  -f-  4  est  toujours  pair. 

Or,  à  cause  de  e  =  —  2 ,  on  aura  T  =  2;  et  S  =  '\ ;  donc 

p    - ''7?+  .' X4 '4''     7=27'L+4^. 
Donc (28 1 

y?,  =  —  p—  ■'/■=  —  '29^  —  '>^  X46v,     9,    -;  —  J—  J«  =  —  ^^.)i^  —  ^9 H, 
p  = /■— 2J9,  =  agp,^ +43  X  4''^;  </      "5  —  3(/,    "■  29?,i|; -)-4'-i:- 

Les  expressions  Aa  p  Qiq  que  nous  venons  de  trouver  résultent  de  la  sup- 
position de  a  =  86;  or.  comme  le  nombre  A  =  tio  n'est  pas  premier,  il 
est  clair  qu'on  pourra  encore  trouver  d'autres  valeurs  de  «  21).  Pour 
cela,  on  décomposera  le  nombre  i^  en  deux  facteurs  a  et  6  premiers 
enti'e  eux,  et  comme  210  =  2.3.5.7,  on  aura 

a^i5,  11,  3o,  3s  42,  70,   io5, 
6^  i4,    10,     7,     6,     5,     3,       2, 

de  sorte  qu'on  pourra  trouver  encore  sept  autres  valeurs  de  u.. 

i"  Soit  a  =  i5,  6  =  i4;  on  cherchera,  suivant  la  méthode  que  nous 

avons  déjà  pratiquée  ci-dessus,  la  fraction  t-^?  qui  précédera  immédiate- 
ment la  fraction  donnée  j\   et  l'on  trouvera  a,  =  i-,  è,  =  1;  et  comme 
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-r  ^    ,1  <Jii  auiH 

*  6j  =  (  1  —  7.ab,)a  =  —  2.9  X  86 ; 
donc 

(3  =  «Z  A  ±  M  — ;  2  1  O  «l  Zt  2  494  ; 

donc,  faisant  m  =12  et  prenant  le  signe  —,  pour  que  la  valeur  de  ]S 
soit        - — 1  on  aura  B  =  26. 


2"  Soit  a—  21,  6  =  1  \  on  trouvera  «.  =  2,  6,  =  [,  et  comme  ,-  <  ,-, 

b,       h 

on  aura 

w  —  {i  —  ■i.ab,  )  a  =  —  4-  X  86  1--  —  3526; 

donc 

[3     :  2fom       3526, 

et,  faisant  m  =  l'j  et  prenant  le  signe  inférieur,  [i  =■  U.\. 

3"  Soit  «  =  3:7,  6  =  7,  on  trouvera  a,  =  r3,  6,  =  3;  donc,  comme 

-^        — ;  on  aura 

3  7 

0)  =(i  +  2«/>,)sî       I  _  -  X  86  =  :5K6; 
donc 

(3       2 10  H?     -  :5566; 

donc,  faisant  m  —  —  ;  ',  et  prenant  le  signe  -1-,  on  aura  [i  =  2'3,  comme 
dans  le  premier  cas. 

Lf  Soit  a  =  33,   5  =  6,  on  trouvera  a^=^Ç>,  6,  =  i;  donc,  puis(|ue 

6        35 

7^5  on  aura 

«=:(i-f-2rt6,)a        7;  X  86  =  6:06; 

donc 

(3  :=  2 1  o  m     .  6  i  06  ; 

donc,  prenant  m  =  —  29  avec  le  signe  supérieur,  on  aura  |3  =  16. 

3"  Soit  r/  =  /iT,  b=j,  on  trouvera  a,  =  [7,  61  =  2;  donc,  comme 

I-     42        - 
^      -.5  on  aura 

2  0 

M  =  (i  +  2a6,)  a  =  169  X  86  =  14534; 
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donc 

(3  =  iiom  ±  14534, 

et  prenant  w  =  —  69  avec  le  signe  supérieur,  on  aura  (û  =  44.  comme 
dans  le  deuxième  cas. 

(3"  Soil  a  =  70,  b  --  3,  on  trouvera  a,  =  21 ,  è,  =  i  ;  donc,  à  cause  que 


<3 


70 

w  ^  (  I  —  2  a6 1  )  a  ^  —  1 3c)  X  86  =  —  1 1 95-i , 


donc 

(3  =  a  I  o  m  zh  1 1  954  ; 

donc,  prenant  m  =  67  avec  le  signe  inférieur,  on  aura  p  =  16,  comme 

dans  le  quatrième  cas. 

7"  Soit  a  =  io5,  Z>  =  2,   on   trouvera  a,  =  52,   è,  =  i;   et   comme 

5a   ^  io5 

—  <  — ■>  on  aura 

I  2 

6j  ^  (  i  —  iabt)a=:^  —  2ocj  x  86  =  —  i7974' 
donc 

(3  =  310/77  rh  17974; 

donc,  faisant  m  =  86,  et  prenant  le  signe  inférieur,  on  aura  ^  =  86. 

Ainsi  les  valeurs  de  jS,  c'est-à-dire  les  nouvelles  valeurs  de  a,  seront 
(en  excluant  86,  qui  est  la  valeur  de  a  dont  nous  avons  déjà  fait  usage) 
26,44  Pt  16;  et  mettant  ces  valeurs  dans  l'équation 

AA,  =  a-  — B,     savoir     aïoA,  =r  a- —  4''^ 

on  trouvera  que  les  valeurs  correspondantes  de  A,  seront  3,  9  et  i. 
Faisons  en  premier  lieu  a  =  26  et  A,  =  3,  on  aura  les  équations 

2io.3  =  (26)^— 46,  a  =26,  A,  =  3, 

3.(—  l4)=:(2)2—  46,  a,  =  —  8A,-l-arT:    2,        A,=  —  l4, 

el 

lj=p,-^  S/j.,     q  —  q.  +  Hq,. 

Donc,  comme  a,  <  y'B  et  A,  <  v/B ,  on  fera 

a,  =  e=2,     A,  =  ±E=3,     A,  =  =pD  =  -i4, 
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et  par  conséquent,  en  prenant  les  signes  supérieurs,  E  =  3,  D  =  i4;  en- 
suite on  fera 

p,=i  r,     q,=^s,     />2=p,     qi=^'^, 

et  l'on  aura  à  résoudre  l'équation 

3'=  r^  —  46*^- 

Or  on  a  (43)  X  <  ^--g —  et  >  ^-^ i  ;  donc 

X=2,     donc     £=:^E  — e  =  4- 

Ayant  donc  E  =  3  et  s  =  4.  on  verra  si  dans  les  séries  précédentes  il 
se  trouve  deux  termes  comme  E,,  s.,,  tels  que  E.,  =  3,  3,  =  4  {voyez  plus 
bas  la  Remarque  du  n"  47);  or,  on  trouve  précisément  E6=  3  et  £6  =  4. 
de  sorte  que  v  =  6;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  diminuer  dans  ces  séries  tous 
les  indices  de  6  à  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  déjà  fait  ci-dessus;  de 
cette  manière  on  aura  pour  le  cas  présent 

E  =  3,     E,  =  io,     £,  =  !,...; 

donc  m=  2,  et  ensuite 

^1  ^  I,     Xj^  13, . . .  ; 
donc 

l—i, 

donc 

R  =  (3/, -)-/=7,     S  =  /,  =  !, 

et  par  conséquent 

r=7^  +  464'>     *  =  74'-+-?- 
Or 

.,,       BS  +  eR  ,^       R  +  eS       , 

donc 

p  =  20^  -t-  3  X  464'>       (7=  201^  -(- 3H. 

Donc,  puisque  p^  =  r,  q^=  s,  jOo  =  (2,  ^o  =  a,  on  aura 

p  :=  p  -(-  8r  =  76Ç  +  1 1  X  4^4^»     ç  =  ff  +  8i=  76^]/  -\-\i\. 
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A  l'égard  de  l'exposant  n  de  S  et  ' ,  il  pourra  être  un  nombre  quelconque 
entier  positif,  à  cause  que  m  est  égal  à  ::,  et  que  [-■  est  toujours  égal  à  i6, 
comme  nous  le  démontrerons  en  général  ('.i):  de  sorte  que  [xn  ^ m 
sera  toujours  pair. 

Soit  maintenant  e  négatif  et  égal  à  —  12,  on  aura  }.  =  i  et  c  ^  5  ;  or  on 
trouve  dans  les  séries  précédentes  Eu-- 3,  £,(,  —  5;  donc,  diminuant 
tous  les  indices  de  lo,  et  recommençant  les  séries  après  les  termes  En, 
£,,,  comme  nous  l'avons  déjà  dit  plus  haut,  on  aura  dans  le  cas  présent 

E:-3,       E,--7,        E::r..6,...,       E,„^-I, 

par  conséquent  m  ^--  i  o,  et 

X'      1,       h     -    1,        Iz         2,       h    r-6,       l,    ^---1, 

X--^--  I,     l-r--i,     h-   3,     },,    -  i,     X„^-i2,...; 


donc 


donc 
et  de 


4:^^.-3 /,+  /,:  -5, 

/,,--  6/o-hA  ^32, 

/---  I/„-f-  h^=  170, 

4=^î4  +  /,  =  78i, 
R  ^  (3 4  +  /s  :-^  5 297 ,     S  :--r  /,,  r.^  78 r 

5297^  +  781 X  46 4^,    5  =  52974/  + 


Or,  à  cause  de  e  =  —  2.  on  aura 

RS-t-eR       „...  R  +  eS  ._ 

1  = ^ — =8444,    V=:      ^      =1245; 

donc 

p  =  8444E  + 1 245  X  464.,    (7  =  84444  +  '  2452, 
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donc 

/>  =  p  —  8r  ^  —  33  932 H  —  5oo3  X  464^1     ^  =  (7  —  8i  ^  —  3393341  —  5  oo3^. 

Quant  à  l'exposant  n,  il  pourra  être  de  même  un  nombre  quelconque  en- 
tier positif,  à  cause  que  m  et  p.  sont  pairs. 

Faisons  en  second  lieu  <x  =  44'  A,  =9,  on  trouvera  les  équations 

310.9  =  (44)'  — 46>    «=44»  ^1  —  9» 

9.( — 5)  =  i  —  4^>     «r^SA,— c£  =  i,     Aj^ — 5, 
et  par  conséquent 

Donc,  ayant  «,  <  \/B  et  A2<  sJB,  on  fera 

cc,  =  e  =  i,     A,=  ±E  =  -5,     A,  =  zpD  =  9, 

et  par  conséquent  E  =  5  et  D  =  9  avec  les  signes  inférieurs;  ensuite  de 

quoi  on  fera 

p^^r,     q,^s,     p,  =  p,     g,=  a, 

et  la  nouvelle  équation  à  résoudre  sera 

Or,  puisqu'on  a  ici  les  signes  inférieurs,  on  aura  X<^—p—^  et  >■     ~^  — 1; 

donc 

^=1,     donc     e  =  )vE-)-e  =  6. 

En  examinant  les  séries  précédentes,  on  trouvera  justement  Ei  =  5  et 
£,  =6;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  diminuer  tous  les  indices  de  i,  et  l'on  aura 
dans  le  cas  présent 

E  =  5,     E,  =  3,     E,  =  5,...,     E,=  i; 

donc  m  =  7  ;  et  ensuite 

X,  =:  6,      A,  ;=  2,      ^3=1,      )i,  =  1,      Xs^3,      )ii;^i,...; 

lî.  61 
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donc 

1  =  1, 

/,  =  6/  =6, 

l,=  yj,^l  =,3, 

^3=   I  /2+   /l  =   19, 

4  ^^  I  4  -H  /.,  ;=  32, 

4  =  3/4  + /a  =n5, 

4=1/,+  /,=  . 47; 

donc 

R  =  p/,+  /,  =  997,     Sr=4=,47, 
et  de  là 

'•=997?  + '47X46+.     *  =  997'l'+47  2- 

Or,  ayant  pris  les  signes  inférieurs,  on  aura 

„,       BS-eR  .,      ,,       R-eS 

1=— i^-  =  ..53,     V  =  -^-=.7o; 

donc 

p  =:  I  i53^  -)-  170  X  4*^4''     0-  ^  I  i53'|;  +  170^. 

Doue,  comme  p^  =  r,  q^^^ .i,  p,  ^=  p,  q,  ^=  n,  ou  aura 

/>=  —  /•  +  5p  =:  4768?  +  703  x464''     q^— s  +  ^n^=  47*38+  +  703^. 

Quant  à  l'exposant  n  des  quantités  '%  et  +,  il  faudra  que  ^u./?  -f-  m  soit  im- 
pair, à  cause  qu'on  a  pris  les  signes  inférieurs  f37)  ;  or,  y.  est  toujours 
égal  à  16,  comme  on  peut  s'en  assurer  eu  continuant  la  série  E,  E,,..., 
jusqu'à  ce  que  l'on  retrouve  les  deux  premiers  termes  [voyez  aussi  plus 
bas  le  n"  47],  et  ifi  est  égal  à  7;  d'où  l'on  voit  que,  quelque  valeur  en- 
tière qu'on  donne  à  n,  fxn  -+-  m  sera  toujours  impair;  ainsi  n  pourra  être 
un  nombre  ()uelconque  entier  positif.' 

Prenons  à  présent  e  négatif,  savoir  e  =  ^  i ,  on  aura  >.  =  i  et  s  =  4- 
Or,  dans  les  séries  précédentes,  on  trouve  £3  =  3  et  cj  =  4;  donc,  dimi- 
nuant tous  les  indices  de  3,  on  aura  pour  le  cas  présent 

E  =  5,     E,  =  6,     E.=  7,...,     E,=  i; 
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donc  m  =  5,  et  ensuite 

/„  =  1 ,     >.,  =  r ,     \  =3,     }><  =  !,     >>s  =  I  2, . . . , 

d'où 

1=1, 

/,  =  I  /,  +  /   =  2, 

/,  =  3/,+  /,  =  7, 


donc 
et  de  là 
Or 

donc 


T  = p, =95,     V=-^j— =i4. 


p  =  95^  + 14  x46i^>    (7  =  95(1;  + 142, 

donc 

^7  =  —  /•—  5p  =:  —  536^—  79  X  464*,     g  ^  —  ■?  —  5'cr^  —  SSôil*  —  79^- 

Ici  l'exposant  n  pourra  être  aussi  un  nombre  quelconque  entier  positif, 
à  cause  que  /?2=  5  et  que  /x  =  i6,  ce  qui  rendra  toujours  n[j.-+-m  impair. 
Soit  enfin  a  =  16  et  A,  =  i ,  on  aura 

aio.i=(i6)=  —  4*3,     a  =16,  A|:=i, 

i.(  — 45)  =  I  —  46,     «1  =  —  i5A,  +  «  =  I,     A2=  — 45, 

et 

/?    =    /72+    l5/>|,  Ç=^3+l5^,. 

Donc,  comme  ce,  et  A,  sont  <  s/B,  on  fera 

,c,  =  e  =  i,     A,  =  =t:E  =  i,     A2=zfD=-45; 

61. 
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donc  E  ^  I ,  D  =:  45,  avec  les  signes  supérieurs;  ensuite  on  fera 

et  l'on  aura  à  résoudre  l'équation 

1  =  r-  —  ^6$''. 
Or,  ayant  E  =  i,  on  aura  d'abord  m  =  o,  donc  (40)  R  =  i,  S  =  u,  et  de  là 


De  plus  on  aura 


_,      BS  +  eR  ^,       R  +  eS 


donc 

0  =  5  +  464',    T^'^-h's,. 
Donc 

/>=:  p  -t-  l5;-=  165  +  4641       ^  ^  (7  +  l5i  =:  164  +  5- 

Faisant  ensuite  e  négatif  et  égal  à  —  i ,  on  aura  toujours  m  —  o,  et  par 
conséquent 

R=:l,       S  =  O,       et       '■  =  Ç,       ■5=^4'' 

mais  on  trouvera 

T  =  -i,     V=i; 

de  sorte  qu'on  aura 

? ^  —  ?  +  464'    ''=^  —  4'~'~?> 
et  ensuite 

/>  =  p  —  i5r=  —  i65  +  464'>     (/ ^:r  a- —  i5i=^  — 164  +  2. 

Quant  à  l'exposant  «,  il  pourra  être  de  même  un  nombre  quelconque 
entier  positif,  à  cause  de  m  =  o  et  de  ij.  =  16,  ce  qui  rendra  toujours  np. 
pair. 

Rassemblant  toutes  les  formules  que  nous  venons  de  trouver,  on  aura, 
pour  la  solution  de  l'équation  proposée 

110:=  p'  —  46?% 
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les  expressions  suivantes 

P  =  i^i  —  4^4''  1  ^^  ■^4'  —  i' 

jy=r  16^  +  464,  ?  =  iG^  +  S> 

/>  =  292^  +  43  X  464'»  <7  =  29^4  +  43^, 

jy  =  536^  +  79X464.  ?  =  536|  +  79I, 

/;  =  4  768Ç  +  703  X  464.  (/=:4  7684  +  703^, 

p  =zS  756^  4-  I  '291  X  4^4'  (/  =  8  7564^  +  <  agi  Ç, 

j9  =  33  932^  +  5  oo3  X  4^4'  ?  =:  33  gSaij;  ^  5  oo3|, 
où 

__  (  24  335  +  3  588  ^46)"  +  (  24  335  —  3  588  y/p J" 
2 

_  ( 24  335  +  3  588  y/p)"  -  ( 24  335  -  3  588  v46 j" 
3V'46  ' 

n  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif. 

Et  ces  formules  renfermeront  nécessairement  toutes  les  solutions  pos- 
sibles de  l'équation  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  fait  n  —  o,  on  aura  S  =  i  et  4  =  o,  et  les  valeurs  de  p  et  q  de- 
viendront 

^  =  16,  q  =  i, 

^=76,  Ç|f=II, 

p  =  292,  q  =  43, 

p  =  536,  q  =  79, 

p  =  4768,  q  =-  703, 

p  z=:8  756,  q  ^  I  291, 

p:=  33  0)32,  q^5oo3, 

qui  sont  les  plus  petites  qui  puissent  avoir  lieu;  ensuite,  faisant  succes- 
sivement /«  =  I,  2,  3,...,  on  trouvera  des  valeurs  de  p  et  q  toujours  plus 
grandes. 

Exemple,  VI.  —  Soit  encore  proposée  l'équation 

10  =  M^  —  43i  t'. 
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Puisque  lo  ne  contient  auoun  f;icteiir  carré,  et  qu'il  est  en  même 
temps  <  s/ 4^1  '  on  fera  d'abord 

M  =  ;■,     t  =  s,     E=:io,     B  =  3r, 

et  l'on  aura  une  équation  de  l'espèce  de  celle  du  n"  34. 

Suivant  la  méthode  de  ce  numéro,  on  cherchera  premièrement  un  ou 
plusieurs  nombres  £  <  y/B  et  >  y/B  —  E,  tels  que  B  —  £-  soit  divisible 
par  E;  donc,  puisque  \/43i  est  à  peu  près  égal  à  20,  il  est  clair,  par  les 
deux  premières  conditions,  que  z  devra  être  <2i  et  >  10;  ainsi,  en 
essayant  pour  i  îous  les  nombres  naturels  depuis  10  jusqu'à  21  inclusi- 
vement, on  n'en  trouvera  que  deux  qui  satisfassent  à  la  troisième  condi- 
tion, lesquels  sont  11  et  19;  de  sorte  qu'il  faudra  faire  successivement 
£  =  II  et  £  =  19. 

1°  Soit  £  =  1 1,  on  formera  les  séries  suivantes 


43i  — 11=      ^ 

E,  = =  3 1 , 


10 


A,  < 


E,  =  4_3l_^'^    ,,      ^,< 


'E.i  =  — =  3i,      -.     , 

1  40 


E^^'43.-.9'^  ^^^S(43 


Es  = =  20,      As  < 

7 

E,  =  43l^_  ,^^      ^,  < 


E,  ^  4^1:^  =5,    \< 
14 


£      =11, 

v/43 1  -1-  1 1 
3i 

e,     =:=      I.3l   —   II   =  30, 

v'pT  -1-  20  _  ^^ 

e..  =  4o.    I  —  20  =;  20, 

^^431  +20  _ 

£3  =    1 .  3 1  —  20  =  II , 

431  - 16^ 


7 

sl^^ 

:    -f- 

i6 

î5 

\/43" 

I  -t- 

9 

«4 

v'43i 

[  + 

'9 

5 

v/43^ 

I  -)- 

16 

=  35,      À„<         35 


=    5, 

£i   = 

5.   7- 

19  =  16, 

^=    I, 

ti  = 

I  .  25  — 

16=    9, 

=    2, 

S?    = 

2..4- 

9=  '9' 

=    7. 

£s    = 

7-  5- 

19=  16, 

-_    , 

Es    = 

1.35- 

16  =  19, 
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431  —  19'  .  ^/43i  +  iq 

\i,,=  - -—^=2,  X„<^ ^  =  iq,       £,„=:  iq.    2  —  lq=  19, 

30  2  ' 

l.,,^43.-.9j^35,  >.„<v:43^lL^^    ,,      ,„^    ..35-.9=.6, 
2  35 

E,2=^î — ^~-  =    5,  ln<- g =    7'      £•==    7-    5—1(33=19, 

431  —  19=  .  -  v43i  +  19  . 

E„=;î g — ^=14.  >'i3<^'^ ^^ =     ',      £.3=    3.14—19=    9, 

43 1  —  9'  t:  -,     ^  v'43i  -1-9  . 

'4  25 

43i  — 16=  ^/43(-4-t6 

E,i=  ^î p =    7,  >.,:,< -5 =    5,       £,,=    5.    7—  ib=;iq, 

25  7  ^ 

„       43i  — iq'  '  -     ^v43i  +  i9       o 

E„= -i ^  —  10,  /.„!  < -^-^^ ^=    3,'      z,,—    3.10—  iq=i[, 

7  10 

43i—  r  I'  v43i  H-  II 

E,;=  ^i ^3i,  _A,-:<^^ ^ =    I,      £1;:=    i.3i  —  11=20, 


Donc,  puisque  E|o  =  E,  E,,  =  Ei,  on  aura  E|o  =  E,,.,  c'esl-à-din-  ;x  =  iG; 
et  comme  Eo  =  i ,  on  aura  E,  =  E,„,  et  par  conséquent  m=^  i\  de  sorte 
que  l'équation  est  résoluble  (37). 

Ainsi  l'on  formei'a,  suivant  les  formules  (tz),  la  série  /,  /,,  /o,  /:,,..., 
jusqu'au  terme  l^^,  et  l'on  trouvera 

l  =    ', 

/,  =   1/  =1, 

/,  =  4°  '1  +  '  =  4  '  > 

/:,    =      I  4    +  /,    =  42, 
/.    =2     3/3    +/,    =   167, 

4  =  5/4  +/,  =87,7, 

/,  =  I  /,+/,  =  1 044, 

/,  =   24  -(-  Z5  =  2965, 
4  =  -ili  +h  =2'799' 
4  =   1 4  +  4  =  24  764, 
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0  =  194  -i- h  ^49^315, 

I  /,o+  /.)    =517  079, 
,  +  /,.:=  4  I  I  I  868, 

,  +  /„=,  8740815, 

3+/,,=  13  852  683, 
4  -I-  Z,3  =  73  004  aSo, 
s+ A,  =  231865373. 


,2=  7/, 

3=  aZ, 

.=  i/i 

..=  5/, 

,e=  3/, 


Donc  :  1°  on  aura,  par  le  n"  40, 

R=(5/, -4-/    ei    S  =  /„ 
c'est-à-dire,  à  cause  de  j3  =  20  racine  approchée  de  43i, 
R  =  2i,    S  =  i. 

2°  On  aura ,  par  le  n°  M , 

X  =  /,< 


savoir,  à  cause  de  E  =  10  et  £  =  1 1 , 

X=i5i56o72o,    Y=  7300423. 
Donc,  faisant 

-  (X  +  Y  s/p7)"-t-  (X  -  Y  y/pTj", 
^  2 

(X  +  Ys/43i)"-  (X-Yv'437)" 

on  aura  en  général  (38) 

r  =  21  ^  +  43i '-!',     5  =  2ii|'H-^, 

n  étant  un  nombre  quelconque  positif  entier,  tel  que  nu.  +  m,  savoir 
i6«  -I-  2,  soit  pair,  de  sorte  que  n  pourra  être  un  nombre  positif  entier 
quelconque. 
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2"  Soit  e  =  19,  on  formera  de  même  les  séries 

E   =    10,  £    =    IQ), 

43'  —  «9'  1    ^  v/431  -t-  19  ■ 

E,—  - -~    7,     1,<C^^ ^==5,     £,  =  5.   -7  —  10=16, 

10  7  I        .' 

43l  —  16=  ^431   -f-   16  r  C 

E,=  - =25,      A,  ^^^^'^ ~ =  1,     £,=  1.25—16  =  10, 

7  2.5  ~ 


Or,  comme  les  termes  E  et  E,  sont  les  mêmes  que  les  termes  E4  et  E5  des 
séries  précédentes,  il  est  clair  que  tous  les  termes  suivants  seront  les 
mêmes  aussi  (35),  de  sorte  que,  pour  avoir  les  valeurs  de  E,  E,.  E2,..., 
E,  £,,  S2,...,  1,,  I2,  >.3,...,  dans  le  cas  de  s  =  19,  il  n'y  aura  qu'à  prendre 
celles  que  nous  avons  trouvées  ci-dessus  en  diminuant  tous  les  indices 
de  4.  afin  que  le  terme  E^  devienne  E;  mais,  comme  les  deux  premiers 
termes  de  E  et  E,  sont  ici  10  et  7,  il  faudra  continuer  les  séries  précé- 
dentes jusqu'à  ce  qu'on  retrouve  les  mêmes  termes.  Or,  pour  cela  il  sutFil 
de  remarquer  que,  puisque  les  deux  derniers  termes  Eie  etE,,  sont  les 
mêmes  que  les  deux  premiers  E,  E,,  le  terme  E.g  sera  le  même  que  le 
terme  E2,  et  ainsi  des  autres.  De  là  il  est  aisé  de  voir  qu'en  prenant  E,, 
pour  E,  E5  pour  E,,...,  on  aura  E<,,  =1,  Eie  =  10,  E,,  =  7,  par  consé- 
quent m=:i/i  et  ,u.=  16,  et  que  les  valeurs  de  /,,  X,,...  jusqu'à  }.,.j 
seront 

};,  ^=5,        Âj  :=  I ,       A3  =  2,       li  =7,        X;,  =  l  ,       X:  =  19, 

>„=!,       >,s  =  7,       ^  =  2,       X„:=I,       ?.,,=5,     'X^^rS,       A,3=l, 

à  l'aide  desquelles,  si  l'on  forme  la  nouvelle  série  /,  /,,  l.,...,  /,:,, 

/  =  I, 

/,  =  5/  =5, 

/,  =  I  /,  -f  /  =  6, 

/,  =  24  -h/,  =  17, 

/,,    =:     7  Zj    -+-/,=:   1 25, 

/s  =   I  /,  +  4  =  142, 
/,  =  19/i  -1-  l,  =  2823, 
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/,  ^  1/5-1-4=2  g65, 

4  =  7  4  -I-  4  =  23  578, 
4  ^  2  4  -)-  4  =  5o  1 2 1 , 
4o=:   i4  -1-4  =73699, 
4,=  54o  +  4  =418616, 
4^=  34,  +  4«=  1329547, 
4,=   142  +  4,  =  1 748163, 
on  aura 

R=:[343  +  42    et    S  =  43, 

et  par  conséquent,  fi  étant  égal  à  20, 

R  =  36  292  807,    8=1748163, 
d'où 

/■=  36292807^  -I-  7534582531]^,     s—  36292807'];  -f-  I  748  i63|. 

A  l'égard  des  valeurs  de  ^  et  '1/,  elles  seront  les  mêmes  que  ci-dessus,  car 
X  et  Y  sont  toujours  les  mêmes  pour  une  même  valeur  de  B  (41),  et, 
quant  au  nombre  n,  il  pourra  être  de  même  un  nombre  quelconque  entier 
positif,  parce  que,  à  cause  de  p.  =  16  et  m  =  14,  [J.n-^m sera  toujours 
pair  comme  il  le  faut  (37). 

On  voit  par  là  que  les  plus  petits  nombres  qui  résolvent  l'équation 
proposée  sont 

('=  21,       «  :=  t, 

qui  résultent  de  la  première  formule  en  y  faisant  n  =  o,  ce  qui  donne 
^  =  I  et  'I  =  o;  ensuite,  en  faisant  de  même  n  =  o  dans  la  seconde  for- 
mule, on  aura  les  nombres  immédiatement  plus  grands  qui  peuvent  ré- 
soudre la  même  équation,  et  qui  sont 

r  =  36  292  8o7,     5=1748163, 

et  l'on  peut  être  assuré  qu'entre  ces  nombres-ci  et  ceux-là  il  n'y  en  a  pas 
d'autres  qui  puissent  satisfaire  à  l'équation  dont  il  s'agit. 

Au  reste,  puisqu'on  a  trouvé  [j.  et  m  pairs  à  la  fois,  il  s'ensuit  que  cette 
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équation 

—  lo  ^  r^  —  4^1*^ 

n'est  point  résoluble  en  nombres  entiers  (37). 

47.  Remarque.  —  Quand  on  a  une  fois  trouvé,  pour  une  équation 

quelconque, 

±E=r=— B^=, 

les  valeurs  de  E,,  E,,  E3,...  jusqu'à  E„.  (E,,  étant  égal  à  E  et  E,,.-^,  =  E,), 
ainsi  que  celles  de  ).,.  ^2-  ^'s.---.  ^//i>  et  que  dans  la  période  E,  E,,  Ej,..., 
E/j,—,  il  se  trouve  un  terme  égal  à  l'unité,  ce  qui  est  nécessaire  pour  que 
l'équation  ±  E  =  r-  —  B*^  soit  résoluble,  alors  les  mêmes  valeurs 
peuvent  servir  pour  résoudre  aussi  toute  autre  équation  comme 

±.F  =  r'—Bs\ 

F  étant  <  y^B .  Car  nous  avons  déjà  démontré  (41)  que  les  valeurs  de  X  et 
de  Y  sont  toujours  les  mêmes  pour  une  même  valeur  de  B,  et  nous  y  avons 
vu  que  la  série  E„,  E,„+,,E,„+2.---.  £,„-,_  ^._-i  (E,„  étant  égal  à  i)est  toujours 
aussi  nécessairement  la  même,  pour  la  même  valeur  de  B;  d'où  il  s'en- 
suit, à  cause  de  E,,.  =  E,  E/,._h,  =  E,,...,  que  la  série  E,„,  E,„+, ,...,  E^j-,, 
E,E(,---5E;„_,  sera  aussi  toujours  la  même,  et  que  par  conséquent  la  série 
E,E,,  E2,...,  E/t_,  contiendra  toujours  nécessairement  les  mêmes  termes, 
quel  que  soit  le  premier  terme  E,  pourvu  qu'il  s'y  trouve  un  terme 
comme  E,„  égal  à  l'unité. 

Ainsi,  étant  proposée  l'équation 

on  verra  si  le  nombre  F  se  trouve  parmi  les  valeurs  de  E,  E,,  E2,..,,  E,,.—,; 
si  l'on  trouve,  par  exemple,  F  =  Ep,  alors  il  n'y  aura  qu'à  prendre  ce 
terme  Ep  le  premier,  et  continuer  la  suite  E^,  Ep+i,...  jusqu'à  ce  qu'on 
retrouve  deux  termes  consécutifs  identiques  avec  Ep  et  Ep+i,  en  recom- 
mençant toujours  la  série  E,  E,,  E2,...  quand  on  sera  parvenu.au  dernier 
terme  E^._,,  ou  bien,  pour  que  le  premier  terme  soit  toujours  désigné 

62. 
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par  E,  il  n'y  aura  qu'à  diminuer,  dans  la  série  déjà  trouvée  E,  E,,  E,,..., 
E^-,,  tous  les  indices  du  nombre  p,  en  les  augmentant  de  p.  lorsqu'ils 
deviendront  négatifs. 

On  en  fera  de  même  à  l'égard  de  la  série  correspondante  X,,  Xj,  X,,..., 

X^,  et  l'on  aura  par  ce  moyen  les  nouvelles  séries  E,  E,,  E, E^-,, 

et  X, ,  Xo,  X3 X^.  relatives  à  l'équation 

et  à  l'aide  desquelles  on  cherchera  seulement  les  nombres  R  et  S.  puis- 
qu'on connaît  déjà  les  nombres  X  et  Y.  Il  faudra  cependant,  pour  que  le 
Problème  soit  soluble,  que  les  nouveaux  indices  m  et  a  aient  les  con- 
ditions requises  (37);  c'est  ce  qu'il  faudra  d'abord  examiner  pour  ne  pas 
faire  des  calculs  inutiles.  Quant  à  a,  il  aura  toujours  la  même  valeur, 
parce  que  chaque  période  de  la  série  contenant  toujours  nécessairement 
les  mêmes  termes,  il  faudra  aussi  que  le  nombre  u.  de  ces  termes  soit 
toujours  le  même;  ainsi  il  ne  s'agira  que  d'avoir  m.  Or,  si  l'on  appelle  m 
l'exposant  du  terme  qui  était  égal  à  l'unité  dans  la  première  série,  il  est 
clair  qu'on  aura  /n  =  m'  —  p  si  m'  >  p,  ou  m  =  u.  +  m'  —  p  si  m'  <  |S  ; 
de  cette  manière  on  connaîtra  sur-le-champ  si  la  nouvelle  équation  est 
résoluble  ou  non. 

Si  au  contraire  le  nombre  F  ne  se  trouve  point  dans  la  série  E,  E,, 
E2....,  E„_,,  alors  ce  sera  une  marque  sûre  que  l'équation 

n'est  point  résoluble;  car  si  l'on  formait  d'après  le  nombre  F  la  série  F, 
F|,  Fo,...,  analogue  à  la  série  E,  E,,  E2,...,  on  n'y  trouverait  point  de 
terme  éeal  à  l'unité. 

Il  s'ensuit  aussi  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que,  lorsqu'on  a  calculé 
la  série  E,  E,,  Ej E^-,  d'après  une  valeur  de  s,  alors  on  peut  se  dis- 
penser de  chercher  d'autres  valeurs  de  s  (34),  et  il  n'y  aura  qu'à  voir  si 
dans  cette  série  il  y  a  d'autres  termes  égaux  à  E,  et  former  ensuite  de 
nouvelles  séries  dont  ces  termes  soient  les  premiers,  comme  nous  venons 
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de  l'expliquer;  par  exemple,  si  Ep  =  E,  p  étant  <  fx  —  i ,  on  diminuera 
tous  les  indices  de  p,  en  ajoutant  fx  lorsque  les  restes  deviendront  néga- 
tifs, et  l'on  aura  les  nouvelles  séries  E,,  Eo,  E3 X,,  Xj,  ^s,...,  à  l'aide 

desquelles  on  trouvera  de  nouvelles  valeurs  de  R  et  S  :  c'est  ainsi  que 
nous  en  avons  déjà  usé  dans  l'Exemple  V. 
Ayant  résolu  plus  haut  l'équation 

10  ^  r'  —  43'  ■*', 

supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  résoudre  encore  l'équation 

2  :=  r^  —  43' •s^ 

Je  trouve,  en  examinant  les  valeurs  des  termes  E,  E,,  E.,,...,  E<8,  trouvées 
ci-dessus,  que  £,0  =  2;  or,  comme  on  avait  m  =  2  et  p.  =  16,  la  nouvelle 
valeur  de  m  sera  (à  cause  de  p  =  2  et  m'  =  2)  16  +  2  —  to  =  8.  d'où  je 
conclus  que  l'équation  dont  il  s'agit  est  résoluble  (37j. 

Je  diminuerai  donc  tous  les  indices  de  10,  en  y  ajoutant  16  lorsqu'il 
viendra  des  restes  négatifs,  et  j'aurai  les  valeurs  suivantes  de  X,,),.,,)^,..., 
jusqu'à  X,,  c'est-à-dire  X,„_,,  qui  sont  les  seules  dont  nous  ayons  besoin 
pour  trouver  R  et  S, 


X,  =  2, 

X4=I, 

X„=3, 
X,  =  1, 


d'où 


•  'j 

:8, 

=  '7. 

•  =  25, 

'.=  .42, 
=  45., 
=  593. 


Ainsi,  à  cause  de  jS  =  20,  on  trouvera 

R  =  |3/,  + /,  =  i23ii,     S  =  /,  =  593; 

de  sorte  qu'on  aura  ici 

/■=i2  3ii  g -f- 255  583  4-,     «=i23ii4; +  593E, 
les  valeurs  de  ^  et  tj;  étant  exprimées  comme  dans  l'Exemple  VI. 
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De  même,  si  j'avais  à  résoudre  réquatioii 

?.  ^  r-  —  3o«-, 

je  verrais  si  le  nombre  2  se  trouve  dans  la  série  E,  E, ,...  de  l'Exemple  IV: 
et  comme  il  ne  s'y  trouve  point,  j'en  conclus  sur-le-champ  qu'une  telle 
équation  n'est  point  résoluble  en  nombres  entiers. 

En  effet,  si  l'on  fait  E  =  2,  et  qu'on  cherche  les  termes  suivants  E,, 
E2,...  par  la  méthode  générale,  il  faudra  d'abord  trouver  un  nombre 
£  ■<  v'3o  et  >  \/3o  —  2,  et  qui  soit  tel  que  3o  —  £2  soit  divisible  par  2; 
d'où  l'on  voit  qu'on  ne  peut  prendre  que  £  =  4-  Soient  donc 


E  =2, 

ê=4, 

E,  =  ^°- 

16 

—  7' 

7 

£,  =  7  - 

-4  =  3, 

g_3o- 

9  -3 

v/3Ô  +  3 
^^<        3        ="• 

7 

£»  =  7- 

-3  =  3, 
-3  =  4, 

E.=  -7 

9  _„ 

E.=  ^''- 

7 

16  _ 

^.<^^^"^-4. 

£4  =  8- 

-4  =  4, 

E-^°- 

16 

—  V' 

où  l'on  voit  que  dans  la  série  E,  E,,...  il  n'y  a  aucun  terme  égal  à  l'unité. 

Application  à  l'équation  ±  i  =:  /- —  B^",  B  étant  un  nombre  positif 
non  carré. 

48.  Comme  i  est  <C\/B,  cette  équation  sera  toujours  dans  le  cas  de 
celle  du  n°  34,  en  faisant  E  =  i . 

On  commencera  donc  par  chercher  un  nombre  entier  positif  e  <  \lB 
et  >  y/B  —  I ,  tel  que  B  —  e,  soit  divisible  par  i  ;  d'où  l'on  voit  que  e  ne 
pourra  être  que  le  nombre  entier  qui  est  immédiatement  moindre  que 
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\/B,  et  que  nous  avons  déjà  désigné  en  général  par /3  (40),  de  sortequ'on 
aura  nécessairement  c  =  /3. 

Connaissant  ainsi  e  et  E,  on  formera  les  séries  E,  E,,  E^,...,  £,,  £o,... 
et  X,,  X,,..,  à  l'aide  des  formules  (x),  (X)  et  (p.),  et  l'on  poussera  ces 
séries  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  deux  termes  consécutifs  comme  E,,,, 
E^,-H,,  identiques  avec  les  deux  premiers  E,  E,,  ce  qui  arrivera  toujours 
nécessairement,  comme  nous  l'avons  démontré  en  général  dans  le  n"  35; 
alors  il  n'y  aura  plus  qu'à  chercher  les  valeurs  de  X  et  Y  par  les  formules 
du  n°  41,  et  comme  on  a  E  =:;  i  et  par  conséquent  E,„  =  E  (37)-,  savoir 
m  =  o,  on  remarquera  que  la  série  A,,  A,,  A3,...  sera  la  même  que  la 

sérieX,,  X,,  Xj et  que  par  conséquent  la  série  L,  L,,  L2,...  sera  aussi 

la  même  que  la  série  /,  /,,  I2,...  du  n°  39;  de  sorte  qu'ayant  formé  celte 
dernière  série  par  les  formules  fw],  on  aura  sur-le-champ 

Y  =  p/^._,+/^,_„     Y  =  Z^_.. 

Or,  puisque  w  =  o,  on  aura  (40) 

R  =  i,     S  =  o, 
et  de  là 

r  =  Ç,     4  =  ij;  ; 

donc  on  aura  en  général  (38) 

^^(X-|-Y^B)"+(X-Yv/B)\ 

^ ^  (X+Ys/B)"-(X-Y^)" 

n  étant  un  nombre  entier  positif  tel,  que  /ifj.  soit  pair  ou  impair,  suivant 
que  l'équation  sera  (37) 

I  =:  r^ — Bi^     ou     — I  =  r' — Bs-. 
Donc  :  x"  si  l'équation  est 

rifj.  devra  être  pair;  donc,  si  p.  est  pair,  on  pourra  prendre  pour  n  un 
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nombre  quelconque  entier  positif;  si  p.  est  impair,  il  ne  faudra  prendre 
pour  n  que  des  nombres  pairs.;  ainsi,  toute  équation  de  la  forme 

!  =  /■=-  ^s' 

est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers. 
2"  Si  l'équation  est 

—  i=r'~Bs-, 

il  faudra  que  np.  soit  impair,  ce  qui  ne  saurait  être  à  moins  que  p.  ne  soit 
aussi  impair,  d'où  il  s'ensuit  que  si  l'indice  ou  le  quantième  p.  est  un 
nombre  pair,  alors  l'équation 

n'est  jamais  résoluble  en  nombres  entiers;  au  contraire,  si  l'indice  fx  est 
impair,  alors  l'équation  peut  se  résoudre  par  les  formules  précédentes, 
en  ne  prenant  pour  n  que  des  nombres  impairs. 

49.  J'avais  déjà  donné  ailleurs  {voyez  le  tome  IV  des  Recueils  de  l' Aca- 
démie de  Turin)  {')  une  démonstration  de  cette  proposition,  que  tonte 
équation  de  la  forme 

B  étant  positif  non  carré,  est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers  d'une 
infinité  de  manières,  et  j'y  avais  aussi  joint  une  méthode  générale  pour 
trouver  en  même  temps  toutes  les  solutions  dont  une  telle  équation  peut 
être  susceptible.  Celle  que  je  viens  de  donner  est  non-seulement  plus 
directe  et  plus  simple,  mais  elle  a  encore  l'avantage  de  faire  voir  que 
l'équation  dont  il  s'agit  est  toujours  résoluble  quel  que  soit  B,  ce  que  je 
n'avais  pu  démontrer  alors  que  par  un  assez  long  circuit. 

Au  reste,  il  est  clair  que  les  séries  E,  E,,  E,,...,  E^_,  etX,,  À,,  ^-s----' 
X^,  qui  résultent  de  la  supposition  de  E  =  i .  serviront  pour  résoudre  ab- 

(*)  OEuvres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  671. 
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solument  toutes  les  équations  de  la  forme 

quelle  que  soit  la  valeur  de  E,  pourvu  qu'elle  soit  <  sJB ,  par  la  Remarque 
du  n"  47,  parce  que,  dans  ce  cas,  l'unité  se  trouve  nécessairement  parmi 
les  termes  de  la  période  E,  E,,  E, 

^'  IV.  —  Méthode  générale  pour  reconnaître  quand  un  nombre 
quelconque  donné  A  peut  être  un  diviseur  d'un  nombre  de  la 
forme  a'  —  B ,  B  étant  aussi  donné,  et  pour  trouver  la  voleur 
de  a  clans  un  très-grand  nombre  de  cas. 

50.  Les  méthodes  que  nous  venons  de  donner  dans  les  §§  II  et  III  de- 

A 
mandent  toujours  qu'on  trouve  un  nombre  a  moindre  que  —■,  et  tel  que 

a-— B  soit  divisible  par  A;  pour  y  parvenir,  nous  avons  proposé  d'es- 
sayer successivement  pour  !ztous  les  nombres  naturels  moindres  que  —■, 

ce  qui  est  très-facile;  mais,  comme  cette  opération  serait  souvent  ti'ès- 
longue,  surtout  lorsqu'il  n'existe  point  de  pareil  nombre  a,  auquel  cas  il 

faudrait  essayer  successivement  tous  les  nombres  moindres  que  —  »  pour 

pouvoir  s'assurer  qu'aucun  d'eux  ne  puisse  être  pris  pour  a,  j'ai  cru  qu'il 
ne  serait  pas  inutile  de  donner  ici  quelques  règles  générales  pour  recon- 
naître à  priori  si  un  nombre  quelconque  donné  A  peut  être  un  diviseur  de 
«^  — B;  nous  y  joindrons  d'ailleurs  une  méthode  pour  trouver  la  valeur 
de  a  dans  un  très-grand  nombre  de  cas. 

51.  Il  est  d'abord  évident  que,  si  A  n'est  pas  un  nombre  premier,  il 
faut  que  or—  B  soit  divisible  par  chacun  des  facteurs  premiers  de  A  en 
particulier.  Voyons  donc  à  quel  caractère  on  peut  connaître  si  un  nombre 
premier  donné  a  peut  être  un  diviseur  d'un  nombre  de  cette  forme  o:-  — B, 
B  étant  un  nombre  donné  positif  ou  négatif. 

II.  63 
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Si  a  est  un  diviseur  de  B,  il  est  visible  qu'il  peut  l'être  aussi  de  a"^ —  B, 
puisqu'il  ne  s'agit  que  de  prendre  pour  a  un  multiple  de  a.  De  plus,  si  a 
est  égal  à  2  et  que  B  soit  impair,  il  est  clair  aussi  que  iz-—  B  peut  tou- 
jours être  divisible  par  a,  car  il  n'y  aura  qu'à  prendre  pour  a  un  nombre 
quelconque  impair. 

Ainsi,  la  diiriculté  se  réduit  au  cas  où  a  est  un  nombre  premier  qui  ne 
soit  pas  un  diviseur  de  B  et  qui  soit  en  même  temps  différent  de  2. 

Or  je  dis  que,  dans  ce  cas,  «^—  B  ne  peut  être  divisible  par  a  à, moins 

a — I 

que  B  '  —  I  ne  le  soit  aussi. 

Pour  démontrer  ce  tbéorème,  je  fais =  m,  et  je  multiplie  «^—  B 

par  la  quantité  suivante 

.a2(™-o  _,_  g,2(™-2)  B  +  a^C"-')  B=  +  .  .  .  +  B'"-', 

que  je  nommerai  P;  j'aurai 

(«^  -  B)  P  =  a""— B"' =  «»-'  — B'"=a=-'-i  —  (B"-—  i). 

Or,  puisque  B  (par  bypothèse)  n'est  pas  divisible  par  «,  il  est  clair  que, 
pour  que  a^—  B  soit  divisible  par  a,  a.  ne  doit  pas  l'être;  de  plus,  a  est 
un  nombre  premier  (par  hypothèse),  donc,  par  le  théorème  connu  de 
Fermât  [voyez  la  page  i63  de  ses  Œuvres  mathématiques),  que  M.  Euler  a 
démontré  dans  les  Commentaires  de  Pétersbourg,  le  nombre  a'^^'  —  i  sera 
toujours  divisible  par  a\  donc,  si  or — B  est  divisible  par  a,  il  faudra  né- 

a — I 

cessairement  que  B'"— i  ou  bien  B  '    —  i  le  soit  aussi. 

Il  en  sera  de  même  si  w^—  Bi^  doit  être  divisible  para,  en  supposant  u 
et  t  premiers  à  a;  car,  mettant  Bz^  à  la  place  de  B,  on  aura  d'abord 

a —  r 

B  ^  tf~^  —  i  divisible  par  a,  mais  ï°~'  — 1  est  toujours  divisible  par  a, 

donc  il  faudra  que  B  ^   ^i  le  soit  aussi. 

52.  Je  dis  maintenant  que,  si  a  est  tel  que  B  ^  —i  soit  divisible  par  a, 
on  pourra  toujours  trouver  un  nombre  a  tel  que  a-—  B  soit  aussi  divi- 
sible par  a. 
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En  effet,  l'équation 

(  a- —  B  )  P  =  a"-' —  I  —  (B- —  1  ) 

du  numéro  précédent  fait  voir  que,  si  B'"— i  est  divisible  para,  («^  — B)P 
le  sera  aussi,  à  cause  que  a""'  — i  est  toujours  divisible  par  a;  donc, 
puisque  a  est  un  nombre  premier,  il  faut  que  l'un  ou  l'autre  des  deux 
facteurs  a'^—  B  et  P  soit  divisible  par  a;  par  conséquent,  si  l'on  peut 
trouver  une  valeur  de  a.  telle  que  P  ne  soit  pas  divisible  par  a,  cette  va- 
leur rendra  nécessairement  a-—  B  divisible  par  ce  même  nombre  a. 

Or,  en  mettant  — -  à  la  place  de  m,  on  a 

a  —  i 

P  =  a''-='  +  Ba''-'-)-B^a«-'  +  ...  +  B    ''    ; 

qu'on  substitue  successivement  dans  cef  te  quantité  les  nombres  i,  2,  3,... 
jusqu'à  a  —  2  à  la  place  de  a,  et  qu'on  désigne  les  valeurs  correspon- 
dantes de  P  par  P,,  P,,  P3,...,  il  est  facile  de  voir  par  la  théorie  des  dif- 
férences que  l'on  aura 

p,_(«_3)P.+  l^-M^,i)p,_...+  p_=,.,.3.4...(«_3). 

Donc,  si  tous  les  nombres  P, ,  P, ,  P^,...  jusqu'à  P^^o  inclusivement 
étaient  divisibles  par  a,  il  faudrait  que  le  nombre  i. 2. 3. .  .(a—  3)  le  fût 
aussi;  ce  qui  ne  pouvant  être,  à  cause  que  a  est  un  nombre  premier,  il 
s'ensuit  qu'il  y  aura  nécessairement  quelqu'un  des  nombres  P,,  Po,  P3,... 
qui  ne  sera  pas  divisible  par  a;  par  conséquent,  il  y  aura  toujours  néces- 
sairement au  moins  un  nombre  moindre  que  a—i,  lequel  étant  pris 
pour  u  rendra  P  non  divisible  par  a;  donc  ce  nombre  sera  tel  que  (Z-  —  B 
sera  divisible  par  a. 

Ces  deux  théorèmes  sont  dus  à  M.  Euler  [voyez  les  tomes  I  et  VI  des 
Nouveaux  Commentaires  de  Pétersbourg),  mais  il  ne  paraît  pas  que  ce 
grand  Géomètre  ait  jamais  pensé  à  l'usage  dont  ils  peuvent  être  dans  la 
résolution  des  équations  de  la  forme  A  =  m-  — B?-  [voyez  le  tome  IX  des 
mêmes  Commentaires). 

63. 
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53.  Nommons  ?  cette  valeur  de  a;  il  est  clair  que,  si  ?>-?  a  — Ç 
sera  <-  à  cause  de  |<a;  ainsi  l'on  trouvera  toujours  une  autre  valeur 
de  a.  moindre  que  -•  En  général,  quel  que  soit  \,  il  n'y  aura  qu'à  prendre 
a  =  aa  rhS  flO),  et  l'on  pourra  toujours  déterminer  le  nombre  indéter- 
miné fj.  et  le  signe  de  2,  en  sorte  que  a  soit  moindre  que  -• 

a — r 

Ainsi,  dès  qu'on  aura  reconnu  que  B  ^  —  i  est  divisible  par  a,  on 
sera  sur  qu'il  existe  toujours  un  nombre  a  <  -  tel  que  «-  ~  B  soit  divi- 
sible par  a;  de  sorte  que,  pour  trouver  ce  nombre,  il  n'y  aura  qu'à 
essayer  successivement  tous  les  nombres  naturels  moindres  que  -• 

54.  Si  a  est  de  la  forme  l\n+  3,  alors  comme  B  "  —  i  est  divisible 
par  a,  B^""^'  —  i  le  sera;  donc  B'''""^*'  —  B  le  sera  aussi;  donc,  si  l'on  fait 

on  trouvera  par  la  formule  iz  =  p.a±|  une  valeur  de  a  <  -  telle  que 

«-  — B  soit  divisible  par  a;  ainsi  l'on  peut  toujours  dans  ce  cas  trouver 
la  valeur  de  a;  il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  a  est  de  la  forme  de 
4/î-l-i,  à  moins  que  l'on  ne  trouve  par  hasard  une  puissance  impaire 
de  B  comme  B^'''^'  telle  que  B-'"^'  —  i  soit  divisible  par  a,  auquel  cas  on 
pourra  faire  ^  =  B'^'*"' . 

55.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  trouvé  un  nombre  ^  tel  que 
1^  — B  soit  divisible  par  a  (nous  supposons  toujours  que  a  est  différent 
de  2  et  qu'il  n'est  pas  un  diviseur  de  B),  je  dis  qu'on  pourra  toujours 
trouver  un  nombre  2,  tel  que  ç'J  —  B  soit  divisible  par  à-. 

Car,  soit 


on  aura 


??-B  =  X=a2-h2^a^  +  j2-B; 
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or,  Ç^  —  B  étant  divisible  par  a,  on  a  |-  —  B  =  sra;  donc 

?'  —  B  =  'K'a'  +  (2  X|  +  ro)a; 

d'où  l'on  voit  que  cette  quantité  sera  divisible  par  a^,  si  2XS  + w  est  un 
multiple  de  a,  c'est-à-dire  si  2X|  +  z;r  =  p.a;  ainsi  il  ne  s'agira  que  de 
déterminer  \  et  p.,  en  sorte  qu'ils  satisfassent  à  cette  équation 

p.a  —  2  XÇ  =  ET, 

ce  qui,  à  cause  de  a  et  2  H  premiers  entre  eux,  est  toujours  possible  par 
la  méthode  du  n°  8. 

On  pourra  trouver  de  même,  à  l'aide  du  nombre  ^,,  un  autre  nombre  ^2 
tel  que  ?|  —  B  soit  divisible  par  a'  ;  car,  soit  ^|  —  B  =  w,  a^  e(  qu'on 
fasse 

on  aura 

^^  -  B  =  a;  «*  +  2>,  $,  a^  -H  ^;  -  B  =  À>^  -1-  (  2  ^,  Ç,  -t-  5J,  )  a^ 
de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  déterminer  X,  en  sorte  que  l'on  ait 

2  Xi  ^1  -(-  ro,  =^  |U.ia; 
c'est-à-dire  qu'on  n'aura  qu'à  résoudre  l'équation 

f/.i  a  —  2X,  ^1  :=  ÎÏJi, 

laquelle,  à  cause  de  a  et  2  S,,  premiers  entre  eux,  est  susceptible  de  la 
même  méthode  du  n"  8. 

Donc,  en  général,  on  pourra  toujours  trouver  un  nombre  'i  tel  que 
^'-  —  B  soit  divisible  par  a";  et  faisant  ensuite 

X  ^  [j.a"±'E,. 

on  aura  aussi  x^  —  B  divisible  par  a";  de  sorte  qu'on  pourra  toujours 
prendre  x  moindre  que  -  • 

56.  Si  a  n'est  pas  premier  à  B,  c'est-à-dire  si  B  est  divisible  par  a  ou 
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en  général  par  une  puissance  quelconque  de  a,  que  je  dénoterai  par  a'", 
il  est  clair  que,  tant  que  n  ne  sera  pas  plus  grand  que  r,  H-  —  B  sera  divi- 
sible par  a"  en  prenant  ^  tel  que  S"  soit  divisible  par  a". 

Mais,  lorsque  r  sera  <C  n,  il  faudra  distinguer  deux  cas,  l'un  où  r  est 
un  nombre  pair  et  l'autre  où  r  est  impair. 

i"  Soit  r  =  2*,  et  puisque  B  est  divisible  par  a-%  il  faudra  que  H"  le 
soit  aussi,  et  par  conséquent  que  |  soit  divisible  par  a*;  faisant  donc 

'i  =  a'h     et     B  =  a^'B„ 
on  aura 

£=-b  =  «"(H;~b,), 

expression  qui  devant  être  divisible  par  a",  il  faudra  que  ^J  — B,  soit 
divisible  par  a"~-*,  de  sorte  que,  comme  B,  n'est  pas  divisible  par  a,  la 
question  sera  réduite  au  cas  du  numéro  précédent. 

2"  Soitr  =  2  5  — I,  et  il  faudra  de  même  que  ^- soit  divisible  para^^~', 
ce  qui  ne  peut  être  à  moins  que  Ç  ne  soit  divisible  par  a*;  donc,  faisant 

l  =  a''ij     et    B=:«-'-'B,, 
on  aura 

^^— B  =  a^'-'(«??  — B,); 

de  sorte  que,  pour  que  cette  quantité  soit  divisible  par  a",  il  faudra  que 
a^^  — B,  le  soit  par  a""'';  par  conséquent  aS^  — B,  devra  être  d'abord 
divisible  par  a,  ce  qui  est  impossible  à  cause  que  le  terme  a'E,\  est  divi- 
sible par  a,  et  que  l'autre  terme  B,  ne  l'est  pas.  Donc  il  sera  impossible 
dans  ce  cas  de  trouver  un  nombre  2  tel  que  S"  —  B  soit  divisible  par  a". 

57.  Il  reste  encore  à  examiner  le  cas  où  a  serait  égal  à  2.  Or,  soit 
d'abord  B  impair,  il  est  clair  que  ^  devra  être  impair  aussi;  ainsi  l'on  fera 

H  =  2  z  +  I , 
ce  qui  donnera 

.g2-B  =  42(3+l)  +  I  —  B, 

quantité  qui  doit  être  divisible  par  2". 
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Pour  cela  on  remarquera  que,  comme  2(3-1-1)  est  toujours  nécessai- 
rement un  nombre  pair,  soit  que  s  soit  pair  ou  impair,  le  terme  l\z{z-^i) 
sera  toujours  divisible  par  8,  c'est-à-dire  par  2^;  d'où  il  s'ensuit  que, 
tant  que  n  ne  surpassera  pas  3,  il  faudra  que  i  —  B  soit  aussi  divisible 
par  a'\  et  que  lorsque  n  surpassera  3,  il  faudra  que  i  —  B  soit  d'abord 
divisible  par  2'  ;  sans  cela  il  sera  impossible  de  trouver  un  nombre  §  qui 
satisfasse  à  la  question. 

Soient  maintenant  /î>3  et  i  — B  divisible  par  ■/,  r  étant  aussi  >  3;  il 
est  clair  que,  si  m'est  pas  <w,  il  suffira  de  prendre  pour  z  un  nombre 
de  cette  forme  2"""^  Ç,  Ç  étant  un  nombre  quelconque. 

Si  A-<  n,  il  faudra  d'abord  que  [],z{z  +  i)  soit  divisible  par  1'',  c'est-à- 
dire  que  z{z  -\-  i)\e,  soit  par  2''"^;  donc 

z  =  2'"-^  Ç     ou     =:  i''~-  'C  —  I  ; 

donc,  faisant  i  —  B  =  2''^,  il  faudra  que  2'" ['Ç{2''^^Z±  i)  -l-pj  soit  divi- 
sible par  2",  c'est-à-dire  que  Ç(2''^^  Çdz  i)  4- 13  soit  divisible  par  2""''. 

Donc,  si  n  —  r  n'est  pas  >  r—  2,  c'est-à-dire  si  n  n'est  pas  >  2(a-  — i), 
il  suffira  que  Ç  ±  j3  soit  divisible  par  2"""'';  par  conséquent 


p  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Si  n  — r>r  — 2,  c'est-à-dire  si  n>2(/- — ij,  il  faudra  d'abord  que 
Ç  ±  j3  soit  divisible  par  2'^-,  et  par  conséquent  que 

ce  qui,  étant  substitué  dans  l'expression 

donnera 

ce  qui  devant  être  divisible  par  2"~'',  il  faudra  que  { 2''"-  p  ^  ^)-  ±:  p , 
c'est-à-dire  2^'''"^' p^  rp  2''~*p/3-i-]3^  ±p  soit  divisible  par  a"-^'''-'). 

Donc,  si  n  —  2{r—  1)  n'est  pas  >r— i,  c'est-à-dire  si  n  n'est  pas 
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>  3  (a-  —  i),  il  suffira  que  p  ±  jS-  soit  divisible  par  a""-'''""",  c'est-à-dire 
que  l'on  ait 

Si  n  —  2  (r  —  i  )  ^  r  —  i ,  savoir  si  n>  3  (r  — i),  alors  il  faudra  d'abord 
que  (3  ±  /3^  soit  divisible  par  2''~' ,  ce  qui  donnera 

p  =:  2'""'  CJ  np  (3^  ; 

ensuite  il  faudra  que  2'"^'  p-  —  p|3  zc  ??,  c'est-à-dire 

2"--=  cj'  :+:  2='-3  (3-  ro  —  ?/-'  (3nT  +  2^"^  (3^  H-  p'  ±  ro, 

soit  divisible  par  2"~"'~";  donc, 

Enfin,  si  B  était  un  nombre  pair,  comme  a  =  2,  on  aurait  le  cas  du 
n°  51;  ainsi,  faisant  B  =  2'  B,,  si  r  n'est  pas  <  n,  il  suffira  de  prendre  ^ 
tel  que  ^^  soit  divisible  par  2";  si  /•<«  et  impair,  il  n'y  aura  aucun 

nombre  qui  puisse  être  pris  pour  S,;  et  si  r<  n  et  pair,  on  fera  S  =  2~^,, 
et  la  question  se  réduira  à  déterminer  S,  en  sorte  que  S'f  —  B,  soit  divi- 
sible par  2""'',  B,  étant  maintenant  un  nombre  impair;  de  sorte  que  ce 
cas  rentre  dans  celui  que  nous  venons  d'examiner  plus  haut. 

58.  Maintenant,  soient  /  et  g  deux  nombres  quelconques  premiers 
entre  eux,  et  supposons  que  2-  — B  soit  divisible  par /et  que  (L-  —  B  le 
soit  par  g.  Qu'on  prenne 

et  il  est  clair  que  x-  —  B  sera  divisible  à  la  fois  par/et  par  g,  et  par  con- 
séquent par /g-,  à  cause  que/ et  g  sont  premiers  entre  eux.  Ainsi  il  ne 
s'agira  que  de  déterminer  p.  et  v,  en  sorte  que  l'on  ait 

lj.f±'^z=vg±^,     c'est-à-dire     jxf— vg^±:<\i±'i, 

les  signes  de  d)  et  de  S,  étant  à  volonté;  ce  qui,  à  cause  de /et  g  premiers 
entre  eux,  se  fera  aisément  par  la  méthode  du  n°  8. 

Donc,  lorsqu'on  aura  trouvé  des  nombres  | ,  £, ,  £2 , . . .  tels  que  2-  —  B, 
^^  — B,  ^'l  —  B,...  soient  divisibles  respectivement  par  a",  h'',  c'',...,  a.. 
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b,  c,...  étant  premiers  entre  eux,  on  pourra  trouver  un  nombre  x  tel 
que  x^  — B  soit  divisible  par  a"bP&' Ainsi,  faisant 

A  =  a"bPcJ...     ex     oc  ^^^  fj.  A.  ±  x , 

on  aura  a-  —  B  divisible  par  A,  et  l'on  pourra  déterminer  a  en  sorte  qu'il 
soit  <  — • 

2 

59.  De  là,  et  de  ce  que  nous  avons  démontré  plus  haut,  je  tire  les 
conclusions  suivantes. 

Pour  savoir  s'il  est  possible  de  trouver  un  nombre  a  tel  que  (x-  —  B 
soit  divisible  par  A  (A  et  B  étant  donnés),  on  résoudra  le  nombre  A  en 
ses  facteurs  premiers,  et  supposant  que  a  soit  un  quelconque  de  ces  fac- 
teurs, lequel  soit  élevé  à  la  puissance  n,  on  distinguera  trois  cas  suivant 
que  a  sera  égal  à  2  ou  différent  de  2  et  premier  à  B  ou  non. 

1°  Lorsque  a  est  différent  de  2  et  premier  à  B,  il  faudra  que  B  ^  —  i 
soit  divisible  para,  c'est-à-dire  que  le  reste  de  la  division  de  B,  élevé  à  la 

puissance  ~  -,  soit  l'unité.  Si  cette  condition  n'a  point  lieu  par  rap- 
port à  chacun  des  facteurs  a  dont  nous  parlons,  il  sera  impossible  que 
a-  — B  soit  divisible  par  A,  quel  que  soit  y.:  par  conséquent,  on  sera 
d'abord  assuré  que  l'équation 

A  =  u'—Br- 

n'admet  absolument  aucune  solution  rationnelle. 

2°  Lorsque  a  sera  égal  à  2,  ou  qu'il  sera  un  diviseur  de  B,  on  verra, 
par  les  régies  données  dans  les  n°'  5Q  et  57,  si  l'on  peut  trouver  un  nom- 
bre S  tel  que  |^  —  B  soit  divisible  par  a";  si  cela  ne  se  peut  pas,  on  en 
conclura  pareillement  qu'il  n'y  aura  aucun  nombre  a  tel  que  a-  —  B 
soit  divisible  par  A,  et  qu'ainsi  l'équation 

ne  sera  susceptible  d'aucune  solution  rationnelle. 

11.  64 
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Supposons  maintenant  que  l'on  ait  reconnu  que  chacun  des  diviseurs 
premiers  a  du  nombre  A  a  les  conditions  prescrites;  alors  on  sera  assuré 

A 

de  pouvoir  trouver  un  nombre  a  moindre  que  —  ?  et  qui  soit  tel  que 

5<-  —  B  soit  divisible  par  A. 

De  plus,  lorsque,  parmi  les  facteurs  premiers  de  A  qui  ne  sont  pas 
communs  à  B,  il  ne  s'en  trouve  aucun  de  la  forme  de  [\m-\-  i ,  ou  pourra 
toujours  trouver  le  nombre  a  dont  il  s'agit,  sans  tâtonnement,  par  les 
méthodes  que  nous  avons  données  plus  haut  (n°'  54  et  suiv.).  Et  quand, 
parmi  les  facteurs  dont  nous  parlons,  il  s'en  trouvera  un  ou  plusieurs  de 
la  forme  de  l\m-+-  r,  alors  il  suffira  de  chercher,  en  tâtonnant,  par  rap- 
port à  chacun  d'eux,  un  nombre  2  moindre  que  la  moitié  du  facteur 
donné,  et  tel  que  P  — B  soit  divisible  par  ce  même  fadeur.  Après  quoi 
on  pourra  trouver  le  nombre  a  par  les  méthodes  données  (n°*  55  et  suiv.). 
On  pourra  même  souvent  s'exempter  du  tâtonnement,  lorsqu'on  aura 
trouvé  une  puissance  impaire  de  B,  qui,  étant  divisée  par  le  facteur  dont 
il  s'agit,  donnera  l'unité  de  reste  (54). 

-  60.  Soient,  par  exemple,  A  =  5i  et  B  =  7,  comme  dans  le  n^âO;  puis- 

■i-'  '7-' 

que  5i  =  3.17,  il  faudra  voir  si  7  ^  — i  est  divisible  par  3,  et  si  7  "'  — i 
est  divisible  par  17,  c'est-à-dire  si  7  —  1  est  divisible  par  3^7**  — i  par  17; 
or  7  —  1  =  6,  et  par  conséquent  divisible  par  3,  et  7"  —  i  =  5  764  800, 
qui  n'est  pas  divisible  par  17,  parce  qu'il  donne  i5  de  reste;  donc  il 
n'existe  point  de  nombre  a.  tel  que  a.- —  7  soit  divisible  par  5i. 

Si,  A  étant  toujours  égal  à  5i,  B  était  égal  à  —  7,  il  faudrait  voir  si 

3-1  rj-^ 

f— 7)  ^  —  I  est  divisible  par  3,  et  si  (— 7)  ^  —  i  l'est  par  17,  c'est-à- 
dire  si  —7  —  1  est  divisible  par  3  et  si  7*—  1  est  divisible  par  17;  et 
comme  ni  l'une  ni  l'autre  de  ces  divisions  n'est  possible,  c'est  une  marque 
qu'il  n'existe  pas  non  plus  de  nombre  cf.  tel  que  a'^H-  7  soit  divisible 
par  5i. 

61.  Il  est  bon  de  remarquer  que,  pour  savoir  si  7*^  —  1  est  divisible 
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par  17,  on  aurait  pu  se  dispenser  de  chercher  la  puissance  huitième  de  7, 
d'en  retrancher  l'unité  et  de  diviser  le  reste  par  17,  comme  nous  avons 
fait,  ce  qui  exige  des  opérations  assez  longues  et  pénibles;  car,  comme 
tout  se  réduit  à  voir  si  la  puissance  huitième  de  7  étant  divisée  par  17 
donne  i  de  reste,  il  n'y  aura  qu'à  considérer  d'abord  le  carré  de  7  qui 
est  49.  et  qui,  étant  divisé  par  17,  donne  le  reste  i5  ou  bien  —  2  com- 
plément de  i5  à  17,  pour  avoir  un  reste  plus  petit;  donc  le  carré  de  49» 
c'est-à-dire  la  quatrième  puissance  de  7,  étant  divisée  par  le  même  nom- 
bre 17,  donnera  pour  reste  le  carré  de  —2,  c'est-à-dire  4;  et  enfin  le 
carré  de  cette  dernière  puissance,  c'est-à-dire  la  puissance  huitième  de  7, 
donnera  pour  reste  le  carré  de  4.  c'est-à-dire  16;  d'où  l'on  voit  que 
7*  —  I  n'est  pas  divisible  par  17,  le  reste  de  cette  division  étant  i5, 
comme  on  l'a  trouvé  plus  haut. 

Cette  opération  est  fondée,  comme  on  voit,  sur  ce  principe  que,  si  a'" 
étant  divisé  par  h  donne  le  reste  r,  a'""  étant  divisé  aussi  par  h  donnera 
le  reste  r"  (j'entends  par  reste  en  général  tout  nombre  qui,  étant  retran- 
ché du  dividende,  rend  la  division  possible,  d'où  l'on  voit  que  le  reste 
peut  être  augmenté  ou  diminué  à  volonté  d'un  multiple  quelconque  du 
diviseur).  En  effet,  puisque 


p.  étant  le  quotient  de  la  division  de  a'"  par  h,  on  aura 

a"'"  =  (  p.  6  +  /■  )"  =  V  /'  +  r", 

à  cause  que  tous  les  termes  de  [[j-h  -1-  r)"  sont  divisibles  par  b  à  l'excep- 
tion du  dernier  r" . 

En  général,  soient  r  le  reste  de  la  division  de  /  par  h,  et  s  le  reste  de 
la  division  de  g  par  h,  rs  sera  celui  de  la  division  de /g'  par  h\  car 

f=lj.h  +  r,     g=vb^-s; 

donc 

fg=^u.vb^-\-u.sb-i-vrb-\-rs^=\h-i-rs. 

6/^. 
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62.  Soient  encore  A  =  109  et  B  =  7  ;  comme  109  est  un  nombre  pre- 
mier, il  faudra  voir  si  7^'  étant  divisé  par  109  donne  le  reste  i . 

Pour  cela  je  décompose  l'exposant  54  en  ses  facteurs  premiers  qui 
sont  3,  3,  3,  2,  et  je  commence  par  prendre  le  cube  de  7  qui  est  343  et 
qui,  étant  divisé  par  109,  donne  le  reste  16;  je  prends  ensuite  le  cube  de 
ce  reste  qui  est  4096,  et  qui  donnera  63  ou  bien  —46  de  reste;  je  prends 
derechef  le  cube  de  —  46  qui  est  —  97  336,  et  j'aurai  pour  reste  —  108 
ou  bien  i;  enfin  je  prends  le  carré  de  ce  dernier  reste,  et  j'ai  encore  i, 
qui  sera  par  conséquent  le  reste  de  la  division  de  7"  par  109,  de  sorte 
que  7*''  —  I  sera  nécessairement  divisible  par  109. 

Au  reste,  quoique  109  soit  un  nombre  premier  de  la  forme  4^  +  i.  et 
que  par  conséquent  on  ne  puisse  pas  faire  usage  directement  de  la  mé- 
thode du  n°  51,  pour  trouver  un  nombre  S,  tel  que  ^-—17  soit  divisible 
par  109;  cependant,  comme  on  a  trouvé  que  le  reste  de  la  division  de  7-' 
par  109  est  r,  on  pourra  faire  Ç  =  7'',  ou  bien  5  égal  au  reste  de  la  divi- 
sion de  7"  par  109. 

Pour  trouver  ce  reste,  je  me  rappelle  que  7  '  donne  16  de  reste  et  que 
7'  donne  —  46  de  reste;  d'où  il  s'ensuit  que  7''^  donnera  un  reste  égal 
à  —  16  X  46  =  —  736;  or,  le  reste  de  la  division  de  —  736  par  109  est 
—  82  ou  bien  27;  de  sorte  que  27  sera  aussi  le  reste  de  la  division  de  7'^ 
par  109;  or,  7^  étant  égal  à  49.  on  multipliera  encore  27  par  49.  et  le 
produit  I  323,  ou  plutôt  le  reste  i5  de  la  division  de  i  323  par  109,  sera 
aussi  le  reste  de  la  division  de  7'^  par  le  même  nombre  109;  ainsi  l'on 
aura  ^  =  i5,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le 
n°  20. 

On  voit  par  là  que,  lorsqu'il  s'agira  de  chercher  le  reste  de  la  division 

de  B  ^  par  le  nombre  premier  a,  il  sera  toujours  plus  utile  de  commen- 
cer par  chercher  les  restes  des  puissances  impaires  de  B,  dont  les  expo- 
sants sont  des  diviseurs  de  — — ?  parce  que,  si  l'on  en  trouve  une  qui 
donne  i  de  reste,  on  pourra  ensuite  par  son  moyen  trouver  le  nombre  'S.. 


DU  SECOND  DEGRÉ.  509 

§  V .  —  Manière  de  trouver  toutes  les  solutions  possibles  en  nom- 
bres entiers  des  équations  du  second  degré  à  deux  i?iconnues, 

63.  Nous  avons  donné  dans  le  §  III  la  méthode  de  trouver  toutes  les 
solutions  possibles  en  nombres  entiers,  dont  une  équation  quelconque 
de  la  forme 

k  =  u'—}it- 

peut  être  susceptible;  mais,  lorsqu'il  s'agit  de  résoudre  en  nombres  en- 
tiers une  équation  quelconque  du  second  degré  à  deux  inconnues,  telle 
que  celle  du  n"  1 ,  il  ne  suffit  pas  que,  dans  la  réduite  A  =u-  —  ^t'\  u  et  l 
soient  des  nombres  entiers;  il  faut  de  plus  que  ces  deux  nombres  soient 

tels  que  ±  u  —  f  soit  divisible  par  B ,  et  que  ±t—^—  ^^  —  "^J^  \^. 

soit  par  aa,  les  signes  ambigus  de  m  et  ^  étant  à  volonté  (2). 

Or,  lorsque  B  est  un  nombre  négatif,  nous  avons  vu  (27j  que  le 
nombre  des  solutions  de  l'équation 

A  =  M^  —  Bf^ 

est  toujours  limité;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  essayer  successivement 
toutes  les  valeurs  de  u  et  de  t  qu'on  aura  trouvées,  et  l'on  vejra  s'il  y  en 
a  quelques-unes  qui  satisfassent  aux  conditions  dont  il  s'agit;  si  aucune 
n'y  satisfait,  on  en  pourra  conclure  que  l'équation  proposée  n'est  point 
résoluble  en  nombres  entiers. 

Il  n'en  est  pas  de  même  lorsque  B  est  un  nombre  positif;  car  dans  ce 
cas  nous  avons  vu  ikk)  que  le  nombre  des  solutions  possibles  est  toujours 
ou  nul  ou  infini.  II  est  vrai  que,  quand  l'équation 

M^— Br^  =  A 

est  résoluble,  on  peut  trouver  par  nos  méthodes  des  formules  générales 
qui  renferment  absolument  toutes  les  solutions  possibles;  ainsi  la  ques- 
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lion  se  réduit  à  trouver,  parmi  cette  infinité  de  valeurs  de  u  et  t,  toutes 
celles  qui  peuvent  satisfaire  aux  conditions  prescrites;  c'est  l'objet  des 
recherches  suivantes. 

64.   Je  remarque  d'abord  que  l'on  a  en  général 

u  =  pjo,     t  =  pq, 

p^  étant  un  facteur  quelconque  de  A  (22),  et  les  nombres /j  et  q  étant  de 
ces  formes  ('44) 

/?  =  «H-)-B6d/,     q=^  a<i^  +  b'i, 

où  a  et  ^  sont  des  nombres  entiers  donnés,  et  2  et  'J;  sont  exprimés  pai' 

(X  +  Yv/B)"+(X-Yv/B)" 


?  = 


;X  +  Yv'B)"-(X-Yv/B)" 


2^R 

X  et  Y  étaiit  aussi  donnés,  et  n  pouvant  être  un  nombre  quelconque  en- 
tier positif,  pair  ou  impair,  ou  seulement  pair,  ou  seulement  impair;  de 
sorte  que  toute  la  difficulté  consiste  à  trouver  la  valeur  qu'il  faut  donnei' 
à  l'exposant  n  pour  que  les  deux  nombres 

f±pp       ^(f±pp)-Bld±pq) 
B       '  2aB 

soient  entiers. 

Je  remarque,  en  second  lieu,  que  lorsque  le  quantième  p.  se  trouve 
pair,  l'exposant  n  peut  toujours  être  un  nombre  quelconque  entier  posi- 
tif (37  j,  et  que  dans  ce  cas  on  a  (41  j 

X^  -  BY^  =  I . 

Mais,  si  le  quantième  p.  est  impair,  alors  l'exposant  n  ne  pourra  être 
que  pair  ou  impair,  et  l'on  aura  (numéros  cités) 

X-BV  =  — I. 

Supposons  que  l'exposant  n  doive  être  toujours  impair,  on  aura  donc 
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n  =  2/^'-^-  i;  donc,  en  supposant 

__  (Xh-Yv/BJ"''  +  (X-Ys/B)'"'^ 
■'2 

(X  +  Yy/B  )"'  -  (X  -  Y  y/B)^"'  ^ 

on  aura 

H  =  X^, -i-BY(j;„      ij;  =  X4;,  + Y2,, 

et,  par  conséquent, 

y^  =  (aXH-B6Y)g,  +B(aY  +  6X)4j,, 
-     g  =  (aX  +  B6Y)'^,  +  (aY  +  6X)H„ 

expressions  qui  sont  de  la  même  forme  que  les  précédentes,  mais  dans 
lesquelles  l'exposant  de  X  ±  Y  y'B  sera  toujours  pair. 

Or,  le  cas  où  cet  exposant  est  toujours  un  nombre  pair  se  ramène  aisé- 
ment au  cas  où  il  peut  être  un  nombre  quelconque  pair  ou  impaii';  en 
effet,  puisqu'on  a 

f  X  ±  Y  v/B  j' =  X^^  +  BY'^  i  3  XY  v/B , 

il  est  clair  que  si  l'on  t'ait 

X,  =  XM-BY\     Y,=  9.XY, 
on  aura  en  général 

f  X  ±  Y  y/B  )'"' r=-.  (  X,  ±  Y,  VB  j"', 

de  sorte  qu'il  n'y  aura  dans  ce  cas  qu'à  mettre  X,  et  Y,  à  la  place  de  X 
et  Y,  et  alors  l'exposant  pourra  être  un  nombre  quelconque  pair  ou  im- 
pair. 

De  plus,  on  aura 

X;-BYÎ  =  (X>+BY^)— B(r..XY)^=(X^-BY^)^=r, 

comme  dans  le  cas  où  l'indice  ,a  est  pair. 

De  là  il  s'ensuit  que,  soit  que  fx  soit  pair  ou  impair,  les  quantitésyo  et  q 
peuvent  toujours  se  réduire  à  la  forme 
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les  quantités  'S,  eid/  étant  exprimées  comme  ci-dessus,  l'exposant  n  pou- 
vant être  un  nombre  quelconque  entier  positif,  et  les  quantités  X  et  Y 
étant  telles  que  X^  —  BY-  =  i. 

65.  Cela  posé,  nous  allons  examiner  en  général  quel  doit  être  l'expo- 
sant n  pour  qu'un  nombre  quelconque  de  la  forme  ¥  -\-Gp-\-Eq  soit 
divisible  par  un  nombre  quelconque  entier  R  (F,  G,  H  étant  des  nombres 
quelconques  entiers  donnés,  et  non  divisibles  par  R). 

Pour  cela  il  faut  démontrer  le  théorème  suivant: 

Soient  r  un  nombre  premier  quelconque ,  et  X  et  Y  des  nombres  entiers  tels 
que  X"  —  BY-  =  I  ;  ye  dis  que  :  i"  «'  B  est  divisible  par  r,  (X  ±  Y  \/B)  —  i 
le  sera  aussi;  2"  si  B  n'est  pas  divisible  par  r  (auquel  cas  W~^  —  t  le  sera 
nécessairement  par  le  théorème  de  Fermât),  je  distingue  deux  cas.  l'un 

lorsque  B  -I-  1  sera  divisible  par  r,  et  l'autre  lorsque  B  ^  —  i  le  sera 
(car,  puisque  r  est  premier,  il  est  clair  que  B'""'  —  i  ne  peut  être  divisible 

par  r.  à  moins  que  l'un  ou  l'autre  de  ses  deux  facteurs  B  ^  —  i ,  B  ^  -I-  i 
ne  le  soit).  Dans  le  premier  cas.  je  dis  que  (X  rt  Y  v'B)'^^  —  t  sera  divi- 
sible par  r.  et  dans  le  second,  je  dis  que  (X  ±  Y  \/B  )'~  —  i  le  sera. 

Qu'on  considère  la  quantité  (X±YvB)'^  et  qu'on  la  développe  en 
série  suivant  le  théorème  de  Newton,  on  aura,  à  cause  que  r  est  impair, 


±  ''Il '^iL Il  x-' Y=B  v/B  +  . . . ±  Y^B  ^    v/B  . 

2.3  * 

Or,  r  étant  un  nombre  premier,  il  est  facile  de  prouver  que  les  coeffi- 

1     !•    .  ''('' — \)    rir — 1)(/' — 2)  .  ,...,, 

cients  du  bmome  r, -■, ^ :,•••,  sont  tous  divisibles  par  r 

22.3  ^ 

[voyez  le  tome  I  des  Nouveau.x  Commentaires  de  Pétershourg,  p.  22); 
donc 

r  —  I 

(X±Yv^Bj''-X^q=Y^B  ■■'    v'B 
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sera  nécessairement  divisible  par  r,  quels  que  soient  les  nombres  X, 
Y  et  B.  Mais,  par  le  théorème  de  Fermât  déjà  cité  (51),  X'"~' —  i  est 
toujours  divisible  par  r  lorsque  X  ne  l'est  pas,  de  sorte  que  X''  — X  sera 
toujours  divisible  par  r,  quel  que  soit  X;  de  même  Y'"— Y  sera  aussi 
toujours  divisible  par  r,  et  par  conséquent' 

(y-Y)B~^v'B 
le  sera  aussi;  donc,  ajoutant  ou  ôtanl  ces  quantités  de  la  précédente,  il 
s'ensuit  que 

(  X  d=  Yv/B  )' -  X"  zp  YB~^  v/ B 

sera  toujours  divisible  par  /•. 

Donc  :  1°  si  B  est  divisible  par  r,  il  faudra  que  (X  ±  Y  y'B  )'  —X  le  soit 
aussi  ;  donc,  le  produit  de  cette  quantité  par  celle-ci  (X  ±  Y  \/B  )'  -i-  X, 

savoir 

(XrhYv/B)"-X^ 

lésera  aussi;  maison  a  X-— BY-=i  (par  hypothèse),  donc  X-— t  sera 
aussi  divisible  par  r;  donc,  ajoutant 

X=  -  I  . 

à  la  quantité  précédente,  on  aura  la  quantité 

(XzhYv'B  ]'"■-!, 
qui  sera  nécessairement  divisible  par  r. 

2°  Si  B  n'est  pas  divisible  par  r,  et  que  B  ^    +  i  le  soit, 

YB   -    v^B-f-Yv/B 
le  sera  aussi;  donc,  ajoutant  ou  retranchant  cette  quantité  de 

(  X  ±:  Y  v/B  )' -  X  zp  YB^  y'B , 

on  aura  la  quantité 

(X±Yv'B)'-X=tYv/B, 
II.  65 
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i|ui  sera  aussi  divisible  par  r;  donc,  multipliant  par  X  ±  Y  \/B  ,  on  aura 
le  produit 

fX±:Yv'B)'-^'-(\^-BY-'), 

qui  sera  encore  divisible  par  r;  mais  X-—  BY-  =  i;  donc  la  quantité 

(XiYv^B)''^'-. 
sera  divisible  par  r. 

3"  Si  B  ^    +1  n'est  pas  divisible  par  r,  B   '   —  i  le  sera  (B  ne  l'étant 
pas )  ;  donc 

YB   ■'    v/B-Yv/B 
le  sera  aussi;  donc,  ajoutant  ou  retranchant  cette  quantité  de  la  quantité 

f  X  ±  Y  v-'B  )' -  X  =F  YB^  v'ÏÏ , 
(in  aura  celle-ci 

(Xd=Yv/Br-Xq=Y^B, 

qui  sera  aussi  divisible  par  /■;  donc,  multipliant  par  X  q:  Y  \/B,  le  pro- 
duit le  sera  aussi;  mais  ce  produit  est 

(X^-BY^j[(X±Ys/Br'-'J; 
donc,  à  cause  de  X^  —  BY^  —  i ,  la  quantité 

(Xib.  Y  v/B  )'■"'-■ 
sera  nécessairement  divisible  par  r. 

66.   Si  /•  était  égal  à  2,  alors  (X  ±  Y'  yB)'  —  i  serait  toujours  divisible 
par  /■;  car 

( X  it  Y  v/B  j' -  I  =  X^ -+- BY^' d=  2  XY  v/B  -  I  =  2  BY' ±  2  XY  v'! , 
à  cause  de  X-  —  BY-  =  i . 
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67.  Nous  désignerons  dorénavant  par  p  l'exposant  de  X  ±  Y  \/B,  tel 
que  (X  ±  Y  v/B)''  —  I  soit  divisible  par  un  nombre  premier  quelconque  r. 

Ainsi,  si  B  est  divisible  par  r,  p  sera  égal  à  ar;  si  B  n'est  pas  divisible 

par  r,  et  que  B  ^   +  i  le  soit,  on  aura  p  =  r  +  i  ;  si  B  ^    —  i  est  divisible 
par  /■,  on  aura  p  =  /•—  i;  enfin,  si  /•=  2,  on  aura  p  =  r. 

68.  Soit  en  général  a^— i  divisible  par  r,  je  dis  que  a'''— 1  le  sera 
parr-,  a'^ ''' —  i  lésera  parr', 

En  effet,  puisque  a''  —  i  est  divisible  par  r  (par  hypothèse),  il  est  clair 
que  a'"''  —  i  le  sera  aussi,  m  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif; 
donc  les  quantités  suivantes  seront  toutes  divisibles  par  r, 

aP  —  j, 

a-P  +  aP—1, 
a^P-ha-P-haP—3, 


Donc 

a'P  4-  a^''-''>P  +  d'—''^P  +  ...  +  aP-  r 

le  sera  aussi.  Donc 

le  sera;  et,  comme  a''  ne  peut  pas  l'être,  à  cause  que  a''  —  i  l'est,  il  s'en- 
suit que 

le  sera  nécessairement;  donc,  multipliant  celte  quantité  par  a''  —  i,  qui 
est  aussi  divisible  par  r,  le  produit  a'''  —  i  sera  nécessairement  divisible 
par  r'^ . 

On  pi'ouvera  de  même  que 

«('■-O'-P  _,.  «('— -')'-p  +  «('■-3)'-p  +  ...-!_, 

sera  divisible  parr;  de  sorte  qu'en  multipliant  cette  quantité  par  a'''  —  i, 

on  aura  le  produit  a''''  —  i,  qui  sera  divisible  par  r',  et  ainsi  de  suite. 

65. 
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69.  Donc  (XrtYv'B)''  — 1  étant  divisible  par  r,  (X  ±  Y  y/B)''- i  le 
sera  par  r^,  (X  ±  Y  y/B)  ''—  i  le  sera  par  r'\  et  en  général 

(X±Y^B)''"'"'^-. 
sera  divisible  par  ;•'". 

70.  Considérons  maintenant  la  quantité 

F  +  Gp  +  Rq, 

qui  doit  être  divisible  par  R  (65).  Il  est  clair  que,  quel  que  soit  le  nom- 
bre R,  on  peut  toujours  le  mettre  sous  cette  forme  r'" /•""  r'T-...  (r,  ;•,, 
/•j,...  étant  des  nombres  premiers)  ;  de  plus,  il  est  évident  que,  pour  que 
la  quantité  dont  il  s'agit  soit  divisible  par  R,  il  faut  qu'elle  le  soit  en  par- 
ticulier par  cliacun  des  facteurs  /•'",  r'"\  r"'-,...,  et  vice  versa.  Il  est  facile 
de  voir  que,  dès  que  la  même  quantité  sera  divisible  par  chacun  de  ces 
facteurs,  elle  le  sera  aussi  nécessairement  par  leur  produit  R;  d'où  il 
s'ensuit  que  la  question  se  réduit  à  rechercher  les  conditions  nécessaires 

pour  que  la  quantité 

F  +  Gp  +  Bq 

soit  divisible  par  autant  de  nombres  qu'on  voudra  de  la  forme  r'",  r  étant 
un  nombre  premier  quelconque. 

Or,  si  l'on  substitue  les  valeurs  de />  et  ^,  et  ensuite  celles  de  £  et  é  (64), 
la  quantité  dont  il  s'agit  deviendra  de  cette  forme 

F  +  P  (X  -H  Y  v/B  )"  +  Q  (x  -  Y  y/B  )", 

n  pouvant  être  un  nombre  quelconque  entier  positif. 

Supposons  qu'il  y  ail  un  nombre  n  tel  que  cette  quantité  soit  divisible 
par  r'",  je  dis  que,  si  n  est  plus  grand  que  r'"''  p,  p  ayant  la  valeur  que 
nous  lui  avons  assignée  (67),  et  qu'on  prenne  le  reste  de  la  division  de  // 
par  ^'""'p,  lequel  soit  dénoté  par  N,  la  même  quantité  sera  aussi  nécessai- 
rement divisible  par  r'",  en  prenant  le  nombre  N  à  la  place  du  nombre  7i. 

Car,  soit 

•  n  z=  fj.r"'~'  p  -I-  N, 
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p.  étant  le  quotient  de  la  division  de  n  par  r'"-~'p,  puisque  ' 

(X±Ys/Bj''"'"''-i 
est  divisible  par  /-'"(ôO), 

(X  +  Yv/Bf""'''-! 

le  sera  aussi;  donc,  multipliant  par  (X  ±  Y  y/B)' ,  le  produit 

fX=t:Yv^Bj"-(Xd=Yv/Bf 
sera  aussi  divisible  par  r'";  donc 

P(X-f-Yv/Bj"-P(X  +  Yv/B)''     et    Q  (X  -  Y  v'B  j"- Q  (X  -  Y  v/B  )" 

seront  tous  les  deux  divisibles  par  /•'";  donc,  retranchant  ces  quantités  de 

la  quantité 

F  +  P  (X  +  Y  v/B  ,)"  +  Q  (X  -  Y  v'B  )", 

on  aura  la  quantité 

F  +  PfX  +  Yv/B)""'  +Q(X-Yv/B)\ 

qui  sera  pareillement  divisible  par  7-'". 
71.  De  là  il  s'ensuit  que,  si  la  quantité 

est  divisible  par  r'",  en  donnant  à  l'exposant  //  de  ^  et  di  une  certaine  va- 
leur quelconque,  il  faudra  aussi  nécessairement  que  la  même  quantité 
soit  divisible  par  r'",  en  prenant  n  moindre  que  r'"^'  p. 

Ainsi,  pour  reconnaître  si  la  quantité  dont  il  s'agit  peut  être  divisible 
par  /■'",  il  n'y  aura  qu'à  faire  successivement 

;i  =  o,  I,  2, .  .  . ,  r"'"'p; 

et  si  aucune  de  ces  suppositions  ne  rend  la  proposée  divisible  par  r"\  ce 
sera  une  marque  sûre  qu'elle  ne  le  deviendra  jamais,  quelque  valeur 
qu'on  puisse  donner  à  n;  de  sorte  qu'on  en  pourra  conclure  que  la  quan- 
tité dont" il  s'agit  ne  peut  jamais  être  divisible  par  r'". 
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Mais,  si  l'on  trouve  une  ou  plusieurs  valeurs  de  n  moindres  que  r'"~'p, 
qui  rendent  la  quantité  proposée  divisible  par  r'",  alors,  nommant  N  l'une 
(juelconque  de  ces  valeurs,  toutes  les  autres  valeurs  possibles  de  /*  qui 
auront  la  même  propriété  seront  comprises  dans  cette  formule 

n  =:  p,  r"""'  p  -4-  N, 

a  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif. 

72.  Donc,  pour  que  la  quantité 

F  +  Gp^nq 

puisse  être  divisible  par  R,  il  faudra  (70  et  71  j  qu'elle  le  soit  par  /■'"  en 
prenant  n  <  r'"~*  p,  par  r'"'  en  prenant  n  <  r""~'f5, , 

Si  une  seule  de  ces  conditions  manquait,  il  en  faudrait  conclure  qu'il 
serait  impossible  que  la  quantité  dont  il  s'agit  pikt  jamais  être  divisible 
par  R,  quelque  valeur  qu'on  donnât  à  n. 

Supposons  donc  que  toutes  ces  conditions  se  trouvent  remplies,  et 
soit  N  la  valeur  ou  les  valeurs  (s'il  y  en  a  plus  d'une)  de  n  moindres  que 
r'"~'  p  qui  rendent  la  quantité  Y  +  Gp-hEq  divisible  par  r'",  N,  celles  <[ui 
rendent  la  même  quantité  divisible  par  r'"'  (N,  étant  <r'"'""'p,),  et  ainsi 
des  autres,  on  aura  en  général,  en  prenant  des  nombres  quelconques  en- 
tiers p..  p.,,  /J.2, 

n  =  p.  /''"~'  p  -t-  N, 
rt,  =  p.|  r"''-'  p,  +  Ni, 
«2  =:  p.,  r"'-~'  p2  +  Nï, 


De  sorte  que,  pour  trouver  les  valeurs  de  l'exposant  /i  qui  lendront  la 
quantité  proposée  divisible  par  R,  il  ne  s'agira  que  de  déterminer  les 
nombres  /j.,  p.,,  p..,,...,  en  sorte  que  l'on  ait 

a  r"'-'  p  H-  N  =  p.,  ;■',"'-'  p,  +  N, , 
fj.  r"'"'  p  +  N  =  p,  r™--'  p2  +  Nî , 


ce  que  l'on  peut  exécuter  par  la  métbode  du  n*^  8. 
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En  général,  on  voit  que  la  question  se  réduit  à  trouver  un  nombre  n 
qui,  étant  divisé  par  r'"-~'p,  donne  le  reste  N;  étant  divisé  par  /-""^'pi- 
donne  le  reste  N,;  étant  divisé  par  r"'"'^.,,  donne  le  reste  No,  et  ainsi  de 
suite.  Or,  on  a  plusieurs  méthodes  abrégées  pour  résoudre  ces  sortes  de 
Problèmes. 

La  plus  simple  est  celle-ci  :  soient  les  diviseurs  M,  M, ,  M^,...,  en  sorte 

que  l'on  ait  dans  notre  cas  M  =  r'"-'p,  M,  =r""~'p, et  les  restes  N, 

N,,  Na,....  On  cherchera  d'abord  le  plus  petit  multiple  commun  de  tous 
les  diviseurs  M,  M,,  Mo,...,  et  on  l'appellera  P.  On  cherchera  ensuite  le 
plus  petit  multiple  commun  de  M,  Mo,  Mj,...,  savoir  de  tous  les  diviseurs 
à  l'exception  de  M,,  et  l'on  appellera  ce  multiple  Q;  on  cherchera  de 
même  le  plus  petit  multiple  commun  de  M,  M,.  M,,...,  c'est-à-dire  de 
tous  les  diviseurs  moins  Mo,  et  on  l'appellera  Q,,  et  ainsi  de  suite.  Entin 
on  cherchera  par  la  méthode  du  n°  8  des  nombres  entiers  a,  v,  fj.,,  v,, 

p,o,  Vo,...,  tels  que 

jj.  Q  —V  M,  =N,-N, 

|ji,Q,-v,M.=  N,-N, 

.  p,Q.-v,M3  =  N,-N, 


(le  nombre  de  ces  équations  doit  être  égal  à  celui  des  diviseurs  M,  M,,... 
moins  un),  et  faisant,  pour  abréger, 

N -(- ,aQ -t- f/,  Q,  +  ,a,  Q,  +  .  .  .  =  L, 

on  aura  en  général 

71  =  XP  +  L, 

1  étant  un  nombre  entier  quelconque. 

La  démonstration  est  facile  à  déduire  du  n"  8;  ainsi  nous  ne  nous  y 
arrêterons  pas. 

Si  les  nombres  Q  et  M,  sont  premiers  entre  eux,  il  est  toujours  pos- 
sible de  résoudre  l'équation 

aQ- vM,  =  N,— N, 

et  même  d'une  infinité  de  manières  (8);  mais  il  suffira  pour  notre  objet 
d'avoir  une  seule  valeur  de  /j.,  pour  la  substituer  dans  la  quantité  L. 
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!Mais,  si  les  nombres  Q  et  M,  ne  sont  pas  premiers  entre  eux,  alors, 
pour  que  l'équation 

y.Q  — i/M,  =  N,  — N 

soit  résoluble  en  nombres  entiers,  il  faudra  que  N,  —  N  soit  divisible  par 
la  plus  grande  commune  mesure  de  Q  et  M,  (numéro  cité),  de  sorte  que, 
si  cette  condition  n'a  point  lieu,  il  en  faudra  conclure  qu'il  est  impos- 
sible de  trouver  un  nombre  n  qui  ait  les  propriétés  requises,  et  que  par 
conséquent  la  quantité 

FH-G/7  +  Hg 

ne  pourra  jamais  être  divisible  par  R.  On  dira  la  même  chose  par  rapport 
aux  autres  équations 

fy.,  Q,  -  V,  M,  =  N.  -  N, . . . 

auxquelles  il  faut  satisfaire. 

Ainsi,  pour  pouvoir  s'assurer  si  la  quantité 

F  +  G/^-i-Hg 

peut  être  divisible  par  R,  et  pour  trouver  en  même  temps  les  valeurs  de 
l'exposant  n  qui  peuvent  la  rendre  telle,  il  suffira  d'examiner  successive- 
ment toutes  les  valeurs  de  cette  quantité  qui  répondent  à 

«  =  O,     I,     2,  .  .  . 

jusqu'au  plus  grand  des  nombres 

d'où  l'on  voit  que  ce  tâtonnement  sera  toujours  limité. 

73.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  une  autre  quantité  telle  que 

F, -f- G, /? -(- H,  ç, 

qui  doive  être  divisible  par  R,  ;  on  trouvera  de  la  même  manière  que  ci- 
dessus  que  l'exposant  n,  qui  peut  la  rendre  telle  (s'il  y  en  a  un),  sera 
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exprimé  en  général  par 

«  =  À,  P, -I- L,, 

P,  et  L,  étant  des  nombres  connus,  et  X,  un  nombre  quelconque  entier. 
Donc,  si  l'on  veut  que  les  quantités 

F  +  G/^  +  Hç     et    F, +  G,j9 -f-H,(/ 

soient  en  même  temps  divisibles,  la  première  par  R  et  la  seconde  par  R,, 
il  faudra  que  n  soit  en  même  temps  de  ces  deux  formes:  XP  +  L  et 
X|  Pi  +•  Li>  de  sorte  qu'il  ne  s'agira  que  de  trouver  des  nombres  entiers  \ 
et  X|  tels  que  l'on  ait 

/,P  +  L  =  ?v,  P, +  L„ 

Problème  que  l'on  résoudra  par  la  méthode  du  n°  8;  et  l'on  trouvera  que 
la  valeur  de  n  sera  de  cette  forme 

n  =  roll  +  A, 

n  étant  le  plus  petit  multiple  commun  de  P  et  P,,  A  étant  un  nombre 
donné  et  zir  un  nombre  quelconque  entier;  de  sorte  qu'il  y  aura  toujours 
une  infinité  de  valeurs  de  n  qui  satisferont  à  ces  deux  conditions. 

74.  Donc,  puisque  les  valeurs  des  inconnues  x  et  y  d'une  équation 
quelconque  du  second  degré  (2  et  64)  se  réduisent  toujours,  lorsque  u 
et  t  sont  des  nombres  entiers  et  que  B  est  un  nombre  positif,  à  ces  formes 

F  +  Gc  +  Ho  F, +  G,D  +  H,^ 

X  1       V  = •) 

l'exposant  n  des  quantités  X±Ys/B  qui  entrent  dans  les  expressions 
Ae  p  el  q  pouvant  être  un  nombre  quelconque  entier  positif,  on  recon- 
naîtra aisément  par  les  méthodes  précédentes  si  les  inconnues  x  ei y 
peuvent  être  des  nombres  entiers;  et  dans  ce  cas  on  trouvera  aussi  toutes 
les  valeurs  possibles  de  l'exposant  n  qui  peuvent  rendre  x  et  y  des 
nombres  entiers,  valeurs  dont  le  nombre  sera  toujours  infini. 

De  sorte  que  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers,  dont  une 
II.  66 
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équation  quelconque  du  second  degré  à  deux  inconnues  est  susceptible, 
sera  toujours  nécessairenienl  ou  nul  ou  infini. 

Il  restei'ait  à  donner  quelques  exemples  pourmonlrei'  l'application  des 
méthodes  précédentes,  mais  comme  elle  ne  peu!  avoir  aucune  difficulté, 
nous  croyons  pouvoir  nous  dispenser  d'entrer  dans  ce  détail,  pour  ne 
pas  rendre  ce  Mémoire  trop  long. 


§  VI.   —  Remarques  particulières. 

1. 

La  quantité  />-  — By-  peut  être  regardée  comme  le  produit  de  ces 
deux-ci  :  />-l-^vB  et  p  —  ç'v'B;  d'où  il  s'ensuit  que.  si  l'on  multiplie 
cette  quantité  par  une  autre  quantité  de  la  même  forme,  telle  que 
/?7  —  B^^.  on  aura  le  produit  de  ces  quatre  quantités 

or,  le  produit  de  />  -f-  y  \/B  par /?,  +  q^  \/B  est 

pp,  +  Bf/f/,  +  [pq,  +  qp,  v/B  ), 
et  celui  de  /?  —  ^  y'B  P'^''  P\  ~  1^  V^l^  est  de  même 

pp,-hBqq,—  {pq,-hqp,)<^'B, 

c'est-à-dire  qu'en  faisant 

pp,-hËqq,  =  P,     pq,-\- (ii>,  =  Q, 
ces  produits  sont 

P  +  Qv/^    61    P-Qv'B; 

donc  le  produit  de  p-  —  Jiq-  par  pf  —  ^q\  sera  égal  à  celui  de  P  +  Q  yB 
par  P  —  Q  V  B ,  c'est-à-dire  égal  à  P-  —  BQ'-". 

Si,  au  lieu  de  multiplier  d'abord /?  +  ^  y'B  P^'/'i  +  ^i  VB-  et/>  — g»  v  B 
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par/?,  — ^,  vB,  01!  niullipli;ntj9  +  ^v'B  \iàrp<  —  g<  v'B,  et  p  —  q\\i  par 

p,  -^  q,  V  B  .  011  aurait  les  produits 

P  +  QVB     et    P-QvB, 

dans  lesquels 

de  sorte  qu'on  aura  eu  général 

{fj-^Bq'nip;  -  Bfyn  =  P—  B(V, 
P  —  j,p,±Bqq„     Qz=:pq,±qp., 

comme  nous  l'avons  vu  '9;. 

Cette  analyse  a  l'avantage  défaire  voir  claivemenl  pourquoi  le  produit 
de  deux  quantités  de  la  ïo\me  p-  —  Bcj-  ne  peut  être  que  deux  fois  de  la 
même  forme;  en  ell'et,  en  réduisant  l'équation 

{p'^-Bq^){p:-\iq:)  =  p-^-PQ-^ 
à  la  forme 

i>  +  q^B){p^q  v'B  )  '/;,  +  </,  v'B  )  { p,  -  ^,  v/B  )  =  (P  +  Q  v  B  )  (P  ~  Q  s/B  ), 

il  est  visible  qu'on  n'y  peut  salisfaire  que  par  ces  deux  suppositions 

P±Q^B=(p±qy/B)  (p,±q,^B} 
ou 

P±Qv/B--   !p±qs'B)ip.^<J,^>B), 

ce  qui  donne  les  deux  valeurs  de  P  et  Q  que  nous  avons  trouvées. 

Donc,  puisque  le  produit  de  deux  quantités  de  la  foi'nie />-  — B^^  est 
deux  fois  de  la  même  forme,  le  produit  de  trois  de  ces  quantités  sera 
quatre  fois  de  la  même  forme,  le  produit  de  quatre  quantités  sera  huit 
fois  de  la  même  foi'me,  et  ainsi  de  suite;  à  moins  que  quel(|ues-u.nes  de 
ces  formes  ne  soient  délmites  par  l'évanouissement  des  quantités  Q,  ce 
qui  doit  arriver  nécessairement  lorsqu'on  multiplie  ensemide  des  (juan- 
tités  égales. 

66 
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En  effet,  si  l'on  fait  p,=p  etq,  =  q,  en  sorte  que 

les  doubles  valeurs  de  P  et  Q  se  réduiront  à  celles-ci 

?~p-  +  ^q\     Q  =  -2.pq, 
et 

dont  les  dernièi'es  ne  nous  apprennent  rien;  de  sorte  que  dans  ce  cas  on 
n'aura,  à  proprement  parler,  qu'une  seule  valeur  de  P  et  une  de  Q. 

Mais  vovons  en  général  quelles  sont  les  expressions  de  P  et  Q  qui 
peuvent  satisfaire  a  l'équation 

Suivant  notre  méthode,  on  réduira  cette  équation  à  la  forme 
{p  +  q  v/B  r  ip-q  v'Br  =  (P  +  Q  \/B  )  (P  -  Q  \/B  j,' 


et  l'on  fera 


l'oii  l'on  aura 


P-Q^B  =  {p-qsjBr, 
_{p  +  q  s/B  j-  +  {p-q  v/B  )'" 


2v/B 

expressions  qui  seront  toujours  rationnelles,  comme  il  est  facile  de  s'en 
assurer  par  le  développement  des  puissances  de/>  +  q  \/B  et  de/?  —  q  y  B- 
Si  l'on  faisait 

P  +  Qv'B  =  (;?-ç^Br. 

P-Q^B  =  (/>  +  ^vBr. 

on  aurait  les  mêmes  valeurs  de  P  et  de  Q  que  nous  venons  de  trouver,  à 
l'exception  que  celle  de  Q  serait  négative,  ce, qui  est  indifférent  ici. 
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II. 

Si  l'on  avait  à  multiplier  ensemble  deux  quantités  de  cette  forme 

/>=—  B^-  —  C;-^-)-  BCs-, 

on  pourrait  démontrer  par  la  méthode  précédente  que  le  produit  serait 
aussi  de  la  même  forme. 
Car  soient 

pi-Bq'l-Cn^BCs', 

les  deux  quantités  qu'il  s'agit  de  multiplier  l'une  par  l'autre:  en  faisant, 

pour  abréger, 

p  -h  q  y/B  =  x,     p  —  q  y/B  =  ô, 

r  -h  s  \/B:=y,      ;■  —  5  ^/B  =  ô, 


et  de  même 


elles  deviendront 


/i  +  ^1  v/B  =  «"     /9,  —  5,  v/B  =  p,, 
r,  -h  s,  y/B  =  y,,      ;•,  —s,  y'B  =  â,, 


z^-Cyè    et    a,  (3,  —  Cy,  â„ 
dont  le  produit  peut  se  réduire  à  cette  forme 

(«a,itCyy,)((3(3,  ±CÔÔ,)-C(aâ,±y(3,)((3y,  ±ôa, 
Or,  il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 

afl:,±Cyy,=:P  +  QvB, 

(3(3,  ±Côa,  =  P-Qv/B, 
aô,  ±:y(3,  =  R -h  S  y/B , 
(3y,  ±âa,    =:R—  Sy/B, 

en  faisant 

P  =pp,  +  Bqq,ztC{rr,  +  Bss,], 

Q=pq,-h  qp,     ±:C{  rs,-h  sn), 

B=pr,  —  Bqs,±{rp,  —  Bsq,), 

S  =(//■,—/«,     ±{sp,  —  rq,), 
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d'où  il  s'ensuit  que  le  produit  des  deux  quantités  données  sera 

P2  _  BQ=  --  CR-  +  BCSS 

et  par  conséquent  de  la  même  l'orme  que  ces  mêmes  quantités. 
Si  l'on  voulail  avoir  le  earré  de 

p--~  Bq- —  Cr- -+-ECs\ 

il  n'v  aurait  qu'à, supposer  dans  les  formules  précédentes  p,  —p,q,  —  q, 
r,  =  i\  5,  =  s,  el  l'on  aurait,  en  prenant  le  signe  supérieur, 

?  =  /;=  + 67= -t-C(/'^-t-B«M, 
Q=  -ipq  +  aC;'5, 
Rz=:  -xpr —  a  Bç«, 
S  =0; 

et,  en  prenant  l'inférieur, 

P=;,^-(-B7-— C(;-^+  Bi-), 

Q=  ipq  —  r>.Crs., 

R=o, 

S  =irq  —  i.ps. 

On  pourra  trouver  de  même  le  cube  et  les  puissances  plus  hautes  de 

p'—Bq'-Cr'-hhCs\ 

lesquelles  seront  toujours  aussi  de  la  même  forme,  de  sorte  qu'on  pourra 
résoudre  en  généra^  l'équation 

(/?  -Bq'-  Cr'  +  BC5^)'"  =  P^  -  BQ^  —  CR^  +  BC*^ 

Au  reste,  il  faut  remarquer  que,  pour  avoir  toutes  les  valeurs  possibles 
de  P,  Q,  R  et  S,  il  faudra  faire  successivement  chacune  des  quantités 
p,  q,  r,  s  positive  et  négative,  à  cause  qu'il  n'y  a  que  les  carrés  de  ces 
quantités  qui  entrent  dans  la  quantité  donnée  p^  —  Bq^  —  C^^+  BC*" 


DU  SECOND  DEGRÉ. 


m. 


Si  l'on  voulait  trouver  des  fondions  de  plus  de  deux  dimensions  qui 
eussent  la  même  propriété,  que  le  produit  de  deux  fonctions  semblables 
fût  aussi  une  fonction  semblable,  on  y  parviendrait  aisément  par  la  con- 
sidération suivante. 

Que  l'on  considère  la  quantité  irrationnelle 

l  +  ua'ij  k  +  xdr  '(/  A-  +  ya?  "^  S?  -^  .  .  .^  p, 

a  étant  une  des  racines  «'"""  de  l'unité,  il  est  facile  de  voir  que,  si  l'on 
multiplie  ensemble  deux  expressions  semblables,  le  produit  sera  aussi  de 
la  même  forme. 

Or,  si  l'on  désigne  par  a,,  a,,  aj,...  les  différentes  valeurs  de  a,  c'est- 
à-dire  les  différentes  racines  de  l'équation  a"  — i  =  ■■-,  et  par/?,, />.,y03,... 
les  valeurs  correspondantes  de  p,  on  sait  que  le  produit  pt  PiP^.-  sera 
toujours  une  quantité  rationnelle;  donc  cette  quantité  aura  la  propriété 
requise . 

En  effet,  soit 

ô  -)-  ua  '^A  H-  'i,a-  '^ Pi?  H-  'i^a?  7-^'  +•  ■  •  =  ^. 

et  la  quantité  vi^-os.,-^^...  sera  rationnelle  et  semblable  à  la  quantité 
PiPiPs---  ;  donc,  si  l'on  fait 

P  =  J9,^.,yj3.  .  .,        11=53,572  513..., 

on  aura  Pli  ^ p^TZ^p^rz^p^TS^...;  mais  en  multipliant  p  par  w  et  nom- 
mant le  produit  q,  on  trouvera,  à  cause  de  a"  =  i, 

T  +  V«  ^Â+  Xa^  '^Â^  -h  Ya'  ^ Â^  -h . .  .  =  g, 

T,  V,  X....  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ^,  m,  a;,...,  5,  -j,  S,...  et  A; 

donc  si  l'on  fait  de  même 

Q^q,q,q,..., 

la  quantité  i^  sera  rationnelle  et  semblable  à  P  et  à  H,  et  l'on  auia 

Q  =  pn. 


5-28       SUR    LA   SOLUTION   DES  PROBLEMES  INDETERMINES 

De  là  on  voit  que,  si  l'on  multiplie  ensemble  autant  de  fonctions  sem- 
blables à  P  qu'on  voudra,  le  produit  sera  toujours  aussi  une  fonction 
semblable. 

Donc,  si  l'on  élève  P  à  une  puissance  quelconque,  cette  puissance  sera 
toujours  aussi  une  fonction  semblable  à  sa  racine. 

Pour  trouver  en  général  l'expression  d'une  puissance  quelconque  P'", 
il  l'audra  trouver  d'abord  celle  de/?'",  qui  sera  nécessairement  de  la  forme 

T  +  Va  7ÂH-  Xa-  '^'T'  -+■  Ya'  yJ*  -i- . .  ., 

el  alors  on  aura  P'"  ^=p"lp'lp"l 

Soil  donc  en  général 

^"'  =  T  H-  \ a  v'A  -I-  Xa'  y  A"  +  Ytf  y/ A'  +  .  .  .  ; 

comme  cette  équation  doit  être  identique,  et  par  conséquent  avoir  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  a,  on  aura  celles-ci 

p",'  —  T  +  Va,  v'Â  +  X  a;  7  A'  -t-  YaJ  v' A^  +  . . . , 
/?™  =  T  -h  Va,  v'A  -K  Xa=  'Ij'K'  +  \ a\  '^Â^  + . . . , 
jo™  =  T  -h  Vas  v'A  +  Xa,;  '^Â^  +  ^ al  v' A^  -4-  . . . , 


qui  seront  au  nombre  de  n;  donc,  comme  les  quantités  T,  V.  X,  Y,... 
sont  aussi  au  même  nombre,  on  pourra  les  déterminer  à  l'aide  de  ces 
mêmes  équations,  et  il  est  facile  de  voir  qu'à  cause  que  a,,  a.^,  a,,... 
sont  les  racines  de  l'équation  a"—  i  =  o,  dont  tous  les  termes  intermé- 
diaires manquent,  on  aura 

T  -  pT  +  p'i' -^  p'i' +  ■  ■  ■ 


a"~'  p'!^  -\-  a';~'  p"^  -f  a"~'  /? " 


^       aT'P". 

n"\Jk 
'  -f-  a".--p7  +  «T 

Vï 

'  +.  .  . 

a'r'p'! 

n  V  A- 
'  -t-  aT~'p"'  -+-  a"~ 

Va 

'  -h.  .  . 

«."/A^ 

DU  SECOND  DEGRE.  529 

expressions  qui  deviendront  rationnelles  par  la  substitution  des  valeurs 
de  p"l,  pi,  pi,---,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  par  cette  consi- 
dération que  l'on  a 

a,  +  a-i  +  «3-1-  ...  =:  o, 
a]  + a\-\- al-\- .  .  .^  o, 
a\  +  ai  +  a\  + . .  .^  o, 


a'\  -I-  a"  -I-  a"  -I-  .  .  .^  n, 
a^+'  -I-  a«+*  -h  a""^'  +  . .  .=  o, 

af  -f-  af  -i-  a|"  -t-  .  .  .  =■  n, 


et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'on  pourra  avoir  les  valeurs  de  T,  V,  X...., 

indépendamment  des  racines  a,,  a,.  «3. 

Cette  même  considération  suffit  aussi  pour  faire  trouver  en  général  la 
valeur  de  P  =  p^p^p^---  sans  connaître  les  racines  a,,  a.^,  a^,...;  car,  si 
l'on  fait 

p,  -h  p, -h  fi  -i- ■  .  .^  a, 

p\+p\^Pl^---=<^, 
p\-^pl+pl  +  ...^y. 


et  ensuite 


2 

a6  —  (3a  -1-y 

"^                   3 

j       ac—  !^b  +ya- 

-è 

4 

la  quantité  P  sera  égale,  comme  on  sait,  au  terme  n'"'"  de  la  série  a,  h, 
c,  d....;  mais  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  de  a,  j3,  7,...  ne  peu- 
vent contenir  d'autres  fonctions  des  racines  a,,  a^,  a,,...  que  la  somme 
de  ces  racines,  ou  de  leurs  carrés,  ou  de  leurs  cubes,  etc.;  donc,  etc. 
En  général,  il  est  évident  que  la  quantité  P  n'est  autre  chose  que  le 
II.  67 
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dernier  terme  de  l'équation  dont  les  racines  seraient />,,/>2./>3,-..,  c'est- 
à-dire  de  l'équation  qui  résultera  de  celle-ci 

t  -\-  ua  ^A  -I-  xa-  v' A'  +  .  .  .^  p, 

en  la  délivrant  des  quantités  radicales  et  l'ordonnant  ensuite  par  rapport 
à/?,  ou  bien  (ce  qui  revient  au  même)  de  l'équation  résultante  de  l'éli- 
mination de  w  dans  ces  deux-ci 

t  -h  UM  -h  XOù-  +  JM^  -I-  .  .  .  ^  ^, 

w"  —  A  =  o.  . 

Soit  n  =  2,  en  sorte  que 

p  ^  t  +  ua  y'A      et      «'  —  I  ^  o, 
on  trouvera 

P  =  t-—liu'; 

c'est  le  cas  que  nous  avons  examiné  plus  haut  (1). 
Soit  n  =  3,  en  sorte  que 

p  =^  t  -]-  ua  si  Pi.  +  xa'  \j  k''     el     a'  —  i  =  o, 

on  trouvera 

Ç  =.t^  +  ku^—'iktux -\^  k'^x^.  , 

Donc,  si  l'on  fait  de  même 

11  =  6'  + Au'— 3A&u^  +  A^?^ 

le  produit  PIT  sera  de  la  même  forme,  c'est-à-dire  qu'on  aura 

Pn  =  T'  +  AV  -  3  ATVX  +  A^  X\ 

et  pour  avoir  les  valeurs  de  T,  V  et  X  on  considérera  que 

cy=9  +  lia  v/A  +  ^a'  \l k', 
;>nj  =  T  +  Va  ^A-f-Xa- ^Â',  .•  ' 

d'où  l'on  aura 

T  =  tB  +  k(ul  +  xjx), 

Y  =z  tu  -¥-  6u  -\-  kx\, 
X  =  t'^  +  8x-i-  nu. 
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Si  l'on  faisait  ,t  =  o  et  Ç  =  o,  les  quantités  P  et  D  deviendraient 

l' -h  Au^     et     ô'-f-Ai;', 

mais  leur  produit  ne  serait  plus  de  la  même  forme,  à  cause  que  la  quan- 
tité X  ne  deviendrait  pas  nulle. 
Soit  «  =  4'  en  sorte  que 

p=:  t  +  ua  \/A  -h  xa^  \J k'^  -\-  ya?  y/ A^     et     a*  —  i  ^  o, 
on  trouvera 

P  =  /*  —  k.\it''[x^-\-uy) —  [^tu?x  -\-  M*]  -(- A^(4f-3?j'-l-^* —  ls,ux'-y'  -'r  iu?-y'^)  —  A^)'', 

et  le  produit  d'autant  de  fonctions  de  cette  forme  qu'on  voudra  sera  tou- 
jours une  fonction  de  la  même  forme,  et  ainsi  de  suite. 

IV. 

Si  l'on  avait  à  résoudre  l'équation 

r"  —  Ai"  ^  (/'", 

il  est  évident  qu'on  y  parviendrait  si  l'on  pouvait  rendre  chaque  facteur 
de  r"  —  A^S  comme  r  —  assJK,  égal  à  une  puissance  m'"'"',  a  étant  tou- 
jours une  des  racines  de  l'équation  a"  — i  =  o. 
Soit  donc  en  général 

r —  sa  "il  k  ^  p"', 
en  sorte  que 

p  ^  \  r —  sa  ^A  , 

il  est  facile  de  concevoir  que  la  valeur  de  p  ne  peut  être  exprimée  que  de 
cette  manière 

p  ^::z  t  -\-  ua  v'A  -I-  xa^  y/ A^  +  ya"  ^  A'  -I-  ...  H-  za"-'  y k"~'  ; 
cette  quantité  étant  élevée  à  la  puissance  m,  on  aura  (numéro  précédent) 

y)'"  =  T-f- Va  v'A  H-  \a^  "^k:' -h  Y  a' yJ}  +  .  .  .4-Z«"-'  ^A»-'  ; 

6,. 
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donc 

/•  =  T,     s=—Y    et    X=o,     Y  =  o,     Z=^o,..., 

et  la  valeur  de  q  sera  égale  à  />,  P2P3 

Donc  le  Problème  sera  résoluble,  au  moins  par  cette  méthode,  toutes 
les  fois  qu'on  pourra  satisfaire  aux  équations 

X  =  o,     Y  =r  o,     Z=ro,...; 

mais,  quoique  ces  équations  ne  soient  qu'au  nombre  de  n  —  2,  et  que 
les  indéterminées  t,  u,  x,...  soient  au  nombre  de  n,  il  arrivera  bien  sou- 
vent qu'il  ne  sera  pas  possible  de  les  résoudre  rationnellement. 

Le  cas  de  «  ^  2  ayant  déjà  été  examiné  (1),  faisons  n  =  3,  et  l'on 
aura 

p=i  t  +  ua\l  k -\- xa' \J  k'' . 

Soit  maintenant  /w  =  2,  en  sorte  qu'il  s'agisse  de  résoudre  l'équation 

;■'  —  ks'  =  q', 

et  faisant  le  carré  de  p,  on  aura 

p''  :=  t-  ->i-  1UX k  +  ( kx'  +  itu)a\/ k  +  (u'  -+-  itx)a'  \J k'' , 

en  sorte  qu'on  aura 

T  ^  ('  -\-  ik  ux, 

y  ^  kx'^  -\- 1  tu, 

\:=  u'  -\-  itx; 


par  conséquent, 


r^  t^  -\-  ikux, 
s  =  —  kx-  —  2  tu, 


et  l'équation  à  laquelle  il  faudra  satisfaire  sera 

u'  -f-  ate  =  o, 
laquelle  donne  sur-le-champ 
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de  sorte  qu'en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  celles  de  /■  et  s,  on  aura 


t 


Au' 


A  l'égard  de  q  —  p^p^,  on  trouvera,  comme  dans  le  numéro  précédent, 

q  ^  t^  +  ku^  —  iktux  +  A-'x', 

ou  bien,  en  substituant  pour  x  sa  valeur  —  —■, 

5Au^      A^  w 
'  2  or 

Si  l'on  voulait  éviter  les  fractions,  il  n'y  aurait  qu'à  mulliplier  /et  s  par 
le  carré  4^^  et  q  par  le  cube  St\  et  l'on  aurait  plus  simplement 

r  =  4^(''  — Am'), 

s  =  —  u{8t'-\-  Au'), 

q  =  8t'  -+-  7,oAt'u'  —  A^uK 

Soit  m  =  3,  en  sorte  que  l'équation  à  résoudre  soit 

r'  —  As'  =  q^  ; 

on  fera  le  cube  de  p,  et  l'on  aura 

p^  ^  t'  +  Au'  -+-  6Atux  -+-  A' x' 

-+-  Ht'u  -¥  Au^x  +  Atx^)a\JA  +  3  ( /«^  +  t-x  ■+■  Aux'')à'  \J A- , 
d'où 

T  =zt'  +  Au'  +  (oAtux  -+■  A'x', 

y  ^^  Z  t'  U  -\-  "i  A  (U^  X  -Ir  tX-  ), 

X  :=  3  (  f  M-  +  te^  +  A  ux'^  )  ; 
ainsi  l'on  aura 

rz^  t' -^  Au' -{-(iAlux -\- k- x', 
i  =  —  3<^M — 'i>A[tx'^^u-x), 
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et  il  faudra  qu'on  ait  X  =  o,  savoir 

tu'  -T-  t'ûp  -T-  k  ux'  =^  o  ; 

quant  à  la  valeur  de  q,  elle  sera  la  même  que  ci-dessus,  savoir 
q  ^  t^  -i-  Au^  —  3 ktux  -t-  A^x'. 
Ainsi,  toute  la  difficulté  se  réduit  à  résoudre  l'équation 

tu'  -\-  t'  X  -\-  h.  ux'  =^  o, 

c'est-à-dire  à  trouver  une  valeur  quelconque  rationnelle  de  t,  ou  de  u, 
ou  de  X,  qui  satisfasse  à  cette  équation. 

Pour  la  mettre  sous  une  forme  plus  simple,  faisons  u  ^=^ft,  x  ==fgt, 
et  divisant  par/?',  on  aura 

OU  bien,  divisant  pary^, 

soit  de  plus  -7.  -\ —  =  A,  ^ =  /,  on  aura 

donc  l'équation  précédente  deviendra  celle-ci 
._     4A 

c'est-à-dire 

^k  =  h[h^l](h  -/); 

soit  encore  /  =  kh,  et  l'on  aura 

4A  =  /j=(i  — yi-^), 

4  A 
c'est-à-dire   que      _  ,  ^    devra  être  un  cube ,  et  par  conséquent  que 

ik 
aA^  (i~  k'^)  devra  en  être  un  aussi,  dont  la  racine  sera  -j-- 
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Mais,  comme  nous  ne  nous  proposons  pas  ici  de  traiter  cette  matière 
à  fond,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  davantage  quant  à  présent;  nous 
observerons  seulement  que  M.  de  Fermât  prétend,  dans  ses  Remarques 
sur  Diophante,  avoir  démontré  en  général  ce  théorème,  que  l'équation 

;■"  -T-  s"  =^  q" 

n'est  jamais  résoluble  d'une  manière  rationnelle  lorsque  n  surpasse  2; 
mais  ce  Savant  ne  nous  a  pas  laissé  sa  démonstration,  et  il  ne  parait  pas 
que  personne  l'ait  encore  trouvée  jusqu'à  présent.  M.  Euler  a,  à  la  vé- 
rité ,  démontré  ce  théorème  dans  le  cas  de  «  =  3  et  de  n  —  4,  par  une 
analyse  particulière  et  très-ingénieuse,  mais  qui  ne  parait  pas  applicable 
en  général  à  tous  les  autres  cas;  ainsi,  ce  théorème  est  un  de  ceux  qui 
restent  encore  à  démontrer,  et  qui  méritent  le  plus  l'attention  des 
Géomètres. 
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(*) 


(  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lellres 
*^f////z,  t.  XXIII,  1769.) 


Viète  est  le  premier  qui  ait  tâché  de  donner  une  méthode  généiaLe 
pour  résoudre  les  équations  numériques;  mais,  quoique  cette  méthode 
ait  été  ensuite  perfectionnée  et  simplifiée  à  quelques  égards  par  Harriot, 
Ougtred,  Pell ,  etc.,  elle  est  encore  si  compliquée  et  si  rebutante  par  le 
grand  nombre  d'opérations  qu'elle  demande,  que  les  Géomètres  parais- 
sent l'avoir  entièrement  abandonnée.  Celle  que  l'on  suit  communément 
est  due  à  Newton,  et  elle  est  très-facile  et  très-simple.  Il  faut  supposer 
seulement  qu'on  ait  déjà  trouvé  la  valeur  de  la  racine  qu'on  cherche, 
approchée  au  moins  jusqu'à  sa  dixième  partie  près;  alors  on  égale  cette 
valeur,  plus  une  nouvelle  inconnue,  à  celle  de  l'équation  proposée,  et, 
faisant  la  substitution,  on  a  une  seconde  équation  dont  la  racine  est  ce 
qu'il  faudrait  ajouter  à  la  première  racine  approchée  pour  avoir  la  racine 
exacte;  mais  comme,  par  l'hypothèse,  ce  qui  reste  à  ajouter  à  la  pre- 
mière valeur  de  la  racine  est  moindre  qu'un  dixième  de  cette  racine,  on 
peut,  dans  l'équation  dont  il  s'agit,  négliger  le  carré  et  les  puissances 
plus  hautes  de  l'inconnue;  de  sorte  que,  l'équation  étant  ainsi  réduite  au 
premier  degré ,  on  aura  sur-le-champ  la  valeur  de  l'inconnue  en  déci- 

(*)  Lu  à  l'Académie  le  ao  avril  1769. 
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maies;  cette  valeur  ne  sera  qu'approchée,  mais  on  pourra  s'en  servir 
pour  en  trouver  une  autre  plus  exacte  en  faisant  sur  la  seconde  équation 
la  même  opération  que  sur  la  première,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  ma- 
nière, on  trouve  à  chaque  opération  de  nouvelles  décimales  à  ajouter  ou 
à  retrancher  de  la  valeur  de  la  racine  déjà  trouvée,  et  l'on  a  par  consé- 
quent cette  racine  d'autant  plus  exactement  qu'on  pousse  le  calcul  plus 
loin. 

On  peut  aussi,  comme  l'a  pratiqué  Halley,  revenir  toujours  à  la  pre- 
mière équation  proposée,  en  y  substituant  à  la  place  de  l'inconnue  la 
valeur  de  la  racine  de  plus  en  plus  approchée  et  augmentée  d'un  reste 
inconnu,  ce  qui  paraît  en  quelque  façon  plus  simple  et  plus  commode. 

Telle  est  la  méthode  usitée  pour  résoudre  les  équations  numériques 
par  approximation.  Plusieurs  savants  Géomètres  se  sont  appliqués  à  la 
rendre  encore  plus  exacte  et  plus  facile,  soit  en  ayant  égard  aux  termes 
où  l'inconnue  est  au  second  degré,  soit  en  donnant  des  formules  géné- 
rales à  l'aide  desquelles  on  puisse  trouver  sur-le-champ  la  valeur  de  la 
•fraction  qui  est  le  reste  à  ajouter  à  la  racine  approchée;  mais  aucun 
d'€ux  ne  paraît  avoir  fait  attention  aux  inconvénients  ou  plutôt  aux  im- 
perfections qui  se  trouvent  encore  dans  cette  méthode;  du  moins  per- 
sonne, que  je  sache,  n'a  donné  jusqu'à  présent  les  moyens  d'y  remédier. 

La  première  et  la  principale  de  ces  imperfections  consiste  en  ce  qu'il 
faut  supposer  qu'on  ait  déjà  trouvé  la  valeur  de  la  racine  cherchée,  ap- 
prochée jusqu'à  sa  dixième  partie  près;  car,  comme  on  n'a  point  encore 
de  règle  générale  et  sûre  pour  trouver,  dans  une  équation  quelconque, 
la  valeur  approchée  de  chacune  de  ses  racines  réelles,  la  méthode  dont 
il  s'agit  n'est  proprement  applicable  qu'aux  cas  où  l'on  connaît  d'avance 
à  peu  près  la  valeur  de  la  racine  qu'on  cherche.  Il  est  vrai  que  Rolle  a 
donné  une  méthode,  qu'on  appelle  des  cascades,  pour  approcher  des 
racines  des  équations  numériques  aussi  près  que  l'on  veut;  mais  cette 
méthode  n'est  pas  toujours  sûre,  surtout  lorsqu'il  y  a  dans  l'équation 
des  racines  imaginaires,  auquel  cas  elle  laisse  toujours  en  doute  si  ces 
racines  sont  réelles  ou  non.  [Voyez  V Algèbre  de  Rolle,  chap.  III  et  VI  du 
livre  II.) 
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Une  seconde  imperfection  regarde  la  nature  même  de  la  méthode  par 
laquelle  on  approche  de  la  valeur  de  la  racine  cherchée;  suivant  cette 
méthode,  on  néglige,  à  chaque  opération,  des  termes  dont  on  ne  connaît 
pas  la  valeur;  de  sorte  qu'il  est  impossible  de  pouvoir  juger  de  la  quan- 
tité de  l'approximation,  et  de  s'assurer  du  degré  d'exactitude  qui  doit 
résulter  de  chaque  correction. 

D'ailleurs,  ne  pourrait-il  pas  arriver  que  la  série  qui  donne  la  racine 
cherchée  fût  très-peu  convergente,  ou  même  qu'elle  devint  divergente 
après  avoir  été  convergente  dans  ses  premiers  termes?  Au  moins,  il  n'est 
pas  démontré  que  cela  ne  puisse  jamais  avoir  lieu  dans  la  méthode  dont 
nous  parlons. 

Enfin,  quand  même  la  série  serait  toujours  convergente,  il  est  clair 
qu'elle  ne  donnerait  jamais  qu'une  valeur  approchée  de  la  racine  dans  le 
cas  même  où  elle  serait  égale  à  un  nombre  commensurable.  Il  est  vrai 
que  l'on  a  des  méthodes  particulières  pour  trouver  les  racines  commen- 
surables;  mais  c'est  toujours  une  grande  imperfection  de  la  méthode 
dont  il  s'agit  de  ne  pas  donner  la  valeur  exacte  de  ces  racines. 

^  I.  —  Méthode  pour  trouver,  dans  une  équation  numérique 
quelconque ,  la  valeur  entière  la  plus  approcJiée  de  cJiacune 
de  ses  racines  réelles. 

1 .  Thorème  I;  —  Si  l'on  a  une  équation  quelconque,  et  que  l'on  trouve 
deux  nombres  tels,  qu'étant  substitués  successivement  à  la  place  de  l'incon- 
nue de  cette  équation,  ils  donnent  deux  résultats  de  signe  contraire,  l'équa- 
tion aura  nécessairement  au  moins  une  racine  réelle  dont  la  valeur  sera 
entre  ces  deux  nombres. 

Ce  théorème  est  connu  depuis  longtemps,  et  l'on  a  coutume  de  le  dé- 
montrer par  la  théorie  des  lignes  courbes;  mais  on  peut  aussi  le  démon- 
trer directement  par  la  théorie  des  équations,  en  cette  sorte.  Soient  x  l'in- 
connue de  l'équation,  et  «,  jS,  y,...,  ses  racines;  l'équation  se  réduira. 
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conime  on  sait,  à  cette  forme 

{x  —  !/.){x  —  ^){x  —  y)...  =  o. 

Or,  soient  p  et  g  les  nombres  qui,  substitués  par  x,  donneront  des  résul- 
tats de  signe  contraire,  il  faudra  donc  que  ces  deux  quantités 

{p-a){p-{i){p-y)..., 
(q-  0L){q-^){q~y)..., 

soient  de  signes  diflérents;  par  conséquent,  il  faudra  qu'il  y  ait  au  moins 
deux  facteurs  correspondants  comme  p  —  a.  et  q  —  c/.,  qui  soient  de 
signes  contraires;  donc  il  \  aura  au  moins  une  des  racines  de  l'équa- 
tion, comme  a,  qui  sera  entre  les  nombres/»  et  q,  c'est-à-dire  plus  petite 
(jue  le  plus  grand  de  ces  deux  nombres,  et  plus  grande  que  le  plus  petit 
d'entre  eux;  donc  cette  racine  sera  nécessairement  réelle. 

2.  Corollaire  I,  —  Donc,  si  les  nombres />  et  9  ne  diftèrent  l'un  de 
l'autre  que  de  l'unité  ou  d'une  quantité  moindre  que  l'unité,  le  plus 
petit  de  ces  nombres,  s'il  est  entier,  ou  le  nombre  entier  qui  sera  immé- 
diatement moindre  que  le  plus  petit  de  ces  deux  nombres,  s'il  n'est  pas 
entier,  sera  la  valeur  entière  la  plus  approchée  d'une  des  racines  de  l'é- 
quation. Si  la  diflérence  entre  p  ei  q  est  plus  grande  que  l'unité,  alors, 

nommant  n,  n  +  i,  n  -h  2 les  nombres  entiers  qui  tombent  entre/) 

et  q,  il  est  clair  que  si  l'on  substitue  successivement,  à  la  place  de  l'in- 
connue, les  nombres 

p,     n.     II,  +  t .     K  +  2, . . . ,     q, 

on  trouvera  nécessairement  deux  substitutions  consécutives  qui  donne- 
ront des  résultats  de  signes  différents;  donc,  puisque  les  nombres  qui 
donneront  ces  deux  résultats  ne  diffèrent  entre  eux  que  de  l'unité,  on 
trouvera,  comme  ci-dessus,  la  valeur  entière  la  plus  approchée  d'une 
des  racines  de  l'équation. 

3.  Corollaire  II.  —  Toute  équation  dont  le  dernier  terme  est  néga- 
tif, en  supposant  le  premier  positif,  a  nécessairement  une  racine  réelle 
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positive,  dont  on  pourra  trouver  la  valeur  entière  la  plus  approchée  en 

substituant,  à  la  place  de  l'inconnue,  les  nombres  o,  i,  a,  3 jusqu'à 

ce  que  l'on  rencontre  deux  substitutions  qui  donnent  des  résultats  de 
signe  contraire. 

Car,  en  supposant  le  premier  terme  x'",  et  le  dernier  —  H  (H  étant  un 
nombre  positif),  on  aura,  en  faisant  œ  =  o,  le  résultat  négatif  --  H,  et 
en  faisant  a?  =  co  ,  le  résultat  positif  oo  '";  donc  on  aura  ici  />  =  o  et 
y  =  00  ,  donc  les  nombres  entiers  intermédiaires  seront  tous  les  nom- 
bres naturels  I,  2,  3,...;  donc,  etc.  (Corollaire  précédent). 

De  là  on  voit  : 

i"  Que  toute  équation  d'un  degré  impair,  dont  le  dernier  terme  est 
négatif,  a  nécessairement  une  racine  réelle  positive; 

2"  Que  toute  équation  d'un  degré  impair,  dont  le  dernier  terme  est 
positif,  a  nécessairement  une  racine  réelle  négative;  car,  en  changeant  cv 
en  —  X,  le  premier  terme  de  l'équation  deviendra  négatif;  donc,  chan- 
geant tous  les  signes  pour  rendre  de  nouveau  le  premier  terme  positif, 
le  dernier  deviendra  négatif;  donc  l'équation  aura  alors  une  racine  réelle 
positive;  par  conséquent,  l'équation  primitive  aura  une  racine  réelle 
négative  ; 

3°  Que  toute  équation  d'un  degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  né- 
gatif, a  nécessairement  deux  racines  réelles,  l'une  positive  et  l'autre  né- 
gative; car  premièrement  elle  aura  une  racine  réelle  positive;  ensuite, 
comme  en  changeant  .r  en  —  x  le  premier  terme  demeure  positif,  la 
transformée  aura  aussi  une  racine  réelle  positive;  donc  l'équation  primi- 
tive en  aura  une  réelle  et  négative. 

4.  Remarque.  —  Comme  on  peut  toujours  changer  les  racines  néga- 
tives d'une  équation  quelconque  en  positives  en  changeant  seulement  le 
signe  de  l'inconnue,  nous  ne  considérerons  dans  la  suite,  pour  plus  de 
simplicité,  que  les  racines  positives;  ainsi,  quand  il  s'agira  d'examiner 
les  racines  d'une  équation  donnée,  on  considérera  d'abord  les  racines 
positives  de  cette  équation,  ensuite  on  y  clrangera  les  signes  de  tous  les 
termes  où  l'inconnue  se  trouvera  élevée  à  une  puissance  impaire,  el  l'on 
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considérera  de  même  les  racines  positives  de  cette  nouvelle  équation; 
ces  racines  prises  en  moins  seront  les  racines  négatives  de  la  proposée. 

5.  TnÉORÈarE  IL  —  Si,  dans  une  équation  quelconque  qui  ait  une  ou 
plusieurs  racines  réelles  et  inégales,  on  substitue  successivement  à  la  place 
de  l'inconnue  deux  nombres  dont  l'un  soit  plus  grand  et  dont  l'autre  soit 
plus  petit  que  l'une  de  ces  racines,  et  qui  diffèrent  en  même  temps  l'un  de 
l'autre  d'une  quantité  moindre  que  la  différence  entre  cette  racine  et  cha- 
cune des  autres  racines  réelles  de  l'èqimtion,  ces  deux  substitutions  donne- 
ront nécessairement  deux  résultats  de  signes  contraires. 

En  effet,  soient  a  une  des  racines  réelles  et  inégales  de  l'équation,  et  ]3, 
y,  S,...  les  autres  racines  quelconques;  soit  de  plus  p  la  plus  petite  des 
différences  entre  la  racine  «  et  chacune  des  autres  racines  réelles  de 
l'équation  :  il  est  clair  qu'en  prenant  p'y-a.,  q<ia.  et  p  —  q<ip,  les 
quantités  p  —  u,  q  —  «  seront  de  signes  contraires,  et  que  les  quantités 
p  —  ^,  p  —  '/,...  seront  chacune  de  même  signe  que  sa  correspondante 
q  —  [i,  q  —  -'l,...\  car,  si  jo  —  jS  eXq  —  ^  étaient  de  signes  contraires,  il 
faudrait  que  /3  fût  aussi  compris  entre  p  et  q,  ce  qui  ne  se  peut.  Donc  les 
deux  quantités 

(/7-«)(/?-(3)(/7-y)..., 

((?-«)(^-(3)(g-y)..., 

c'est-à-dire  les  résultats  des  substitutions  de  /»  et  ^  à  la  place  de  l'incon- 
nue oc  {\),  seront  nécessairement  de  signes  contraires. 

6.  Corollaire  I.  —  Donc,  si  dans  une  équation  quelconque  on  sub- 
stitue successivement  à  la  place  de  l'inconnue  les  nombres  en  progres- 
sion arithmétique 

(A)  o,     A,     2A,     3A,     4A,..., 

les  résultats  correspondants  formeront  une  suite  dans  laquelle  il  y  aura 
autant  de  variations  de  signes  que  l'équation  proposée  aura  de  racines 
réelles  positives  et  inégales,  mais  dont  les  différences  ne  soient  pas 
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moindres  que  la  différence  A  de  la  progression.  De  sorte  que,  si  l'on 
prend  à  égale  ou  moindre  que  la  plus  petite  des  différences  entre  les 
différentes  racines  positives  et  inégales  de  l'équation,  la  suite  dont  il 
s'agit  aura  nécessairement  autant  de  variations  de  signe  que  l'équation 
contiendra  de  racines  réelles  positives  et  inégales. 

Donc,  si  la  différence  A  est  en  même  temps  égale  ou  moindre  que 
l'unité,  on  trouvera  aussi  par  ce  moyen  la  valeur  entière  approchée  de 
chacune  des  racines  réelles  positives  et  inégales  de  l'équation  (2). 

Si  l'équation  ne  peut  a=voir  qu'une  seule  racine  réelle  et  positive,  ou 
si  elle  en  a  plusieurs,  mais  dont  les  différences  ne  soient  pas  moindres 
que  l'unité,  il  est  clair  qu'on  pourra  faire  A  =  i ,  c'est-à-dire  qu'on  pourra 
prendre  les  nombres  naturels  o,  i,  2,  3,...,  pour  les  substituer  à  la  place 
de  l'inconnue;  mais,  s'il  y  a  dans  l'équation  des  racines  inégales  dont 
les  différences  soient  moindres  que  l'unité,  alors  il  faudra  prendre  A 
moindre  que  l'unité  et  telle  qu'elle  soit  égale  ou  moindre  que  la  plus 
petite  des  différences  entre  les  racines  dont  il  s'agit;  ainsi,  la  difficulté 
se  réduit  à  trouver  la  valeur  qu'on  doit  donner  à  A,  en  sorte  qu'on  soit 
assuré  qu'elle  ne  surpasse  pas  la  plus  petite  des  différences  entre  les  ra- 
cines positives  et  inégales  de  l'équation  proposée.  C'est  l'objet  du  Pro- 
blème suivant. 

7.  Corollaire  II.  —  Toute  équation  qui  n'a  qu'un  seul  changement 
de  signe  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle  positive. 

Il  est  d'abord  clair  que  l'équation  aura  nécessairement  une  racine 
réelle  positive,  à  cause  que  son  dernier  terme  sera  de  signe  différent  du 
premier  (3). 

Or,  soient  (en  supposant  le  premier  terme  positif  comme  à  l'ordinaire) 
X  la  somme  de  tous  les  termes  positifs  de  l'équation,  et  Y  la  somme  de 
tous  les  négatifs,  en  sorte  que  l'équation  soit  X  — Y  =  o;  et,  puisqu'il 
n'y  a  par  l'hypothèse  qu'un  seul  changement  de  signe,  il  est  clair  que  les 
puissances  de  l'inconnue  x  du  polynôme  X  seront  toutes  plus  hautes  que 
celles  du  polynôme  Y;  de  sorte  que,  si  x''  est  la  plus  petite  puissance 
de  X  dans  le  polynôme  X,  et  qu'on  divise  les  deux  polynômes  X  et  Y 
II.  69 
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X  . 

par  oif ,  la  quantité  —  ne  contiendra  que  des  puissances  positives  de  x,  et 

Y  . 

la  quantité  —  ne  contiendra  que  des  puissances  négatives  de  x\  d'où  il 

X 

s'ensuit  que,  x  croissant,  la  valeur  de  ^—  devra  croître  aussi,  et,  x  dimi- 

X 

nuant,  ^  diminuera  aussi,  à  moins  que  le  polynôme  X  ne  contienne 

X 
que  le  seul  terme  x'' ,  auquel  cas  ^  sera  toujours  une  quantité  constante; 

Y 

au  contraire,  x  croissant,  la  valeur  de  —  diminuera  nécessairement ,  et, 

X'' 

Y 

X  diminuant,  —  ira  en  augmentant.  Or,  soit  a  la  racine  réelle  et  positive 

X        Y 
de  l'équation,  on  aura  donc,  lorsque  a;  =  a,  X  =  Y;  donc  aussi  —  =  — ; 

donc,  en  substituant  au  lieu  de  x  des  nombres  quelconques  plus  grands 

X        Y 

que  a,  on  aura  toujours  ^  >  — ^  et  par  conséquent  X  —  Y  égal  a  un 

nombre  positif;  et,  en  substituant  au  lieu  de  x  des  nombres  moincïres 

X         Y 

que  a,  on  aura  toujours  —  <  — >  et  par  conséquent  X  —  Y  égal  à  un 

nombre  négatif;  donc  il  sera  impossible  que  l'équation  ait  des  racines 
réelles  positives  plus  grandes  ou  plus  petites  que  a. 

8.  Problème.  —  Une  équation  quelconque  étant  donnée,  trouver  une 
autre  équation  dont  les  racines  soient  les  différences  entre  les  racines  de 
l'équation  donnée. 

Soit  donnée  l'équation 

(B)  X'"  —  Ax"'~'  -(-  'Bx"'-'-  —  Cx'""'-l-. .  .'=r  o. 

On  sait  que  x  peut  être  indifféremment  égal  à  une  quelconque  de  ses  ra- 
cines; or,  soitaj,  une  autre  racine  quelconque  de  la  même  équation,  en 
sorte  que  l'on  ait  aussi 

X'I'  —  kx"^~^  +  B^'f"'  —  Cx"'~^  -I-  .  .  .  :=  O, 

et  soit  u  la  différence  entre  les  deux  racines  x  e\.x^,  de  manière  que  l'on 
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ait  as,  =a;  +  u\  substituant  cette  valeur  de  x^  dans  la  dernière  équation, 
et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  u,  on  aura  une  équation  en  u  du 
même  degré  m,  laquelle,  en  commençant  par  les  derniers  termes,  sera 
de  cette  forme 

\  -\-  \  u  -\-  Zll'  ->r  y  U^  +  .  .  .  +  W'  z=  O, 

les  coefficients  X,  Y,  Z,...  étant  des  fonctions  de  x  telles  que 

\=i  X"'  —  A^'"^'  +  Ba''"~'  —  ÇiX"'^^  + .  . ., 

Y  :=  mjc"""'  —  [m  —  ij  kx^"-  -+-  (m  —  2)  Bx'"-'  — . .  . , 

„  -     m  (m  —  I  )         „       (m  —  i](m  —  2  )  , 


c'est-à-dire 


d\      2  —  -—      V  — — — 
dx  2   dx-  2 . 3   dx^ 


Donc,  puisque  par  l'équation  donnée  (B)  on  a  X  =  0,  l'équation  précé- 
dente étant  divisée  par  u  deviendra  celle-ci 

(C)  Y  +  Zm-)- V«<^-f-.  ..  +  «'"-' =  0. 

Cette  équation,  si  l'on  y  substitue  pour  x  une  quelconque  des  racines  de 
l'équation  (Bj,  aura  pour  racines  les  différences  entre  cette  racine  et 
toutes  les  autres  de  la  même  équation  (B);  donc,  si  l'on  combine  les 
équations  (B)  et  (C)  en  éliminant  x,  on  aura  une  équation  en  u  dont  les 
racines  seront  les  différences  entre  chacune  des  racines  de  l'équation  (B) 
et  toutes  les  autres  racines  de  la  même  équation;  ce  sera  l'équation 
cherchée. 

Mais,  sans  exécuter  cette  élimination  qui  serait  souvent  fort  labo- 
rieuse, il  suffira  de  considérer  : 

1°  Que  a,  |3,  y,...  étant  les  racines  de  l'équation  en  x,  celles  de  l'équa- 
tion en  u  seront 

a  —  _(3,     a  — y,...,     (3  —  a,     [3  — y,...,     y  —  ce,     y  — (3,..., 

d'où  l'on  voit  que  ces  racines  seront  au  nombre  de  m  (m—  i),  et  que  de 

69. 
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plus  elles  seront  égales  deux  à  deux,  et  de  signes  contraires;  de  sorte 
que  l'équation  en  u  manquera  nécessairement  de  toutes  les  puissances 

impaires  de  u.  Donc,  en  faisant  — =  n  et  u^  =  v,  l'équation  dont 

il  s'agit  sera  de  cette  forme 

(D)  c" — av"-' -h  bv"--— cv"-'-i- .  .  .  ^  o; 

2"  Que  («  — p)^  (a  — y)-,  (p  — 7)%...  étant  les  diflerentes  valeurs 
de  V  dans  l'équation  (D),  le  coefficient  a  sera  égal  à  leur  somme,  le 
coefficient  è  à  la  somme  de  tous  leurs  produits  deux  à  deux,  etc.  Or  il 
est  facile  de  voir  que 

(a-P)=  +  (a-y)=  +  {(3-yP  +  ...=(m-i)(a^+p=  +  )/^  +  ...) 

—  2(aP  +  ay -f- (3y +.  .  .); 


mais  on  sait  que 

donc  on  aura 
savoir 


aP  -t-  ay  -f-  (3y  +  .  .  .  =  B, 
a^  -I-  j3^  +  y^  -I-  .  . ,  =  A^  —  2B  ; 

a  =  {m  —  i]{A.'-  3B)-3B, 

a^{m  —  I  )  A^  —  2  mB  ; 


et  l'on  pourra  de  la  même  manière  trouver  la  valeur  des  autres  coeffi- 
cients b,  c,.... 

Pour  y  parvenir  plus  facilement,  supposons 

A,  =  «  +  |3  +  y  -H. . ., 
Aj  =  «2  +  P»  +  y'  + . . . , 
A3  =  a'  +  p='  +  y=  +  . . . , 


et  l'on  aura,  comme  on  sait. 


A,  =  A, 

A3=AA,-2B, 
A3=AA2— BA,-t-  3C, 

A4=ÂA3-Bâ,-i-CA,-4D, 
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Supposons  de  plus 

a,  =  (a-(3)=  +  (a-y)^  +  ((3-7)^  +  ..., 


il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

'A:- A 


■A5- A. 


a,^  (m  —  i)  A2 

y        2        / 

a,=  (m-i)A4-4(Â,A3- A0  + e/^^i-^l^ 

a3  =  (/M  —  i)  A»—  6{A,  As  —  As)  +  i5(A2  A,  —  A„ 

ou  bien 

a,  =  mAj  —  2  — ^-5 

A^ 
«2=  m  A,  —  4'^!  ^3  +  6  — -, 
2 

A' 
aj^mAs— 6A,  As  +  i5  A2  A,  —  20  — î:) 

2 

et  en  général 

,       a^  =  ,„A,^-2,A,A,,_  +  Ml^)A.A,^_,-... 

_j_   2p.(2f/.  —  l)(2fX-2)...(^  +  l)   ^  ^ 
I  .  2  .  3  .  .  .  f/.  2 

Les  quantités  «,,  a.^,  aj,...  étant  ainsi  connues,  on  aura  sur-le-champ  les 
valeurs  des  coefficients  a,  b,  c,...  de  l'équation  (D)  par  les  formules 


a=  a,, 

,        aa,  —  «2 

0    =    5 

ba,  —  aa,  -i-  a. 

"                  3 

^^       ca,  —  è«j  -<-  aûa  - 

^«4 

4 

Ainsi  l'on  pourra  déterminer  directement  les  coefficients  a,  b,  c,...  de 
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l'équation  (Cj  par  ceux  de  l'équation  donnée  (Bj.  Pour  cela  on  cher- 
chera d'abord  par  les  formules  ci-dessus  les  valeurs  des  quantités  A,,  A,, 
A3,...  jusqu'à  Aan;  ensuite,  à  l'aide  de  celles-ci,  on  cherchera  celles  des 
quantités  a^,  a^,  aj,...  jusqu'à  a„,  et  enfin  par  ces  dernières  on  trouvera 
les  valeurs  cherchées  des  coetFicients  a,  b,  c 

9.  Remarque.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'équation  (Dj  exprime 
également  les  différences  entre  les  racines  positives  et  négatives  de 
l'équation  (B),  de  sorte  que  la  même  équation  aura  lieu  aussi  lorsqu'on 
changera  a;  en  —  x  pour  avoir  les  racines  négatives  (4). 

De  plus  il  est  clair  que  l'équation  (D)  sera  toujours  la  même,  soit 
qu'on  augmente  ou  qu'on  diminue  toutes  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée d'une  même  quantité  quelconque;  donc,  si  cette  équation  a  son 
second  terme,  on  pourra  le  faire  disparaître,  et  cherchant  ensuite  l'équa- 
tion en  i'  qui  en  résultera,  on  aura  la  même  équation  qu'on  aurait  eue  si 
l'on  n'avait  pas  fait  évanouir  le  second  terme;  mais  l'évanouissement  de 
ce  terme  rendra  toujours  la  recherche  des  coefficients  a,  b,  c...  un  peu 
plus  facile,  parce  qu'on  aura  A  =  o,  et  par  conséquent  aussi  A,  =  o,  de 
sorte  que  les  formules  du  numéro  précédent  deviendront 

A,=rO, 

A2=-  2B, 

A,=  3C, 

A4  =  -BA,-4D, 


a,  =  mk-,, 

A" 
«2=  '«Aj  +  6  — -^ 
2 

«3  =  mAo  -t-  i5  A2  A4  ■ 


a  =  ai, 

b  =1 '- 


bat  —  aa.  -+-  a, 
c  = s 
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10.  Corollaire  I.  —  Puisque  les  racines  de  l'équation  (D)  sont  les 
carrés  des  différences  entre  les  racines  de  l'équation  proposée  (B),  il  est 
clair  que  si  cette  équation  (D)  avait  tous  ses  ternies  de  même  signe,  au- 
quel cas  elle  n'aurait  aucune  racine  réelle  et  positive,  il  est  clair,  dis-je, 
que,  dans  ce  cas,  les  différences  entre  les  racines  de  l'équation  (B)  se- 
raient toutes  imaginaires;  de  sorte  que  cette  équation  ne  pourrait  avoir 
qu'une  seule  racine  réelle,  ou  bien  plusieurs  racines  réelles  et  égales 
entre  elles;  si  ce  dernier  cas  a  lieu,  on  le  reconnaîtra  et  on  le  résoudra 
par  les  méthodes  connues  [voyez  aussi  plus  bas  le  §  II);  à  l'égard  du 
premier  cas,  il  s'ensuit  du  n°  6  qu'on  pourra  prendre  A  =  i . 

11.  Corollaire  II.  —  Si  l'équation  (B)  a  un  ou  plusieurs  couples  de 
racines  égales,  il  est  clair  que  l'équation  (D)  aura  une  ou  plusieurs  va- 
leurs de  V  égales  à  zéro,  de  sorte  qu'elle  sera  alors  divisible  une  ou  plu- 
sieurs fois  par  (';  cette  division  faite,  lorsqu'elle  a  lieu,  soit  l'équation 
restante  disposée  à  rebours  de  cette  manière 

(E)  i-l-ai'-l-(3i'^  +  yf^-h...H-roi'''^o, 

r  étant  =  ou  <  /i;  qu'on  fasse  t'  =  — 5  et  ordonnant  l'équation  par  rap- 
port à  y,  on  aura 

(F)  /'  +  "'j''"'  +  P  J'~^  +  yj'^"'  -t-  .  .  .  -I-  ro  =:  o. 

Qu'on  cherche  par  les  méthodes  connues  la  limite  des  racines  positives 
de  cette  équation,  et  soit  /  cette  limite,  en  sorte  que  /  surpasse  chacune 

des  valeurs  positives  de  y\  donc  j  sera  moindre  que  chacune  des  valeurs 

positives  de  —  ou  de  v,  et  par  conséquent  moindre  que  chacune  des  va- 
leurs de  u^,  à  cause  de  t^  =  «^  (Problème  précédent). 

Donc—;  sera  nécessairement  moindre  qu'aucune  des  valeurs  de  u, 

c'est-à-dire  qu'aucune  des  différences  entre  les  racines  réelles  et  inégales 
de  l'équation  proposée  (B). 
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Donc  : 

i"  Si  v'^<  I,  alors  on  sera  sûr  que  l'équation  (B)  n'aura  point  de  ra- 
cines réelles  dont  les  différences  soient  moindres  que  l'unité;  ainsi  dans 
ée  cas  on  pourra  faire  sans  scrupule  A~  i  (6); 

2"  Mais  si  v/Z  =  ou  >  I,  alors  il  peut  se  faire  qu'il  y  ait  dans  l'équa- 
tion fB)  des  racines  dont  les  différences  soient  moindres  que  l'unité; 
mais,  comme  la  plus  petite  de  ces  différences  sera  toujours  nécessaire- 
ment plus  grande  que  —,  on  pourra  toujours  prendre  A  égal  ou  <  — 
(numéro  citéj. 

En  général,  soit  k  le  nombre  entier  qui  est  égal  ou  immédiatement 
plus  grand  que  \//,  et  l'on  pourra  toujours  prendre  A  =  t  • 

12.  ScoLiE  I.  —  Quant  à  la  manière  de  trouver  la  limite  des  racines 
d'une  équation,  la  plus  commode  et  la  plus  exacte  est  celle  de  Newton, 
laquelle  consiste  à  trouver  un  nombre  dont  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée étant  diminuées,  l'équation  résultante  n'ait  aucune  variation  de 
signe  ;  car  alors  cette  équation  ne  pourra  avoir  que  des  racines  négatives; 
par  conséquent  le  nombre  dont  les  racines  de  la  proposée  auront  été 
diminuées  surpassera  nécessairement  la  plus  grande  de  ces  racines. 

Ainsi,  pour  chercher  la  limite  /des  racines  de  l'équation 

(F)  r'' -h  ay'~' -i- ^y'-'- -\- yf''~^ -h.  .  .■+ Zx!  ^  o, 

on  y  mettra  y -4-/  au  lieu  de  y,  et  ordonnant  l'équation  résultante  par 
rapport  à  j,  elle  deviendra 

P  -I-  Qr  -+-  R,}'" -I-  S j' -h. .  .-hy'-=o, 
dans  laquelle 

P  = //-h  ocl'-' -h^l'--  +  yl'—'-t-. .  .-hTS, 
■      Q  =  r /'■-'  -+-  (  r  —  I  )  a  l'—'-  h-  (  r  —  2  )  (3  /^-'  +  .  .  . , 

2  2 

S=''^^-'^i^-^^/-4-"..., 

2.3 
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et  il  n'y  aura  qu'à  chercher  une  valeur  de  /  qui,  étant  substituée  dans  les 
quantités  P,  Q,  R,...,  les  rende  toutes  positives;  en  commençant  par  la 
dernière  de  ces  quantités,  laquelle  n'aura  que  deux  termes,  et  remontant 
successivement  aux  quantités  précédentes,  on  déterminera  facilement  le 
plus  petit  nombre  entier  qui  pourra  être  pris  pour  /,  et  qui  sera  la  limite 
la  plus  proche  cherchée. 

Si  l'on  voulait  éviter  tout  tâtonnement,  il  n'y  aurait  qu'à  prendre  pour  / 
le  plus  grand  coeiïicient  des  termes  négatifs  de  l'équation  (F)  augmenté 
d'une  unité;  car  il  est  facile  de  prouver  qu'en  donnant  à  /  cette  valeur, 
les  quantités  P,  Q,  R,...  seront  toujours  positives. 

Cette  manière  d'avoir  la  limite  des  racines  d'une  équation  quelconque 
est  due,  je  crois,  à  Maclaurin;  mais  en  voici  une  autre  qui  donnera  le 
plus  souvent  des  limites  plus  approchées. 

Soient 

—  f-T'^"'"  —  V  r''~"  —  rssf''~i'  — . . . , 

les  termes  négatifs  de  l'équation  (F);  on  prendra  pour  /  la  somme  des 
deux  plus  grandes  des  quantités 

"y'fZ,       ^V,       '^TS,  .  .  .  , 

ou  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  cette  somme.  Cette  proposi- 
tion peut  se  démontrer  de  la  même  manière  que  la  précédente;  ainsi 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Au  reste,  il  faut  observer  que  les  limites  trouvées  de  l'îine  ou  de  l'autre 
de  ces  deux  manières  seront  rarement  les  plus  prochaines  limites;  pour 
en  avoir  de  plus  petites  on  essayera  successivement  pour  /  des  nombres 
moindres,  et  l'on  prendra  le  plus  petit  de  ceux  qui  satisferont  aux  con- 
ditions que  P,  Q,  R,...  soient  des  nombres  positifs. 

13.  ScoLiE  II.  —  Ayant  donc  trouvé  la  limite  /  des  racines  de  l'équa- 
tion (F),  et  pris  k  égal  ou  immédiatement  plus  grand  que  sfl,  on  fera 
A  =  T  (tO),  et  l'on  substituera  successivement  dans  l'équation  proposée, 
II.  70 
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à  la  place  de  l'inconnue,  les  nombres 

I  2         3 

°'     y     T'     y  ■  •  •  i 
If       k       If 

les  résultats  venant  de  ces  substitutions  formeront  une  série  dans  la- 
quelle il  y  aura  autant  de  variations  de  signe  que  l'équation  proposée 
contiendra  de  racines  réelles  positives  et  inégales,  et  de  plus  chacune  de 
ces  racines  se  trouvera  entre  les  deux  résultats  consécutifs  qui  seront  de 

si^ne  différent,  de  sorte  que  si  les  nombres  7-  et  — ; —  donnent  des  résul- 

^  '  If         If 

tats  de  signe  contraire,  il  y  aura  une  racine  entre  j  et  — -, —  ;  par  consé- 
quent le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  j  sera  la  valeur  entière 
approchée  de  cette  racine  (2). 

Ainsi  l'on  connaîtra,  par  ce  moyen,  non-seulement  le  nombre  des  ra- 
cines positives  et  inégales  de  l'équation  proposée,  mais  encore  la  valeur 
entière  approchée  de  chacune  de  ces  racines. 

Au  reste,  il  est  clair  que  si  l'on  trouvait  un  ou  plusieurs  résultats 
égaux  à  zéro,  les  nombres  qui  auraient  donné  ces  résultats  seraient  des 
racines  exactes  de  l'équation  proposée. 

Pour  faciliter  et  abréger  ce  calcul ,  on  fera  encore  les  remarques  sui- 
vantes : 

1°  Si  l'on  cherche  par  les  méthodes  des  numéros  précédents  la  limite 
des  racines  positives  de  l'équation  proposée,  il  est  clair  qu'il  sera  inutile 
d'y  substituer  à-la  place  de  l'inconnue  des  nombres  plus  grands  que  cette 
limite;  en  effet,  il  est  facile  de  voir  qu'en  substituant  des  nombres  plus 
grands  que  cette  limite  on  aura  toujours  nécessairement  des  résultats 
positifs.  Ainsi,  nommant  1  la  limite  dont  il  s'agit,  le  nombre  des  substi- 
tutions à  faire  sera  égal  à  Ik,  et  par  conséquent  toujours  limité. 

En  général,  sans  chercher  la  limite  X,  il  suffira  de  pousser  les  substi- 
tutions jusqu'à  ce  que  le  premier  terme  de  l'équation,  ou  la  somme  des 
premiers  ternies,  s'il  y  en  a  plusieurs  consécutifs  avec  le  même  signe  +, 
soit  égale  ou  plus  grande  que  la  somme  de  tous  les  termes  négatifs;  car 
il  est  facile  de  prouver,  par  la  méthode  du  n"^?,  qu'en  donnant  à  l'incon- 
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nue  des  valeurs  plus  grandes  on  aura  toujours  à  l'infini  des  résultats 
positifs. 

2°  Au  lieu  de  substituer  à  la  place  de  l'inconnue  x  les  fractions  t'  t.'''' 

on  y  mettra  d'abord  -i-  à  la  place  de  x,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on 

multipliera  le  coefficient  du  second  terme  par  k,  celui  du  troisième  terme 
par  ^^,  et  ainsi  des  autres,  et  l'on  y  substitu-era  ensuite  à  la  place  de  x 
les  nombres  naturels  o,  1,2,  3,...,  jusqu'à  la  limite  de  cette  équation, 
ou  bien  jusqu'à  ce  que  le  premier  terme,  ou  la  somme  des  premiers, 
quand  il  y  en  a  plusieurs  consécutifs  avec  le  même  signe,  soit  égale  ou 
plus  grande  que  la  somme  des  négatifs;  par  ce  moyen,  les  résultats  se- 
ront tous  des  nombres  entiers,  et  les  racines  de  l'équation  proposée  se 
trouveront  nécessairement  entre  les  nombres  consécutifs  qui  donneront 
des  résultats  de  signe  contraire,  ces  nombres  étant  divisés  par  k,  comme 
nous  l'avons  vu  plus  haut. 

y  Soit  m  le  degré  de  l'équation  dans  laquelle  il  s'agit  de  substituer 
successivement  les  nombres  naturels  o,  i,  2,  3,...;  je  dis  que,  dès  qu'on 
aura  trouvé  les  w  +1  premiers  résultats,  c'est-à-dire  ceux  qui  répondent 
•à  x  =  o,  i,  2,...,  m,  on  pourra  trouver  tous  les  suivants  par  la  seule 
addition. 

Pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  les  différences  des  résultats  trou- 
vés, lesquelles  seront  au  nombre  de  m,  ensuite  les  différences  de  ces  dif- 
férences, lesquelles  ne  seront  plus  qu'au  nombre  de  m  — i,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  la  différence  m""". 

Cette  dernière  différence  sera  nécessairement  constante,  parce  que 
l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue  est  m;  ainsi,  on 
pourra  continuer  la  suite  des  différences  m'''""  aussi  loin  qu'on  voudra, 
en  répétant  seulement  la  même  différence  trouvée;  ensuite,  par  le  moyen 
de  cette  suite  on  pourra,  par  la  simple  addition,  continuer  celle  des  dif- 
férences {m  —  i'f'"",  et,  à  l'aide  de  celle-ci,  on  pourra  continuer  de 
même  la  suite  des  différences  {m—  2)'""",  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
que  l'on  arrive  à  la  première  suite,  qui  sera  celle  des  résultats  cherchés. 

Il  est  bon  d'observer  ici  que,  si  les  termes  correspondants  des  diffé- 

70. 
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rentes  suites  dont  nous  parlons  étaient  tous  positifs,  les  termes  suivants 
dans  chaque  suite  seraient  tous  aussi  positifs.  Or,  puisque  la  dernière 
ditïérence  est  toujours  positive,  il  est  clair  qu'on  parviendra  nécessaire- 
ment dans  chaque  suite  à  des  termes  tous  positifs;  ainsi,  il  suffira  de 
continuer  toutes  ces  suites  jusqu'à  ce  que  leurs  termes  correspondants 
soient  devenus  tous  positifs,  parce  qu'alors  on  sera  sûr  que  la  série  des 
résultats,  continuée  aussi  loin  qu'on  voudra,  sera  toujours  positive,  et 
que  par  conséquent  elle  ne  contiendra  plus  aucune  variation  de  signe. 
Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  soit  proposée  l'équation 
x^  —  63x -1-189^0; 

on  trouvera  d'abord  que  les  résultats  qui  répondent  à  x=^  o,  i,  2,  3,..., 
sont  189,  127,  71,  27,  d'où  l'on  pourra  tirer  les  différences  premières 
—  62,  —56,  —44.  les  différences  deuxièmes  6,  12,  et  la  différence 
troisième  6;  ainsi,  on  formera  les  quatre  séries  suivantes 

6  6  6  6  6  6  6..., 

6  12  18  24  3o  36  ^1. . ., 

-62         -56       -44       -26         -2  28  64..., 

i8g  127  71  27  I  —  I  27 ... , 

dont  la  loi  est  que  chaque  terme  est  égal  à  la  somme  du  terme  précédent 
de  la  même  série  et  de  celui  qui  y  est  au-dessus  dans  la  série  précédente; 
de  sorte  qu'il  est  très-facile  de  continuer  ces  séries  aussi  loin  qu'on 
voudra. 

Or,  la  dernière  de  ces  quatre  séries  sera,  comme  on  voit,  celle  des  ré- 
sultats qui  viennent  de  la  substitution  des  nombres  naturels  o,  i,  2,..., 
à  la  place  de  x  dans  l'équation  proposée,  et  comme  les  termes  de  la  sep- 
tième colonne,  savoir  6,  42,  64,  27,  sont  tous  positifs,  il  s'ensuit  que  les 
termes  suivants  seront  tous  aussi  positifs,  de  sorte  que  la  série  des  résul- 
tats, continuée  aussi  loin  qu'on  voudra,  n'aura  plus  aucune  variation  de 
signe. 

14.  Remarque.  —  On  avait  déjà  remarqué  que  l'on  pouvait  trouver  la 
valeur  approchée  de  toutes  les  racines  réelles  et  inégales  d'une  équation 
quelconque  en  y  substituant  successivement,  à  la  place  de  l'inconnue, 
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différents  nombres  en  progression  arithmétique;  mais  cette  remarque  ne 
pouvait  pas  être  d'une  grande  utilité ,  faute  d'avoir  une  méthode  pour 
déterminer  la  progression  qu'on  doit  employer  dans  chaque  cas,  en 
sorte  que  l'on  soit  assuré  qu'elle  fasse  connaître  toutes  les  racines  réelles 
et  inégales  de  l'équation  proposée.  Nous  en  sommes  heureusement  venu 
à  bout  à  l'aide  du  Problème  du  n"  8. 

Au  reste,  nous  verrons  encore  ci-après  d'autres  usages  de  ce  même 
Problème  par  rapport  aux  racines  égales  et  imaginaires. 

^  II.  —  De  la  manière  d'avoir  les  racines  égales  et.  imaginaires 
des  équations. 

15.  Nous  n'avons  considéré  dans  le  paragraphe  précédent  que  les  ra- 
cines réelles  et  inégales  de  l'équation  proposée  (B);  supposons  mainte- 
nant que  cette  équation  ait  des  racines  égales;  dans  ce  cas,  il  faudra  (11) 
que  l'équation  (D)  soit  divisible  autant  de  fois  par  v  qu'il  y  aura  de  com- 
binaisons de  racines  égales  deux  à  deux;  par  conséquent,  il  faudra  qu'il 
y  ait  dans  cette  équation  (.D)  autant  des  derniers  termes  qui  manquent; 
ainsi,  on  connaîtra  d'abord  par  ce  moyen  combien  de  racines  égales  il  y 
aura  dans  la  proposée. 

Or,  puisque  dans  le  cas  des  racines  égales  on  a  nécessairement  m  =  o 
(8j,  l'équation  (C)  du  même  numéro  donnera  pour  ce  cas  Y=  o;  ainsi, 
il  faudra  que  les  deux  équations  en  j;,  X  =  o  et  Y  =  o,  aient  lieu  en 
même  temps  lorsque  x  est  égal  à  une  quelconque  des  racines  égales  de 
l'équation  (B). 

On  cherchera  donc,  par  les  méthodes  connues,  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  polynômes  X  et  Y,  et,  faisant  ensuite  ce  diviseur  égal 
égal  à  zéro,  on  aura  une  équation  qui  ne  sera  composée  que  des  racines 
é^gales  de  la  proposée,  mais  élevées  à  une  puissance  moindre  de  l'unité. 

Soient  R  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X  et  de  Y,  et  X,  le  quo- 
tient de  X  divisé  par  R,  il  est  facile  de  voir  que  l'équation  X,  =  o  con- 
tiendra toutes  les  mêmes  racines  que  l'équation  proposée  X  =  o,  avec 
cette  différence  que  les  racines  multiples  de  cette  équation  seront  simples 


558  SUR  LA  RESOLUTION 

dans  l'équation  X,  =o;  ainsi,  l'équation  X,  =  o  sera  dans  le  cas  des 
méthodes  précédentes. 

On  peut  encore,  si  l'on  veut,  trouver  deux  équations  séparées,  dont 
l'une  contienne  seulement  les  racines  égales  de  l'équation  X  =  o,  et 
dont  l'autre  contienne  les  racines  inégales  de  la  même  équation.  Pour 
cela,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  encore  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  X,  et  Y,  et,  nommant  ce  diviseur  R,,  on  prendra  le  quotient 
de  X,  divisé  par  R,,  lequel  étant  nommé  X,,  on  fera  ces  deux  équations 

X;  =  o    et    R,  =  0. 

La  première  contiendra  seulement  les  racines  inégales  de  l'équation 
X  =  o,  et  la  seconde  contiendra  seulement  les  racines  égales  de  la  même 
équation,  mais  chacune  une  seule  fois;  de  sorte  que  les  deux  équations 
X.,  =  o  et  R,  =  o  n'auront  que  des  racines  inégales,  et  par  conséquent 
seront  susceptibles  des  méthodes  du  paragraphe  précédent. 

16.  Connaissant  ainsi  le  nombre  des  racines  réelles  tant  inégales 
qu'égales  de  l'équation  proposée,  si  ce  nombre  est  moindre  que  le  degré 
de  l'équation,  on  en  conclura  que  les  autres  racines  sont  nécessairement 
imaginaires. 

En  général,  pour  que  l'équation  (B)  ait  toutes  ses  racines  réelles,  il 
faut  que  les  valeurs  de  u  soient  réelles  aussi;  donc  il  faudra  que  les  va- 
leurs de  11^  ou  de  v  soient  toutes  réelles  et  positives;  par  conséquent,  l'é- 
quation (Dj  du  n"  8  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et  positives;  donc 
il  faudra,  par  la  règle  connue,  que  les  signes  de  cette  équation  soient 
alternativement  positifs  et  négatifs;  de  sorte  que,  si  cette  condition  n'a 
pas  lieu,  ce  sera  une  marque  sûre  que  l'équation  (B)  a  nécessairement 
des  racines  imaginaires. 

Or,  on  sait  que  les  racines  imaginaires  vont  toujours  en  nombre  pair, 
et  qu'elles  peuvent  se  mettre  deux  à  deux  sous  cette  forme 

a-h-Py'— I,     a— Pv'— 1, 

a  et  jS  étant  des  quantités  réelles;  donc  on  aura 

M^  ±  2(3  J — I  , 
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et  par  conséquent 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  (D)  aura  nécessairement  autant  de  racines 
réelles  négatives  qu'il  y  aura  de  couples  de  racines  imaginaires  dans 
l'équation  (B). 

Donc,  si  l'on  fait  v  =  —  w,  ce  qui  changera  l'équation  (D)  en  celle-ci 

(G)  w" — aw"-'  -\-  bw''^-  —  cw"-~^  -h  ■  ■  ■=^  o, 

cette  équation  aura  nécessairement  autant  de  racines  réelles  positives 
qu'il  y  aura  de  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équation  (B). 

Donc,  si  dans  l'équation  (G)  il  n'y  a  qu'un  seul  changement  de  signe, 
l'équation  (B)  n'aura  que  deux  racines  imaginaires  (7). 

17.  Il  suit  du  numéro  précédent  que,  pour  avoir  la  valeur  des  racines 
imaginaires  de  l'équation  (B),  il  n'y  a  qu'à  chercher  les  racines  réelles 
positives  de  l'équation  (G).  En  effet,  soient  w',  w",  w'",...  ces  racines, 

on  aura  d'abord  - — >  - — >  - — )••■  pour  les  valeurs  de  j3;  ensuite,  pour 
trouver  les  valeurs  correspondantes  de  a,  on  substituera,  dans  l'équa- 
tion (B),  a  -4-  j3  \/— I  à  la  place  de  x,  et  l'on  fera  deux  équations  sépa- 
rées des  termes  tous  réels  et  de  ceux  qui  seront  multipliés  par  \l—  i  ;  de 
cette  manière  on  aura  deux  équations  en  ex.  de  cette  forme 

1   a'"  H-  Pa""-'  4-  Qa"—-  -I-  .  .  .  =  o, 
(H) 

(  mcx."'~^  +  p  a.'""''  -+-  q  a"""'  -f-  .  .  .  ^  o, 

dans  lesquelles  les  coefficients  P,  Q,.-.,  p,  q,...  seront  donnés  en  a,  b, 
c,...  et  en  |3. 

Donc,  si  l'on  donne  à  /3  quelqu'une  des  valeurs  précédentes,  il  faudra 
nécessairement  que  ces  deux  équations  aient  lieu  en  même  temps,  et  par 
conséquent  il  faudra  qu'elles  aient  un  diviseur  commun.  On  cherchera 
donc  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et,  le  faisant  égal  à  zéro ,  on 
aura  une  équation  en  a  et  |3,  par  laquelle,  /3  étant  connu,  on  trouvera  a. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  toutes  les  valeurs  de  j3  tirées  de  l'équa- 
tion (G)  sont  inégales  entre  elles,  alors  à  chaque  valeur  de  j3  il  ne  pourra 
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répondre  qu'une  seule  valeur  de  a;  donc,  dans  ce  cas,  les  deux  équa- 
tions (H)  ne  pourront  avoir  qu'une  seule  racine  commune,  et  par  consé- 
quent leur  plus  grand  commun  diviseur  ne  pourra  être  que  du  premier 
degré. 

On  poussera  donc  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  reste 
où  a  ne  se  trouve  plus  qu'à  la  première  dimension,  et  l'on  fera  ensuite  ce 
reste  égal  à  zéro,  ce  qui  donnera  la  valeur  cherchée  de  a. 

Mais  si,  parmi  les  valeurs  de  j3  tirées  de  l'équation  (G),  il  y  en  a,  par 
exemple,  deux  d'égales  entre  elles,  alors,  comme  à  chacune  de  ces  va- 
leurs égales  de  /3  il  peut  répondre  des  valeurs  différentes  de  a,  il  faudra 
qu'en  mettant  cette  valeur  double  de  fi  dans  les  équations  (H)  elles 
puissent  avoir  lieu  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre  des  valeurs  de  a  qui  y 
répondent;  ainsi,  ces  deux  équations  auront  nécessairement  deux  racines 
communes,  et  par  conséquent  leur  plus  grand  commun  diviseur  sera  du 
second  degré.  Il  faudra  donc,  dans  ce  cas,  ne  pousser  la  division  que 
jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  où  a  se  trouve  à  la  seconde  dimension 
seulement,  et  alors  on  fera  ce  reste  égal  à  zéro,  ce  qui  donnera  une 
équation  du  second  degré  par  laquelle  on  déterminera  les  deux  valeurs 
de  X,  lesquelles  seront  nécessairement  toutes  deux  réelles. 

De  même,  s'il  y  avait  trois  valeurs  égales  de  ]S,  il  faudrait,  pour  trou- 
ver les  valeurs  de  x  qui  répondraient  à  cette  valeur  triple  de  |5,  ne  pous- 
ser la  division  que  jusqu'à  ce  que  l'on  parvint  à  un  reste  où  la  plus  haute 
puissance  de  oc  fût  la  troisième;  et  alors,  faisant  ce  reste  égal  à  zéro,  on 
aurait  une  équation  en  a  du  troisième  degré,  laquelle  donnerait  les  trois 
valeurs  réelles  de  a  correspondantes  à  la  même  valeur  de  jS,  et  ainsi  de 
suite. 

g  III.  —  Nouvelle  niétliode  pour  approcher  des  racines  des 
équations  numériques. 

18.  Soit  l'équation 
{a)  A^"" -I- Bx'"-' +  Cj:'"--  +  .  -  .-1- K  =  o, 

et  supposons  qu'on  ait  déjà  trouvé  par  la  méthode  précédente  ou  autre- 
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nient  la  valeur  entière  approchée  d'une  de  ses  racines  réelles  et  posi- 
tives; soit  cette  première  valeur/?,  en  sorte  cjue  l'on  ait 

x^p    et    x<ip-i-i; 
on  fera 

et,  substituant  cette  valeur  dans  l'écjuation  proposée,  à  la  place  de  x,  on 
aura,  après  avoir  multiplié  toute  l'équation  par  y'"  et  ordonné  les  termes 
par  rapport  à  y,  une  équation  de  cette  forme 

(6)  A'_r"' +  B'j"'-' +  C'/"'---f-. .  .-I- K'  =  o. 

Or,  comme,  par  hypothèse,  —  >  o  et  <  i,  on  aura  y  >  o;  donc  l'équa- 
tion (b)  aura  nécessairement  au  moins  une  racine  réelle  plus  grande  que 
l'unité. 

On  cherchera  donc  par  les  méthodes  du  §  I  la  valeur  entière  appi'ochée 
de  cette  racine,  et,  comme  cette  racine  doit  être  nécessairement  positive, 
il  suffira  de  considérer  j  comme  positif  (4). 

Ayant  trouvé  la  valeur  entière  approchée  de  j,  que  je  nommerai  q,  on 
fera  ensuite 

et,  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  (b),  on  aura  une  troi- 
sième équation  en  z  de  cette  forme 

(  c)  A"z'"  -4-  B"  z'"^'  -+-  C"z"—-  H- . .  .  -t-  K"  =  o, 

laquelle  aura  nécessairement  au  moins  une  racine  réelle  plus  grande  que 
l'unité,  dont  on  pourra  trouver  de  même  la  valeur  entière  approchée. 
Cette  valeur  approchée  de  =  étant  nommée  /■,  on  fera 

t 

z=z  r-\ , 

u 

et  substituant  on  aura  une  équation  en  u  qui  aura  au  moins  une  racine 
réelle  plus  grande  que  l'unité,  et  ainsi  de  suite. 

II.  71 
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En  continuant  de  la  même  manière,  on  approchera  toujours  de  plus 
en  plus  de  la  valeur  de  la  racine  cherchée;  mais,  s'il  arrive  que  quel- 
qu'un des  nombres/?,  q,...  soit  une  racine  exacte,  alors  on  aura  x^=p 
ou 7  =  5-,...,  et  l'opération  sera  terminée;  ainsi,  dans  ce  cas,  on  trouvera 
pour  X  une  valeur  commensurable. 

Dans  tous  les  autres  cas  la  valeur  de  la  racine  sera  nécessairement  in- 
commensurable, et  l'on  pourra  seulement  en  approcher  aussi  près  qu'on 
voudra. 

19.  Si  l'équation  proposée  a  plusieurs  racines  réelles  positives,  on 
pourra  trouver,  par  les  méthodes  exposées  dans  le  §  I,  la  valeur  entière 
approchée  de  chacune  de  ces  racines  ;  et  nommant  ces  valeurs  /?,jo',  p" , ..., 
on  les  emploiera  successivement  pour  approcher  davantage  de  la  vraie 
valeur  de  chaque  racine;  il  faudra  seulement  remarquer  : 

1°  Que  si  les  nombres/?,  /?',  p",...  sont  tous  différents  l'un  de  l'autre, 
alors  les  transformées  {b),  (c),...  du  numéro  précédent  n'auront  chacune 
qu'une  seule  racine  réelle  et  plus  grande  que  l'unité  ;  car  si,  par  exemple, 
l'équation  [b)  avait  deux  racines  réelles  plus  grandes  que  l'unité,  telles 
que  j'  et  j",  on  aurait  donc 

I  I 

X  =  p  -\ 7     et     X  ^  p  -^  ——,  1 

y  r 

de  sorte  que  ces  deux  valeurs  de  x  auraient  la  même  valeur  entière 
approchée/?  contre  l'hypothèse;  il  en  serait  de  même  si  l'équation  {c), 
ou  quelqu'une  des  suivantes,  avait  deux  racines  réelles  plus  grandes 
que  l'unité. 

De  là  il  s'ensuit  que,  pour  trouver  dans  ce  cas  les  valeurs  entières 
approchées  q,  r,...  des  racines  des  équations  (b),  (c),...,  il  suffira  de 
substituer  successivement  à  la  place  de  y,  z,...  les  nombres  naturels  po- 
sitifs I,  2,  3,...  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  deux  substitutions  consécu- 
tives qui  donnent  des  résultats  de  signe  contraire  (6); 

2°  Que  s'il  y  a  deux  valeurs  de  x  qui  aient  la  même  valeur  entière 
approchée/?,  alors,  en  employant  cette  valeur,  les  équations  {b),  (c),... 
auront  chacune  deux  racines  réelles  plus  grandes  que  l'unité,  jusqu'à  ce 
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que  l'on  arrive  à  une  équation  dont  les  deux  racines  plus  grandes  que 
l'unité  aient  des  valeurs  entières  approchées  différentes;  alors  chacune 
de  ces  deux  valeurs  donnera  une  suite  particulière  d'équations  dont  cha- 
cune n'aura  plus  qu'une  seule  racine  réelle  plus  grande  que  l'unité. 

En  effet,  puisqu'il  y  a  deux  valeurs  différentes  de  x  qui  ont  la  même 
valeur  entière  approchée  p,  ces  deux  valeurs  seront  représentées  par 

p  -{ -,  de  sorte  qu'il  faudra  que  y  ait  nécessairement  deux  valeurs 

réelles  plus  grandes  que  l'unité  ;  or,  si  ces  deux  valeurs  de  j'  ont  la  même 
valeur  approchée  q,  il  faudra  de  nouveau  qu'en  faisant  j  =  q  +  -,  z  ait 
deux  valeurs  différentes  plus  grandes  que  l'unité,  et  ainsi  de  suite. 

Mais,  si  les  valeurs  entières  approchées  de  jetaient  différentes,  alors, 
nommant  ces  valeurs  q  et  q',  on  ferait  7  =  ^  +  -  et  y  =  5^'  -h  -;  et  il  est 
clair  que  z,  dans  l'une  et  l'autre  de  ces  deux  suppositions,  n'aurait  plus 
qu'une  seule  valeur  réelle  plus  grande  que  l'unité;  autrement  les  valeurs 
de  j,  au  lieu  d'être  seulement  doubles,  seraient  triples  ou  quadruples,  etc. 

Donc,  quand  on  sera  parvenu  à  une  transformée  dont  les  deux  racines 
plus  grandes  que  l'unité  auront  des  valeurs  entières  différentes,  alors  les 
autres  transformées  résultantes  de  chacune  de  ces  deux  valeurs  n'auront 
plus  qu'une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité;  par  conséquent  on 
pourra  trouver  la  valeur  entière  approchée  de  ces  racines  en  y  substi- 
tuant simplement  les  nombres  naturels  i,  2,  3,...  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 
deux  substitutions  qui  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  (6). 

On  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  le  cas  où  il  y  aurait  dans 
l'équation  (a)  trois  racines  ou  davantage,  qui  auraient  la  même  valeur 
entière  approchée. 

20.  Nous  avons  supposé  (18)  que  les  racines  cherchées  étaient  posi- 
tives; pour  trouver  les  négatives,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  —cckVà  place 
de  X  dans  l'équation  proposée,  et  l'on  cherchera  de  même  les  racines  po- 
sitives de  cette  dernière  équation;  ce  seront  les  racines  négatives  de  la 
proposée  (4). 

Quant   aux    racines  imaginaires,  qui  sont  toujours  exprimées  par 

71- 
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(x-h^s/ — I,  nous  avons  donné,  dans  le  §  II,  le  moyen  de  trouver  les 
équations  dont  a  et  ]3  sont  les  racines;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  chercher  les 
racines  réelles  de  ces  équations,  et  l'on  aura  la  valeur  de  toutes  les  ra- 
cines imaginaires  de  l'équation  proposée. 

21.  Pour  faciliter  les  substitutions  (18)  de  p -{-  —  au  lieu  de  x,  de 

(j  -h  -  au  lieu  de  j il  est  bon  de  remarquer  que  les  coefficients  de  la 

transformée  {b)  peuvent  se  déduire  immédiatement  de  ceux  de  l'équa- 
tion (a)  en  cette  sorte 

A'  =  A/j'"  +  Bp'"-'  -+-  Cp'"-''  -h  Bp"'~^  -I- . . . , 

B'  ^  mXp"'~'  -+-  {m  —  I )  Bp'"~'  -h  {m—  2  )  Cp"'~^  -)- .  .  . , 

On  aura  de  même  ceux  de  la  transformée  (c)  par  ceux  de  la  transfor- 
mée [b)  en  mettant  dans  les  formules  précédentes  ^  à  la  place  du  p,  A", 
B",  C",...  à  la  place  de  A',  B',  C',....,  et  A',  B',  C',...  à  la  place  de  A,  B, 
C,...,  et  ainsi  de  suite. 

De  là  il  est  évident  que  le  premier  coetficient  A',  ou  A",  ou...,  ne  sera 
jamais  nul,  à  moins  que  le  nombre  p,  ou  q,  ou...,  ne  soit  une  racine 
exacte,  auquel  cas  nous  avons  vu  que  la  fraction  continue  se  termine  à 
ce  nombre  (18).  En  effet,  si  A'  =  o,  ou  A"=  o,  ou...,  on  aura  y  =  ce  , 
ou  s  =  00  ,  ou...,  donc  ce  =p,  ouy  =  q,  ou.... 

22.  Soient  donc  p,  q,  r,  s,  t,...  les  valeurs  entières  approchées  des 
équations  (a),  [b),  (c),...,  en  sorte  que  l'on  ait 

i  I  I 

'^        y        •'         ^        Z  u 

et,  substituant  successivement  ces  valeurs  dans  celle  de  x,  on  aura 
x  =  p^ ^ — r 
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Ainsi  la  valeur  de  œ,  c'est-à-dire  de  la  racine  cherchée,  sera  exprimée 
par  une  fraction  continue.  Or,  on  sait  que  ces  sortes  de  fractions  donnent 
toujours  l'expression  la  plus  simple,  et  en  même  temps  la  plus  exacte 
qu'il  est  possible,  d'un  nombre  quelconque  soit  rationnel  ou  irrationnel. 

M.  Huygens  parait  être  le  premier  qui  ait  remarqué  cette  propriété 
des  fractions  continues,  et  qui  en  ait  fait  usage  pour  trouver  les  l'ractions 
les  plus  simples,  et  en  même  temps  les  plus  approchantes  d'une  fraction 
quelconque  donnée  {voyez  son  Traité  De  Automato planetario ) . 

Plusieurs  habiles  Géomètres  ont  ensuite  développé  davantage  cette 
théorie,  et  en  ont  fait  différentes  applications  ingénieuses  et  utiles;  mais 
on  n'avait  pas  encore  pensé,  ce  me  semble,  à  s'en  servir  dans  la  résolu- 
tion des  équations. 

23.  Maintenant,  si  l'on  réduit  les  fractions  continues 

'         r 

en  fractions  ordinaires,  on  aura,  en  faisant 

a  =/;,  a'  ^  I, 

^  =  qx-h  i,  [3'=ga'  =  g, 

y  =:  r^  ■+-  a,  y'  =  ;'(3'  +  a', 

ô=:iy-(-(3,  è' —  sy' -h  1^', 


on  aura,  dis-je,  cette  suite  de  fractions  particulières 

ac         p         y         d 
a''     P''     y''     ô'' 

lesquelles  seront  nécessairement  convergentes  vers  la  vraie  valeur  de  a-, 
et  dont  la  première  sera  plus  petite  que  cette  valeur,  la  seconde  sera  plus 
grande,  la  troisième  plus  petite,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  la  valeur 
cherchée  se  trouvera  toujours  entre  deux  fractions  consécutives  quel- 
conques; c'est  ce  qu'il  est  aisé  de  déduire  de  la  nature  même  de  la  trac- 
tion continue  d'où  celles-ci  sont  tirées. 
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Or,  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  de 

a,  (3,  y,.  .  .,     a',  (3',  y',.  .  . 

sont  toujours  telles  que 

(3a'  — a(3'=ri,     (3/  — y(3'  =  i,     ôy' —  yè'  =  i, .  .  .; 

d'nù  il  s'ensuit  : 

r"  Que  ces  fractions  sont  déjà  réduites  à  leurs  moindres  termes;  car, 
si  7  et  7',  par  exemple,  avaient  un  commun  diviseur  autre  que  l'unité,  il 
faudrait,  en  vertu  de  l'équation 

(3/-y{3'=., 

que  l'unité  fût  aussi  divisible  par  ce  même  diviseur; 
2°  Qu'on  aura 

(3         a  _      •  Ê  _  L  —     '  i.  _  X  —     ' 

P' ~  a' ~  ô^'    p'      y'^P'y''    â'      y'^y'ô'' 

de  sorte  que  les  fractions 

'     ^     l      L 
a''     P''     y'' 

ne  peuvent  jamais  différer  de  la  vraie  valeur  de  x  que  d'une  quantité  res- 
pectivement moindre  que 

III 

d'où  il  sera  facile  de  juger  de  la  quantité  de  l'approximation. 
En  général,  puisque  jS'  >  a',  7'  >  p',...,  on  aura 

d'où  l'on  voit  que  l'erreur  de  chaque  fraction  sera  toujours  moindre  que 
l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénominateur  de  la  même  fraction; 

3°  Que  chaque  fraction  approchera  de  la  valeur  de  ce,  non-seulemeni 
plus  que  ne  fait  aucune  des  fractions  précédentes,  mais  aussi  plus  que 
ne  pourrait  faire  aucune  autre  fraction  quelconque  qui  aurait  un  moindre 
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dénominateur.  En  effet,  si  la  fraction  ^,,  par  exemple,  approchait  plus 
que  la  fraction  — '  §'  étant  >fJ.',  il  faudrait  que  la  quantité  S^  se  trouvât 

entre  ces  deux  ^  et  ^  ;  donc 

y         à' 

fj.'        y'        à'       y'        y'ô 
donc 

f/.y'— f^')/<^  <i     et     >o, 

ce  qui  ne  se  peut. 

24,  Les  fractions -^5  ~;i  —■,■■■  peuvent  être  appelées  fractions ywmici- 

pales,  parce  qu'elles  convergent  le  plus  qu'il  est  possible  vers  la  valeur 
cherchée;  mais,  quand  les  nombres />,  q,  r,...  diffèrent  de  l'unité,  on 
peut  encore  trouver  d'autres  fractions  convergentes  vers  la  même  valeur, 
et  qu'on  appellera,  si  l'on  veut,  fractions  secondaires . 

Par  exemple,  si  ^  est  >  i ,  on  peut  entre  les  fractions  ~  et  —,  »  qui  sont 

toutes  deux  moindres  que  la  valeur  de  x,  insérer  autant  de  fractions  se- 
condaires qu'il  y  a  d'unités  dans  r —  i,  en  mettant  successivement  i,  2, 
3,...,  A-—  I  au  lieu  de  r.  De  cette  manière,  à  cause  de  Y  =  r]3  +  a  et 
y  =  r/3'  +  a  ,  on  aura  cette  suite  de  fractions 

a         P  +  a  2(3  +  a  S^-l-o:  /'(3-(-a 

^'      (5'  -t-  a'  '      2  (3' -h  a''      3  [3' +  «''■■■'      r(3'-)-a'' 

dont  les  deux  extrêmes  sont  les  deux  fractions />rz>iCTJoa/e*  ^^  ^1  et  dont 

les  intermédiaires  sont  des  fractions  secondaires. 

Or,  si  l'on  prend  la  différence  entre  deux  fractions  consécutives  quel- 

,                      .                                       aS-t-a           3S-f-a 
conclues  de  cette  suite,  comme  entre  — £ 7  et  1^, -.■,  on  trouvei'a 

'  2p  -l-a  jp  +« 

jt;  de  sorte  que  cette  différence  sera  toujours  positive 


{2(3'-1-a')(3p'~+a' 

et  ira  en  diminuant  d'une  fraction  à  l'autre;  d'où  il  s'ensuit  que,  comme 
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la  dernière  fraction  ~  est  moindre  que  la  vraie  valeur  de  la  fraction  con- 
tinue, les  fractions  dont  il  s'agit  seront  toutes  plus  petites  que  cette  va- 
leur, et  seront  en  même  temps  convergentes  vers  cette  même  valeur. 
On  fera  le  même  raisonnement  par  rapport  à  toutes  les  autres  fractions 

principales,  et  si  l'on  ajoute  à  ces  fractions  les  deux  fractions  -  et  -; 

dont  la  première  est  toujours  plus  petite,  et  dont  la  seconde  est  plus 
grande  que  toute  quantité  donnée,  on  pourra  former  deux  séries  de  frac- 
tions convergentes  vers  la  valeur  cherchée,  dont  l'une  contiendra  toutes 
les  fractions  plus  petites  que  cette  valeur,  et  dont  l'autre  contiendra 
toutes  les  fractions  plus  grandes  que  la  même  valeur. 

Fractions  plus  petites. 


p 

-t- 

a 

p' 

-+-  a.' 

è  -H 

y 

ô' 

-+- 

Y 

■2.<^-h  a 

2  (3'  -)-  a' 
3Ô  -t-y 

2  0'  +  )'' 

sp 

-(-  a 

3(3' 
3Ô 

-t-a'' 
+  1 

3Ô' 

+  y'' 

rp 

-t-a 

,-(3' 

-f-a' 

+  y 

tè' 

+  / 

Fractions  plus  grandes. 


I         a  -4-  I 

3  a  -H  I 

3a-i-i 

3a' -1-  i' 

qa  +  I 

(^\ 

0  '      a'  +  I 

2  a'  +  I  ' 

qa'  +  \' 

Ur 

y  +  P 

2y  +  p 

3y  +  p 

sy  +  P 

(°\, 

/  +  P'' 

2/  +  (3'' 

3y'  +  p" 

sy'  +  ^'' 

[or 

Quant  à  la  nature  de  ces  fractions,  il  est  facile  de  prouver,  comme  nous 
l'avons  fait  par  rapport  aux  fractions  principales  :  i°  que  chacune  de  ces 
fractions  sera  déjà  réduite  à  ses  moindres  termes;  d'où  il  s'ensuit  que, 
comme  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  vont  en  augmentant,  ces 
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fractions  se  trouveront  toujours  exprimées  par  des  termes  plus  grands  à 
mesure  qu'elles  s'éloigneront  du  commencement  de  la  série;  2°  que 
chaque  fraction  de  la  première  série  approchera  de  la  valeur  de  x  plus 
qu'aucune  autre  fraction  quelconque  qui  serait  moindre  que  cette  va- 
leur, et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit  que  celui  de  la  même  frac- 
tion ;  et  que,  de  même,  chaque  fraction  de  la  seconde  série  approchera 
plus  de  la  valeur  de  x  que  ne  pourrait  faire  toute  autre  fraction  qui  serait 
plus  grande  que  cette  valeur,  et  qui  aurait  un  dénominateur  plus  petit 
que  celui  de  la  même  fraction. 

En  effet,  s'il  y  avait  une  fraction  comme  —,  plus  petite  que  la  valeur 

de  X,  et  en  même  temps  plus  approchante  de  cette  valeur  que  la  fraction 

"^5  par  exemple,  en  supposant  3jS'  + !z'>  p.',  il  faudrait  (à  cause 


3P' 

que  la  fraction  ^  est  plus  grande  que  la  valeur  dont  il  s'agit]  que  la  quan- 
tité i-7  se  trouvât  entre  les  deux  quantités 


donc  la  quantité 


3P  +  «      el     ^• 
3(3' -t-«'  (3" 


devrait  être 


<  ê.  _  iê^  <  J^^^  < 


P'        Sp'  +  a'   ^(3'(3(5'-t-a:')  ^  (3'(3(3' +  a') 

donc  il  faudrait  que  p(.'j3  —  p.]S'  fût   <  -^rôr- — 7  <  i,  ce  qui  ne  se  peut. 

Au  reste,  il  peut  arriver  qu'une  fraction  d'une  série  n'approche  pas  si 
près  qu'une  autre  de  l'autre  série,  quoique  conçue  en  termes  moins  sim- 
ples; mais  cela  n'arrive  jamais  quand  la  fraction  qui  a  le  plus  grand  dé- 
nominateur est  une  fraction  principale  (23). 

II.  72 
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^  IV.  —  Application  des  méthodes  précédentes  a  quelques 
exemples. 

25.  Je  prendrai  pour  premier  exemple  l'équation  que  Newton  a  réso- 
lue par  sa  méthode,  savoir 

x'^  —  IX  —  5  =  0. 

Je  commence  par  chercher  par  les  formules  du  n"  8  l'équation  en  v 
qui  résulte  de  cette  équation;  je  fais  donc 

m  :=  3,     A  =  o,     B  =  —  2,     C^5; 
j'aurai 

3.3  , 

n  = =  3, 

A,  =  o,     A2^4>     A3  =  i5,     Ai  ^8,     Ai^5o,     Ac^gi; 

donc 

a,  =  12,     «2^72,     «3  =  — '497> 
et,  de  la, 

a^\i,     Z>  =:  36,     c=  —  643; 

de  sorte  que  l'équation  cherchée  sera 

f^ — 12^^  +  36i' -t- 643  =  o. 

Or,  puisque  cette  équation  n'a  pas  les  signes  alternativement  positifs  et 
négatifs,  j'en  conclus  sur-le-champ  que  l'équation  proposée  a  nécessai- 
rement deux  racines  imaginaires,  et  par  conséquent  une  seule  réelle  (1 6). 

Ainsi ,  les  nombres  à  substituer  à  la  place  de  x  seront  les  nombres  na- 
turels o,  1,2,  3,...  (6). 

Je  suppose  d'abord  x  positif,  et  je  cherche  la  limite  des  valeurs  de  x 
par  les  méthodes  du  n"  12  :  je  trouve  ^2  +  V^S  <  3;  ainsi,  3  sera  la 
limite  cherchée  en  nombres  entiers,  de  sorte  qu'il  suffira  de  faire  succes- 
sivement a?  =  o,  I,  2,  3,  ce  qui  donnera  ces  résultats  —  5,  —6,  —1,16; 
d'où  l'on  voit  que  la  racine  réelle  de  l'équation  proposée  sera  entre  les 
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nombres  2  et  3,  et  qu'ainsi  2  sera  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de 
cette  racine  (2). 

Je  fais  maintenant,  suivant  la  méthode  du  §  III,  a?  =  2  -f-  — i  j'ai,  en 

substituant  et  ordonnant  les  termes  par  rapport  à  y,  l'équation 

y3  —  joy'  —  6y  —  1=0, 

dans  laquelle  j'ai  changé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme  positif. 

Cette  équation  aura  donc  nécessairement  une  seule  racine  plus  grande 
que  l'unité  (19),  de  sorte  que,  pour  en  trouver  la  valeur  approchée,  il 
n'y  aura  qu'à  substituer  les  nombres  o,  i,  a-,  3,..  ,  jusqu'à  ce  que  l'on 
trouve  deux  substitutions  consécutives  qui  donnent  des  résultats  de  signe 
contraire. 

Pour  ne  pas  faire  beaucoup  de  substitutions  inutiles,  je  remarque 
qu'en  faisant  y  =  o  j'ai  un  résultat  négatif,  et  qu'en  faisant  /=  10  le 
résultat  est  encore  négatif;  je  commence  donc  par  le  nombre  10,  et  je 

fais  successivement j  =  10,  11, Je  trouve  d'abord  les  résultats  —61, 

54,...;  d'où  je  conclus  que  la  valeur  approchée  de  r  est  10;  donc  q  =  îo. 

Je  fais  donc  j=  10  H — ^  j'aurai  l'équation 
61  z^  —  94^^  —  20Z  —  1^0, 

et,  supposant  successivement  z  =  i,  2,...,  j'aurai  les  résultats  —  54, 
71,...;  donc  /-=  I. 

Je  fais  encore  s  =  i  h ;  j'aurai 

54  m'  h-  25  m-  —  89  ?<  —  61  =  o, 

et,  supposant  11  =  1,  2,...,  j'aurai  les  résultats  — 71,  293,...;  donc 
ç  =  I,  et  ainsi  de  suite. 

En  continuant  de  cette  manière,  on  trouvera  les  nombres 

2,      10,      I,     I,     2,     I,     3,     I,     I,     12,..., 
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de  sorte  que  la  racine  cherchée  sera  exprimée  par  cette  fraction  continue 


d'où  l'on  tirera  les  fractions  (23) 

3       21       3,3       44       "'       '^^       ^76       7^'        i3o7        i64i5 
I       10       II       21        53         74       275       349        624         7837 

lesquelles  seront  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  va- 
leur de  X. 

La  dernière  fraction     ^     est  plus  grande  que  la  racine  cherchée;  mais 

l'erreur  sera  moindre  que      „         (23,  2"),  c'est-à-dire  moindre  que 

0,000  000  016  3;  donc,  si  l'on  réduit  la  fraction     .,„     en  fraction  déci- 

7837 

maie,  elle  sera  exacte  jusqu'à  la  septième  décimale;  or,  en  faisant  la 
division,  on  trouve  2,094551  486  5,...;  ainsi,  la  racine  cherchée  sera 
entre  les  nombres  2,094  55i  49  et  2,094  55i  47. 

Newton  a  trouvé  par  sa  méthode  la  fraction  2,09455147  [voyez  sa 
Méthode  des  suites  infinies),  d'où  l'on  voit  que  cette  méthode  donne  dans 
ce  cas  un  résultat  fort  exact;  mais  on  aurait  tort  de  se  promettre  toujours 
une  pareille  exactitude. 

26.  Quant  aux  deux  autres  racines  de  la  même  équation,  nous  avons 
déjà  vu  qu'elles  doivent  être  imaginaires;  néanmoins,  si  l'on  voulait 
en  trouver  la  valeur,  on  le  pourrait  par  la  méthode  du  n°  17. 

Pour  cela,  on  reprendra  l'équation  en  v  trouvée  ci-dessus,  et,  en  y 
changeant  v  en  w,  on  aura 

w^  -\-  iiw'^  —  36(v  —  643  ^  o, 

et  il  ne  s'agii'a  plus  que  de  chercher  une  racine  réelle  et  positive  de 
cette  équation.  Or,  puisqu'elle  a  son  dernier  terme  négatif,  elle  aura 
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nécessairement  une  telle  racine,  dont  on  pourra  trouver  la  valeur  en- 
tière la  plus  approchée  (3)  par  la  substitution  successive  des  nombres 

naturels  o,  i,  2,  3, En  effet,  en  faisant  w=^6,  on  aura  le  résultat 

—  211,  et  en  faisant  (v  =  7,  on  aura  +  4o;  ainsi,  la  valeur  entière  la 
plus  approchée  de  la  racine  positive  de  cette  équation  sera  6. 

On  fera  donc  maintenant  w  =  6 -\ — ?  et,  en  substituant,  on  aura, 

u 

après  avoir  changé  les  signes, 

2!  I  M^  —  2i6m^  —  3oM  —  I  =0. 

Faisant  successivement  M  =  0,  i,  2,...,  on  aura  les  résultats  —  i,  —36, 
-I-  53;  donc  i  sera  la  valeur  entière  approchée  de  u. 

On  fera  donc  u  =  i  -\ — )  et  l'on  aura,  en  substituant  et  chanaeant  les 

signes, 

36x'  —  171a;-  —  4'7'^  —  211=0. 

En  faisant  successivement  x  =  o,  i,  2,.;.,  on  trouvera  des  résultats  né- 
gatifs jusqu'à  la  supposition  de  a;  =  7,  qui  donne  9218  pour  résultat,  de 
sorte  que  6  sera  la  valeur  entière  approchée  de  x. 

On  fera  donc  x  =  6  -{ — -,  — 

r 

De  cette  manière,  on  approchera  de  plus  en  plus  de  la  valeur  de  w, 
laquelle  sera  exprimée  par  cette  fraction  continue 


6  +  . 

d'où  l'on  tire  les  fractions  particulières 

6      7      48 

—,     —,     — , .... 

I       I       7 

Connaissant  ainsi  w,  on  aura  (17)  j3  =  —  ;  ainsi  l'on  connaitra  j3. 

On  substituera  maintenant  a  -+-  jS  y/  —  i  à  la  place  de  x  dans  l'équation 
proposée,  et  faisant  deux  équations  séparées  des  termes  tout  réels  et  de 
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feux  qui  sont  affectés  de  y/  —  i ,  on  aura  les  deux  équations 

a'  —  (  3  (3^  H-  2  )  a  —  5  =  o, 
3a:^  —  (3^  —  2  =  0. 

On  cherchera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  équations,  et 
l'on  poussera  seulement  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  reste 
où  a.  ne  se  trouve  qu'à  la  première  puissance  (numéro  cité);  ce  reste  sera 

a  —  5, 


3 
lequel,  étant  fait  =  o,  donnera 

i5 


--      4(2(3^  +  1) 
Ainsi  l'on  aura  la  valeur  des  deux  racines  imaginaires  a-t-pyT— i  et 
a  — py/  — I  de  l'équation  proposée. 

27.  Prenons  pour  second  exemple  l'équation 

x^  —  7^1;  +  7  =  o. 

On  aura  encore  ici  m  =  3,  et  par  conséquent  tî  =  3;  ensuite, 

A  =  o,     B  =  — 7,     C=  — 7; 
d'où 

A,  =0,     A2=i4,     A3  =  —  21,     A4  =  98,     A,  =  —  245,     Ae  =  833; 

et,  de  là, 

a,  1=42,     «2  =  882,     «3=:  1866g, 

et  enfin 

a=:42,    z»^44'>    ^^=^49; 

de  sorte  que  l'équation  en  v  sera 

v^  —  4^'''  "•"  44  "'  —  49  =  o- 

Puisque  les  signes  de  cette  équation  sont  alternatifs,  c'est  une  marque 
que  la  proposée  peut  avoir  toutes  ses  racines  réelles  (16),  et  comme 
d'ailleurs  cette  équation  n'est  point  divisible  par  r,  il  s'ensuit  que  l'équa- 
tion en  X  n'aura  point  de  racines  égales  (15). 
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On  fera  maintenant  (11)  v  =  —■>  et,  ordonnant  l'équation  par  rapport 
à  y,  on  aura 

^■'        49  49 

Le  plus  grand  coefficient  négatif  étant  9,  on  pourrait  prendre  l  —  io  (12), 
mais  on  peut  trouver  une  limite  plus  proche  en  cherchant  le  plus  petit 
nombre  entier  qui  rendra  positives  ces  trois  quantités 

49        49 

49 
3/-9, 

et  l'on  trouvera  que  /  =  9  satisfait  à  ces  conditions,  de  sorte  qu'on  aura 

X-  =  3  (11),  et  par  conséquent  A  =  ^■ 

On  mettra  donc  (13,  2°),  dans  l'équation  proposée,  ^  a  la  place  de  x, 
ce  qui  la  réduira  à  celle-ci 

x^  —  63ar  +  i89=:o, 

dans  laquelle  il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  les  nombres  naturels  o,  i, 
2,...  à  la  place  de  x.  Or,  suivant  la  méthode  (13,  3°),  on  trouve  que  la 
série  des  résultats  ne  contient  que  deux  variations  de  signes,  lesquelles 
répondent  à  a?  =  4.  5,  6;  de  sorte  que  l'équation  proposée  n'aura  que 

deux  racines  positives,  lesquelles  tomberont,  l'une  entre  les  nombres  ^ 

5  5        6 

et  ^î  et  l'autre  entre  les  nombres  ^  et  :^;  d'où  l'on  voit  que  la  valeur 

entière  la  plus  approchée  de  l'une  et  de  l'autre  sera  i  (2). 

Faisons  maintenant  x  négatif  pour  avoir  aussi  les  racines  négatives  (4) , 
et  l'équation  se  changera  en 

X^  —  7  X  —   7  :=  o, 

laquelle,  ayant  son  dernier  terme  négatif,  aura  sûrement  une  racine 
positive  (3),  et  il  est  clair  qu'elle  n'en  aura  qu'une  seule,  puisque  nous 
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avons  déjà  trouvé  les  deux  autres;  ainsi  l'on  pourra  d'abord  trouver  la 
valeur  entière  approchée  de  cette  racine  en  substituant,  à  la  place  de  x, 
les  nombres  o,  i,  2,...,  jusqu'à  ce  que  l'on  rencontre  deux  substitutions 
qui  donnent  des  résultats  de  signe  contraire  (3);  or,  on  trouve  que  ces 
substitutions  sont  a:  =  3  et  a;  =  4;  Ae  sorte  que  3  sera  la  valeur  entière 
la  plus  approchée  de  x  dans  l'équation  précédente,  et  par  conséquent 
de  —  X  dans  la  proposée. 

Ayant  ainsi  trouvé  que  l'équation  a  trois  racines  réelles,  deux  posi- 
tives et  une  négative,  et  ayant  trouvé  en  même  temps  leurs  valeurs  en- 
tières approchées,  on  pourra  approcher  autant  qu'on  voudra  de  la  vraie 
valeur  de  chacune  d'elles  par  la  méthode  du  §  III. 

Considérons  d'abord  les  racines  positives,  et  faisons  x  =  i  -h  —  dans 

l'équation 

x^  —  y.r  -t-  7  :^  o, 

elle  deviendra  celle-ci 

j3  —  4t^  +  3^  +  i  =  O, 

laquelle,  à  cause  que  i  est  la  valeur  approchée  de  deux  racines,  aura 
nécessairement  (19,  2°)  deux  racines  plus  grandes  que  l'unité. 

J'essaye  d'abord  si  je  peux  trouver  les  valeurs  approchées  de  ces  deux 
racines  par  la  substitution  des  nombres  entiers  o,  i,  2,...,  et,  comme  il 
n'y  a  que  le  terme  4j*  de  négatif,  il  suffira  (13,  i")  de  pousser  les  sub- 
stitutions jusqu'à  ce  que  l'on  ait  r' =  ou  >4j'.  c'est-à-dire  jusqu'à 
y  =  li;  or,  en  faisant  j  =  o,  i ,  2,  3,  4,  j'ai  les  résultats  i ,  i ,  —  i ,  i ,  1 3; 
d'où  je  conclus  que  les  racines  cherchées  sont,  l'une  entre  les  nombres 
I  et  2,  et  l'autre  entre  les  nombres  2  et  3;  de  sorte  que  les  valeurs  appro- 
chées de  y  seront  i  et  2. 

On  fera  donc  : 

i"  y  =  I  H — ,  et  l'on  aura 

Z^  —  2.Z-  —  Z  +  l:=  O, 

équation  qui  n'aura  plus  qu'une  racine  réelle  plus  grande  que  l'unité 

(19,  2°);  ainsi  l'on  supposera  successivement  z  =  i,  2 jusqu'à  ce  " 

que  l'on  trouve  deux  substitutions  consécutives  qui  donnent  des  résul- 
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tats  de  signe  contraire;  or,  on  trouve  que  z  =  2  donne  — i,  el  s  =  3 

donne  -1-  7;  donc  2  sera  la  valeur  entière  approchée  de  z. 

On  fera  donc  s  =  2  H — v  et,  substituant,  on  aura,  en  changeant  les 

signes, 

lû  -\-  3u'-  —  4"  —  I  ^  o. 

On  supposera  de  même  a  =  i ,  2,...,  et  Ton  trouvera  que  la  valeur  entière 
approchée  de  u  sera  1 . 

On  fera  u  =  1  -\ —  -,  et  ainsi  de  suite  ; 

M' 

2°  On  fera  y  =  2  h — ,   et,  substituant  dans  l'équation  précédente 
en  y,  on  aura,  après  avoir  changé  les  signes, 

z-'  +  2^  —  2  Z  —  I  =  o  ; 

cette  équation  n'aura,  comme  la  précédente  en  s,  qu'une  seule  racine 
réelle  plus  grande  que  l'unité;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  faire  s  =  1, 
2,...,  ce  qui  donne  les  résultats  —  i,  5,  d'où  l'on  conclut  que  i  est  la 
valeur  entière  approchée  de  z. 

On  fera  donc  s  =  i  h — -.  et  l'on  aura,  en  changeant  les  signes, 

m'  —  3u'  —  4 '^  —  I  ^=:  o, 

d'oLi  l'on  trouvera,  de  la  même  manière  que  ci-dessus,  que  la  valeur  en- 
tière approchée  de  u  sera  4- 

Ainsi  l'on  fera  w,  =  A  h ,  et  ainsi  de  suite. 

w 

Donc  les  deux  racines  positives  de  l'équation  proposée  seront 


IH 

2  H 

I 

I 

2  H 


4+-_ 

II.  73 
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D'où  l'on  tirera,  si  l'on  veut,  des  fractions  convergentes,  comme  dans 
l'Exemple  précédent  (23  et  24). 

Pour  trouver  maintenant  la  valeur  approchée  de  la  racine  négative, 
on  reprendra  l'équation 

X^  —  '•jX  —  7=0, 

dans  laquelle  on  a  déjà  trouvé  que  la  valeur  entière  approchée  est  3; 
ainsi  l'on  fera  j:.'  =  3  h — >  ce  qui  donnera,  en  changeant  les  signes, 

y  '  —  j.o y'  —  Vfy  —  i  ^  o, 

et,  comme  cette  équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  réelle  plus 
grande  que  i  (19,  2°),  on  en  trouvera  la  valeur  approchée  en  faisant 
j  =  1 ,  2,...,  jusqu'à  ce  que  l'on  rencontre  deux  résultats  consécutifs  de 
signe  contraire,  ce  qui  arrivera  lorsque  j=  20,  21;  de  sorte  que  la  va- 
leur dont  il  s'agit  sera  20. 

On  fera  donc  y  =  20  h — ■,  — 

De  cette  manière,  la  racine  négative  de  l'équation  proposée  sera 

X  =  —  3 
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(*) 


(Mémoires  de  l' Académie  i-ojaJe  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  t.  XXIV,  1770.) 


J'ai  donné  dans  ce  Mémoire  une  méthode  générale  pour  résoudre  les 
équations  numériques  de  tous  les  degrés,  matière  sur  laquelle  on  n'avait 
encore  que  des  tentatives  et  des  essais.  Ma  méthode  ne  laisse,  ce  me 
semble,  rien  à  désirer  :  non-seulement  elle  fournit  un  moyen  sur  de  re- 
connaître combien  de  racines  réelles  positives  ou  négatives,  égales  ou 
inégales,  il  y  a  dans  une  équation  quelconque;  elle  donne  encore  le 
moyen  d'approcher  d'aussi  près  que  l'on  veut,  et  le  plus  qu'il  est  possible 
en  nombres  rationnels,  de  la  vraie  valeur  de  chaque  racine;  et  c'est  à 
quoi  se  réduit,  si  je  ne  me  trompe,  tout  ce  qu'on  peut  souhaiter  dans  la 
résolution  des  équations. 

Ayant  eu  occasion  de  penser  encore  a  cette  matière,  j'ai  fait  de  nou- 
velles réflexions  qui  peuvent  servir  à  perfectionner  et  à  simplifier  ma 
méthode  dans  plusieurs  cas;  ce  sont  ces  réflexions  que  je  vais  exposer 
ici  :  elles  me  paraissent  assez  importantes  pour  mériter  quelque  attention 
de  la  part  des  Géomètres. 

{*)  Lu  à  l'Académie  le  aS  août  1769.  et  le  8  mars  1770. 
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§  I.  —  Si/r  les  racines  imaginaires  des  équations. 

Remarque  I. 

Sur  la  manière  de  reconnaître  quand  toutes  les  racines  d'une  équation 
sont  réelles. 

1 .  Dans  le  n"  8  de  ce  Mémoire,  j'ai  donné  des  formules  générales  poui' 
déduire  d'une  équation  quelconque  une  autre  équation  dont  les  racines 
soient  les  carrés  des  différences  entre  les  racines  de  l'équation  proposée. 
Or,  si  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles,  il  est  évident  que 
les  carrés  de  leurs  différences  seront  tous  positifs;  par  conséquent,  l'é- 
quation dont  ces  carrés  seront  les  racines,  et  que  nous  appellerons  doré- 
navant, pour  abréger,  équation  des  différences,  cette  équation,  dis-je, 
n'ayant  que  des  racines  réelles  positives,  aura  nécessairement  les  signes 
de  ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs;  de  sorte  que,  si  cette 
condition  n'a  pas  lieu,  ce  sera  une  marque  sûre  que  l'équation  primitive 
a  nécessairement  des  racines  imaginaires. 

2.  De  plus,  comme  on  sait  {voyez  les  Mémoires  de  cette  Académie 
pour  l'année  1746  et  ceux  de  la  Société  de  Turin  pour  l'année  1760J 
que  les  racines  imaginaires  vont  toujours  deux  à  deux,  et  qu'elles  peu- 
vent se  mettre  sous  la  forme 

(Z  et  jS  étant  des  quantités  réelles,  il  s'ensuit  que  la  différence  de  deux 
racines  imaginaires  correspondantes  sera  nécessairement  de  la  forme 
2j3\/—  I,  de  sorte  que  le  carré  de  cette  différence  sera  —4/3',  c'est-à- 
dire  une  quantité  réelle  et  négative.  Donc,  si  l'équation  proposée  a  des 
racines  imaginaires,  il  faudra  nécessairement  que  l'équation  des  diffé- 
rences ait  au  moins  autant  de  racines  réelles  négatives  qu'il  y  aura  de 
couples  de  racines  imaginaires  dans  la  proposée. 

C'est  ce  que  j'avais  déjà  remarqué  dans  le  §  Il  du  Mémoire  cité;  mais 
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voici  une  conséquence  qui  m'avait  échappé  alors,  et  qui  peut  être  d'une 
grande  utilité  dans  la  recherche  des  racines  imaginaires. 

3.  Nous  venons  de  voir  que  chaque  couple  de  racines  imaginaires  de 
la  proposée  doit  donner  au  moins  une  racine  réelle  négative  dans  l'équa- 
tion des  différences.  Or,  il  est  démontré  {voyez  les  Mémoires  de  V Acadé- 
mie des  Sciences  de  Paris  pour  l'année  1741)  qu'une  équation  quelconijuc 
ne  saurait  avoir  plus  de  racines  positives  qu'elle  n'a  de  changements  de 
signes,  ni  plus  de  racines  négatives  qu'elle  n'a  de  successions  du  même 
signe.  Donc,  le  nombre  des  racines  imaginaires  dans  une  équation  (]uel- 
conque  ne  pourra  jamais  être  plus  grand  que  le  double  de  celui  des  suc- 
cessions de  signe  dans  l'équation  des  différences. 

4.  De  là  et  de  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus  il  s'ensuit  que,  si  l'équa- 
tion des  différences  a  tous  ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs, 
l'équation  primitive  aura  nécessairement  toutes  ses  racines  réelles,  sinon 
elle  aura  nécessairement  des  racines  imaginaires.  Ainsi  l'on  pourra  tou- 
jours juger  par  ce  moyen  s'il  y  a  ou  non  des  racines  imaginaires  dans 
une  équation  quelconque  donnée. 

Remarque  II. 

Où  l'on  donne  des  règles  pour  détenniner  le  nombre  des  racines 
imaginaires  d'une  équation. 

5.  Soient 

a,    h,    c,    d,.  .  . 

les  racines  réelles  d'une  équation  quelconque,  et 

a -I- (3  y/ — I,      a  —  (3  y' — I,      y -I- (5  y/  —  I,      y  —  â^— J,... 

les  racines  imaginaires;  les  carrés  des  différences  de  ces  racines  seront 

{a  —  hy,    {a  —  cy,  (a  —  dy,..:, 

{b  —  cy,     (b  —  dy,...,     [c  —  dy,...; 
-4(3%        -4â%..., 
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(a  —  a  +  (3  v/— i)',     (a  — «— (3^— i/ 


(y  — «  +  ôv'^)',  (y  — a  — ôy'^)', 
(y— 6  +  ô\/^^)\  (y  — 6  — ôy/^)', 
(y  — c  +  â^/— ij\     (y  —  c  —  ô  y/— i)", 


[«_y  +  (P_ô)v/-iJ%     [a-y-([3-ô)s/-iJ=, 
[a  -  y  +  (P  -4-  ô)  y/^^J',     [=:  -  y  -  ((3  +  ô)  y/^]'. 


lesquels  seront  par  conséquent  les  racines  de  l'équation  des  ditrérences. 
Soit  m  le  degré  de  l'équation  proposée,  qui  est  égal  au  nombre  des 
racines 

a,h,c,...,      a:  +  (3  y/ — i,     a. —  (3  y' — i,     y -4- â  y/ — i,     y  —  ô  y/ — i,...; 

celui  de  l'équation  des  différences  sera  (n°  8  du  Mémoire  cité) 
m[m  —  I  ) 


or,  soit/j  le  nombre  des  racines  réelles  a,  h,  c,...  et  2q  celui  des  racines 
imaginaires 

a  H- (3  y/ — I,     a — (3  y/ — I,     y -f- ô  y/ — i,     y  —  ô  sj — i,.  .  ., 

en  sorte  que  m  =  p  +  2^,  il  est  facile  de  voir  par  la  table  précédente  que, 
parmi  les  n  racines  de  l'équation  des  différences,  il  y  en  aura  nécessai- 
rement i-^ de  réelles  et  positives,  q  de  réelles  et  négatives,  et 

2q{p^q  —  i)  d'imaginaires. 

6.  Qu'on  fasse  maintenant  le  produit  de  toutes  ces  racines,  et  il  est 
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visible  que  le  produit  des  ^*^~     racines  positives  sera  toujours  positif, 

que  celui  des  q  racines  négatives  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  le 
nombre  q  sera  pair  ou  impair,  qu'enfin  le  produit  des  iq[p  +  q—\) 
racines  imaginaires  sera  toujours  positif;  en  effet,  ces  dernières  racines 
étant  deux  à  deux  de  la  forme 

(A-^-B^^T)^     (a-Bv/^)% 

leurs  produits  deux  à  deux  seront  de  la  forme 

(A=  +  B=)=, 

et  par  conséquent  positifs;  donc,  le  produit  de  toutes  ces  racines  en- 
semble sera  toujours  aussi  positif. 

Donc  le  produit  total  sera  nécessairement  positif  ou  négatif,  suivant 
que  q  sera  pair  ou  impair. 

Mais  le  dernier  terme  d'une  équation  est,  comme  on  sait,  égal  au  pro- 
duit de  toutes  ses  racines  avec  le  signe  +  ou  — ,  suivant  que  le  nombre 
de  ces  racines  est  pair  ou  impair. 

Donc  le  dernier  terme  de  l'équation  des  différences  dont  le  degré  est  n 
sera  nécessairement  positif  si  /i  et  ^  sont  tous  deux  pairs  ou  tous  deux 
impairs,  et  négatif  si  l'un  de  ces  nombres  est  pair  et  l'autre  impair. 

7.  Or,  si  n  et  ^  sont  tous  deux  pairs  ou  impairs,  n  —  q  sera  nécessai- 
rement pair,  et  si  n  et  5^  sont  l'un  pair  et  l'autre  impair,  n—q  sera  né- 
cessairement impair;  mais,  à  cause  de 


et  de 


de  sorte  que  n  —  q  sera  toujours  pair  ou  impair,  suivant  que  =Liii — il  \q 
sera. 

Donc  le  dernier  terme  de  l'équation  des  différences  sera  nécessairement 
II.  74 
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positif  ou  négatif,  suivant  que  le  nombre  ^-^^- sera  pair  ou  impair, 

c'est-à-dire  suivant  que  le  nombre  des  combinaisons  des  racines  réelles 
de  la  proposée  prises  deux  à  deux  sera  pair  ou  impair. 

8.    1°  Supposons  que  ce  dernier  terme  soit  positif,  il  faudra  en  ce  cas 
que  ^-^ soit  pair;  donc,  ou 

P  —  nl    et    p  =  il. 


p  —  i 


il     et    p  =  ^il-^-i; 


d'où  il  s'ensuit  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  pro- 
posée sera  nécessairement  multiple  de  4  si  ce  nombre  est  pair,  c'est-à- 
dire  si  le  degré  de  l'équation  est  pair,  ou  multiple  de  4  plus  i  si  le  degré 
de  l'équation  est  impair.  Ainsi,  il  sera  impossible  que  l'équation  ait  2, 
ou  3,  ou  6,  ou  7,...  racines  réelles. 

2°  Supposons  que  le  dernier  terme  de  l'équation  des  différences  soit 

négatif,  il  faudra  alors  que  ^-^ — -  soit  impair;  donc,  ou 

^  =  2A  +  i     et    />  =  4^  +  2, 

ou 

^  ~'  =2.1  +  1     et     p  =  4X-t-3; 
2 

d'où  il  s'ensuit  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  racines  réelles  de  la  pro- 
posée sera  nécessairement  multiple  de  4  plus  2  si  le  degré  de  l'équation 
est  pair,  ou  multiple  de  4  plus  3  si  ce  degré  est  impair.  De  sorte  qu'il 
sera  impossible  que  l'équation  ait  en  ce  cas  i,  ou  4.  ou  5,  ou  8,  ou  9,... 
racines  réelles. 

9.  Ainsi,  par  l'inspection  seule  des  signes  de  l'équation  des  difle- 
rences,  on  sera  en  état  de  juger  :  1°  si  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée  sont  réelles  ou  non;  2°  si  le  nombre  des  racines  réelles  est  un 
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de  ceux-ci  i,  4.  5,  8,  9,12,13,...,  ou  bien  s'il  est  un  de  ceux-ci  2,3, 
6,  7,  10,  II,...,  ce  qui  suffira  pour  déterminer  le  nombre  des  racines 
réelles  et  des  racines  imaginaires  dans  les  équations  qui  ne  passent  pas 
le  cinquième  degré,  et  dans  toutes  les  équations  où  l'on  saura  d'avance 
que  les  racines  imaginaires  ne  sauraient  être  plus  de  quatre. 

Peut-être  qu'en  poussant  plus  loin  cette  théorie  on  pourrait  trouver 
des  règles  sûres  pour  déterminer  le  nombre  des  racines  réelles  dans  les 
équations  de  degré  quelconque,  les  méthodes  qu'on  a  proposées  jusqu'à 
présent  pour  cet  objet  étant  ou  insuffisantes,  comme  celles  de  Newton, 
Maclaurin,  etc.,  ou  impraticables,  comme  celles  de  Stirling  et  de  l'abbé 
de  Gua,  qui  supposent  la  résolution  des  équations  des  degrés  inférieurs. 

Remarque  III. 

Où  l'on  applique  la  théorie  précédente  aux  équations  du  second, 
troisième  et  quatrième  degré. 

10.  Soit  l'équation  proposée  du  second  degré  comme 

x'  —  Ax  -I-  B  =  o, 

l'équation  des  différences  sera  du  degré  ^^^  =  i ,  et  l'on  trouvera  par  la 
méthode  du  n°  8  cLu  Mémoire  cité  que  cette  équation  sera 

V  —  a  =:  o, 

où  l'on  aura 

4a  =  A^— 4B. 

Ainsi  les  racines  seront  toutes  deux  réelles  ou  toutes  deux  imaginaires 
suivant  que  l'on  aura  A^  —  4B  >  o  ou  <  o  ;  et  elles  seront  égales  lorsque 
A=  =  4B. 

1 1 .  Soit  proposée  l'équation  générale  du  troisième  degré 

x^ — Aa:-+Bx  —  C  =  o. 


588  ADDITIONS  AU  MÉMOIRE  SUR   LA   RÉSOLUTION 

3  o. 
l'équation  des  différences  sera  ici  du  degré  —  =  3,  et  l'on  trouvera  par 

la  même  méthode 

c'  —  av-  -h  bv  —  c  =  o, 

OÙ 

4«=:2(A=—  3B), 

i66  =  (A=-3B)% 

.3„^4(A^-3B)(B--3AC)-(9C-ABr 
"^  3 

Donc,  pour  que  les  racines  soient  toutes  réelles,  il  faudra  que  l'on  ait 

1°  A'-  3B>o, 

2°  4(A=— 3B)(B=— 3AC)-(9C- ABy^>o. 

Si  l'une  de  ces  deux  conditions  manque,  l'équation  aura  deux  racines 
imaginaires. 

12.  Soit  maintenant  proposée  l'équation  générale  du  quatrième  degré 

x''  y^  -i-  Bx^  —  Cx  +  D  =  o 

dont  le  second  terme  est  évanoui  pour  plus  de  simplicité;  le  degré  de 
l'équation  des  différences  sera  ^^-  =  6;  de  sorte  que  cette  équation  sera 

v''  —  av'  -\-  bv'  —  ce'  H-  dv'—  ev  -+- f  :=  o, 

OÙ  l'on  trouvera  par  la  même  méthode 

4«=-8B, 
i66  — 22B^-h8D, 
4=c  =  —  i8B=H-i6BD  -hi6C\ 
4'c?  =  i7B«  +  24B^D  — 7.i6D=-f  3.I6BC^ 
4^e  =-4B-^- 2.270^ B=- 8.27 DD  + 3.4=  BD--  2.4^ R'D, 
4^/  =  4<  D'  -  2'  4^ B^ D=  H-  4=  3'  C?  BD  +  4'  B'  D  -  4  C  B  -  3'  C*. 

Donc  si  la  quantité 

4.  D'  -  2'  4'  B=D^  +  4=  3'  O  BD  +  4'  B'  D  -  4  C=  B»  -  3^  C 
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est  négative,  la  proposée  aura  nécessairement  deux  racines  réelles  et 
deux  imaginaires;  mais,  si  cette  quantité  est  positive,  alors  la  proposée 
aura  toutes  ses  racines  réelles  ou  toutes  imaginaires. 

Or,  toutes  les  racines  seront  réelles  si  les  valeurs  de  tous  les  coeffi- 
cients a,  h,  c,  d,  e, /sont  positives;  donc  elles  seront  toutes  imaginaires 
si,  le  dernier  coefficient/ étant  positif,  quelqu'un  des  autres  se  trouve 
négatif. 

Supposons  donc  le  coefficient/ positif,  en  sorte  que  l'on  ait 

4<D=  —  2^4'B^D^  +  4=  3^C'BD  -h  4^ B* D  -  4 C=B'  -  3'0 >  o, 

et  l'on  trouvera  que  tous  les  autres  coefficients  seront  aussi  positifs  si 
l'on  a  en  même  temps 

B<o     et    B^— 4I)>o, 

et  qu'au  contraire  quelqu'un  d'eux  deviendra  nécessairement  négatif  si 

B>o    ou     B'— 4D<o. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas,  les  quatre  racines  de  l'équation  seront 
toutes  réelles,  et  dans  le  second  cas  elles  seront  toutes  imaginaires. 

On  pourrait  de  même  trouver  les  conditions  qui  rendent  les  racines 

des  équations  du  cinquième  degré  toutes  réelles,  ou  en  partie  réelles  et 

en  partie  imaginaires;  mais  comme  dans  ce  cas  l'équation  des  différences 

5  4 
monterait  au  degré  -—^  —  \o,  le  calcul  deviendrait  extrêmement  prolixe 

et  embarrassant. 

Remarque  IV. 

Sur  la  manière  d'avoir  les  racines  imaginaires  des  équations. 

13.  Nous  avons  vu  dans  la  Remarque  II  que  chaque  couple  de  racines 
imaginaires  correspondantes  a-^  ^\l  —  i,  «  —  p  sj—  i  donne  nécessaire- 
ment dans  l'équation  des  différences  une  racine  réelle  négative  —  4/3^; 
d'où  il  s'ensuit  qu'en  cherchant  les  racines  réelles  négatives  de  cette 
équation,  on  trouvera  nécessairement  les  valeurs  de  —4/3^»  d'où  l'on 
aura  celles  de  |3,  à  l'aide  desquelles  on  pourra  ensuite  trouver  les  valeurs 
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correspondantes  de  a,  comme  nous  l'avons  enseigné  dans  le  n°  17  du 
Mémoire  cité  ;  de  sorte  qu'on  aura  par  ce  moyen  l'expression  de  chaque 
racine  imaginaire  de  l'équation  proposée,  ce  qui  est  souvent  nécessaire, 
surtout  dans  le  calcul  intégral.  Voici  seulement  une  obsei'vation  qui  peut 
servir  à  répandre  un  plus  grand  jour  sur  cette  théorie,  et  à  dissiper  en 
même  temps  les  doutes  qu'on  pourrait  se  former  sur  son  exactitude  et  sa 
généralité. 

14.  Lorsque  les  parties  réelles  a,  y,...  des  racines  imaginaires 

a-f-(3v'  — I,     a  — (âv'— I,     y-l-ây/— I,     y  — ôy/— i,..., 

sont  inégales  tant  entre  elles  qu'avec  les  racines  réelles  a,  6,  c,...,  il  est 
évident  par  la  table  de  la  Remarque  précédente  que  l'équation  des  diffé- 
rences n'aura  absolument  d'autres  racines  réelles  négatives  que  celles-ci 
—  4i3^>  —  4^'.---»  de  sorte  que  le  nombre  de  ces  racines  sera  le  même 
que  celui  des  couples  de  racines  imaginaires  dans  l'équation  proposée. 

Mais,  s'il  arrive  que  parmi  les  quantités  a,  7,...  il  s'en  trouve  d'égales 
entre  elles  ou  d'égales  aux  quantités  a,  b,  c,...,  alors  l'équation  des  dif- 
férences aura  nécessairement  plus  de  racines  négatives  que  la  proposée 
n'aura  de  couples  de  racines  imaginaires. 

En  effet,  soit  a  =  «,  et  les  deux  racines  imaginaires 

deviendront  —  jS-  et  —  /3-,  et  par  conséquent  réelles  négatives. 

De  sorte  que,  si  l'équation  proposée  ne  contient,  par  exemple,  que  les 
deux  racines  imaginaires 

a  H-  (3  sj—  I      et     a  —  (3  v'—  I , 

l'équation  des  différences  contiendra,  dans  le  cas  de  a  =  a,  outre  la 
racine  réelle  négative  —  4l3^  encore  ces  deux-ci  — /3^  —  jS^  égales 
entre  elles. 

D'où  l'on  voit  que  lorsque  l'équation  des  différences  a  trois  racines 
réelles  négatives,  dont  deux  sont  égales  entre  elles,  alors  la  proposée 
peut  avoir  ou  trois  couples  de  racines  imaginaires  ou  un  seulement. 
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Si  la  proposée  contient  quatre  racines  imaginaires 

a  +  (3  v/—  I ,     a  —  (3  \/—  I ,     y  -h  S  \J—  I ,     y  —  ô  y/—  i , 

alors  l'équation  des  différences  contiendra  d'abord  les  deux  racines 
réelles  négatives  —  4/3',  —  4^^;  ensuite,  si  «  =  a,  elle  aura  encore  ces 
deux-ci  —  jS^,  —  jS";  si  7  =  è,  elle  aura  de  même  ces  deux  autres-ci 
—  ^^,, —  §^  ;  enfin,  si  l'on  avait  «  =  y,  alors  les  quatre  racines  imaginaires 

[a-y  +  ((3  +  Ô)^=Tj^     [a-y-((3+ô)^=7J^ 
deviendraient 

-((3-ô)s   -((3-ar,   -(p  +  â)^   -((3  +  ô)^ 

c'est-à-dire  réelles  négatives  et  égales  deux  à  deux. 

15.  De  là  il  est  facile  de  conclure  : 

i"  Que  lorsque  toutes  les  racines  réelles  négatives  de  l'équation  des 
différences  sont  inégales  entre  elles,  alors  la  proposée  aura  nécessaire- 
ment autant  de  couples  de  racines  imaginaires  qu'il  y  aura  de  ces  racines. 

Et  dans  ce  cas,  nommant  —  w  une  quelconque  de  ces  racines,  on  aura 

d'abord  j3  =  —  ;  cette  valeur  étant  ensuite  substituée  dans  les  deux 

équations  (H)  du  n"  17  du  Mémoire  cité,  on  cherchera  leur  plus  grand 
commun  diviseur  en  poussant  la  division  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à 
un  reste  où  a  ne  se  trouve  plus  qu'à  la  première  dimension;  et  faisant  ce 
reste  égal  à  zéro,  on  aura  la  valeur  de  a  correspondante  à  celle  de  P;  par 
ce  moyen  chaque  racine  négative  —  w  donnera  deux  racines  imaginaires 

a  +  (3  y/—  I      et     a  —  (3  y'—  i . 

2°  Que  si,  parmi  les  racines  réelles  négatives  de  l'équation  des  diffé- 
rences, il  y  en  a  d'égales  entre  elles,  alors  chaque  racine  inégale,  s'il  y 
en  a,  donnera  toujours,  comme  dans  le  cas  précédent,  un  couple  de  ra- 
cines imaginaires;  mais  chaque  couple  de  racines  égales  pourra  donner 
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aussi  deux  couples  de  racines  imaginaires,  ou  n'en  donner  aucun;  ainsi 
deux  racines  égales  donneront  ou  quatre  racines  imaginaires  ou  aucune; 
trois  racines  égales  donneront  ou  six  ou  deux  racines;  quatre  racines 
égales  donneront  ou  huit  ou  quatre  racines  imaginaires,  et  ainsi  de  suite. 

16.  Or,  soient  par  exemple  —  w  et  —  w  deux  racines  égales  négatives 
de  l'équation  des  différences,  on  fera  j3  =  —  comme  ci-dessus,  et*ubsti- 
tuant  cette  valeur  de  jS  dans  les  équations  (H)  du  numéro  cité,  on  cher- 
chera leur  commun  diviseur  en  ne  poussant  la  division  que  jusqu'à  ce 
que  l'on  parvienne  à  un  reste  où  a  ne  se  trouve  qu'à  la  seconde  dimen- 
sion, à  cause  que  la  valeur  de  j3  est  double,  comme  nous  l'avons  déjà 
remarqué  dans  l'endroit  cité. 

Ainsi,  faisant  ce  reste  égal  à  zéro,  on  aura  pour  la  détermination  de  a 
une  équation  du  second  degré,  laquelle  aura  par  conséquent  ou  deux 
racines  réelles  ou  deux  imaginaires. 

Dans  le  premier  cas,  nommant  ces  deux  racines  a'  et  «",  on  aura  les 
quatre  racines  imaginaires 

o:'H-(3y/— I,      a'  — Py/— 1,      a"  H- (3^—1,      a"— (5^— i; 

dans  le  second  cas,  les  valeurs  de  a  étant  imaginaires  contre  l'hypothèse, 
ce  sera  une  marque  que  les  deux  racines  égales  —  w,  —  w  ne  donne- 
ront point  de  racines  imaginaires  dans  la  proposée. 

17.  S'il  y  avait  dans  l'équation  des  difTérences  trois  racines  égales  et 
négatives  —(v,  —w,  —w,  alors  faisant  j3  =  —  ?  on  poussera  seulement 
la  division  des  équations  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  un  reste  où  « 
se  trouve  à  la  troisième  dimension;  de  sorte  que,  ce  reste  étant  fait  =  o, 
on  aura  une  équation  du  troisième  degré  en  a,  d'où  l'on  tirera,  ou  trois 
valeurs  réelles  de  «,  ou  une  réelle  et  deux  imaginaires  :  dans  le  premier 
cas  on  aura  six  racines  imaginaires;  dans  le  second  on  n'en  aura  que  deux, 
les  valeurs  imaginaires  de  a  devant  toujours  être  rejetées  comme  con- 
traires à  l'hypothèse,  et  ainsi  de  suite. 
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§  II.  —  Sur  la  manière  d'approcher  de  la  valeur  numérique 
des  racines  des  équations. 

18.  On  a  vu  dans  le  §  III  du  Mémoire  cité  comment  on  peut  réduire 
les  racines  des  équations  numériques  à  des  fractions  continues,  et  com- 
bien ces  sortes  de  réductions  sont  préférables  à  toutes  les  autres  :  nous 
allons  encore  faire  ici  quelques  remarques  pour  donner  à  cette  théorie 
toute  la  généralité  et  la  simplicité  dont  elle  peut  être  susceptible. 

Remarque  I. 
Sur  les  fractions  continues  périodiques. 

19.  Nous  avons  déjà  remarqué  dans  le  n"  18  du  même  Mémoire  que, 
lorsque  la  racine  cherchée  est  é^ale  à  un  nombre  commensurable,  la 
fraction  continue  doit  nécessairement  se  terminer,  de  sorte  que  l'on 
pourra  avoir  l'expression  exacte  de  la  racine;  mais  il  y  a  encore  un  autre 
cas  où  l'on  peut  aussi  avoir  l'expression  exacte  de  la  racine,  quoique  la 
fraction  continue  qui  la  représente  aille  à  l'infini.  Ce  cas  a  lieu  lorsque 
la  fraction  continue  est  périodique,  c'est-à-dire  telle  que  les  mêmes  dé- 
nominateurs reviennent  toujours  dans  le  même  ordre  à  l'infini;  par 
exemple,  si  l'on  avait  la  fraction 


1 


il  est  clair  qu'en  nommant  x  la  valeur  de  cette  fraction  on  aurait 

I 

X  ^  p  -\ ■) 

'  I 

^         X 
II.  -75 
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ce  qui  donne  cette  équation 

qx- —  pqx  —  p  =z  o, 

par  laquelle  on  pourra  déterminera;;  il  en  serait  de  même  si  la  période 
était  d'un  plus  grand  nombre  de  termes,  et  l'on  trouverait  toujours  pour 
la  détermination  de  x  une  équation  du  second  degré.  Il  peut  aussi  arri- 
ver que  la  fraction  continue  soit  irrégulière  dans  ses  premiers  termes,  et 
qu'elle  ne  commence  à  devenir  périodique  qu'après  un  certain  nombre 
de  termes;  dans  ces  cas  on  pourra  trouver  de  la  même  manière  la  valeur 
de  la  fraction,  et  elle  dépendra  pareillement  toujours  d'une  équation  du 
second  degré;  car  soit,  par  exemple,  la  fraction 


nommons  toute  la  fraction  x,  et  y  la  partie  qui  est  périodique,  savoir 


q-{ — 


d'où  l'on  tire 


^        j_ql^x  —  p) 


r 
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ce  qui  donne 

sy-  —  rsr  —  r^o; 

donc,  substituant  pour  y  sa  valeur  en  x,  on  aura 

s{x  —  pY—  rs{x—p)[i  —  q{x—p)]  —  r[i  —  q{x—p)Y  =  o, 

équation  qui,  étant  développée  et  ordonnée  par  rapport  à  œ,  montera  au 
second  degré. 

20.  On  voit  par  ce  que  nous  venons  de  dire  que  le  cas  dont  il  s'agit 
doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  dans  la  suite  des  équations  transfor- 
mées (a),  {b),  (c),  [d),...  du  n°  18  du  Ménf)oire  cité  il  s'en  trouvera 
deux  qui  auront  les  mêmes  racines;  car  si  la  racine  s,  par  exemple,  de 
l'équation  (c)  était  la  même  que  la  racine  x  de  l'équation  (a),  on  aurait 


ce  qui  est  le  cas  que  nous  avons  examiné  ci-dessus,  et  ainsi  des  autres. 
Donc,  quand  on  voit  que  dans  une  fraction  continue  certains  nombres 
reviennent  dans  le  même  ordre,  alors,  pour  s'assurer  si  la  fraction  doit' 
être  réellement  périodique  à  l'infini,  il  n'y  aura  qu'à  examiner  si  les  ra- 
cines des  deux  équations,  qui  ont  la  même  valeur  entière  approchée, 
sont  parfaitement  égales,  c'est-à-dire  si  ces  deux  équations  ont  une  ra- 
cine commune;  ce  qu'on  reconnaîtra  aisément  en  cherchant  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  lequel  doit  nécessairement  renfermer  toutes  les 
racines  communes  aux  deux  équations,  s'il  y  en  a;  or,  comme  nous 
avons  vu  que  toute  fraction  continue  périodique  se  réduit  à  la  racine 
d'une  équation  du  second  degré,  il  s'ensuit  que  le  plus  grand  diviseur 
commun  dont  nous  parlons  sera  nécessairement  du  second  degré. 

21.  Supposons  donc  qu'on  ait  reconnu  que,  parmi  les  différentes 
équations  transformées,  il  s'en  trouve  deux  qui  aient  la  même  racine; 
alors  la  fraction  continue  cherchée  sera  nécessairement  périodique  à 

75. 
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l'infini,  de  sorte  qu'on  pourra  la  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra  en 
répétant  seulement  les  mêmes  nombres.  Mais  voyons  comment  on  pourra 
dans  ce  cas  continuer  aussi  la  suite  des  fractions  convergentes  du  n°  23 
du  Mémoire  cité  sur  la  résolution  des  équations  numériques,  sans  être 
obligé  de  les  calculer  toutes  l'une  après  l'autre  par  les  formules  données. 

22.   Pour  cet  etTet,  nous  supposerons  que  l'on  ait  en  général 

X,  Xi  X-!, 

en  sorte  que,  x  étant  la  racine  cherchée,  a;,,  x„,  a?,,...  soient  celles  des 

équations  transformées  que  nous  avons  désignées  ailleurs  par  j,  z,  a,..., 

et  l'on  aura 

,  I 


Donc,  faisant,  comme  dans  le  numéro  cité, 

l  —i,  L  =0, 

U  =  \,  L,  =  i, 

U  =lih  +  k,  L,  =:  li  La  -f-  L,, 


on  aura  ces  fractions  convergentes  vers  x 

l      l^      l_       l^       lj_ 

V  l;'  l,'  L3'   L,'' 

23.  Maintenant,  l'équation 

x  =  l,-\ 

x, 

donnera 

XXi  =  X,l,  -h  1  ^=  X,  l,  -h  I 
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mettons,  au  lieu  de  œ,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  sa 
valeur 

et  umltipliunt  par  X2,  on  aura 

XX,  Xi  =^  {h.  l,  -i-  l)  X2  -h  It  =^  h  X,  H-  A  ; 

on  trouvera  de  même,  en  substituant  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  X3  +  —  à  la  place  de  a;,, 

et  ainsi  de  suite. 

Pareillement,  l'équation 

,        I 

X,  =  >i2  H 

X-! 

donnera 

X,  JCj  ==  Aj  ^2  +  I  ^  Lj  Xn  +  L,  ; 

ensuite,  substituant  dans  le  second  membre  X,  h à  la  place  de  x^,  et 

multipliant  par  iCj,  on  aura 

X,  X2X3  =:  { I2  Lj  -f-  Li  )  j;,  +  Lo  ^  L3  X3  +  L2, 

et  ainsi  de  suite. 

D'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  en  général,  quelle  que  soit  la  fraction  con- 
tinue, soit  périodique  ou  non, 

(B)  !  ^^•'^■^^'••■^P  =  ^P^P   +^P-..' 

X,X^X3...X=h,X^-\-h^      ,. 

24.  Cela  posé,  supposons  qu'on  ait  trouvé,  par  exemple, 

c'est-à-dire  que  la  racine  de  la  (fJ.  -l-  v)'"""  transformée  soit  égale  à  celle 


398  ADDITIONS  AU  MÉMOIRE  SUR   LA  RESOLUTION 

de  la  transformée  p.'""";  alors  on  aura  aussi 

et  en  général 
donc  aussi 
et  en  général 
de  sorte  qu'on  aura 


h,^. 

I 

1      1 

I 

^.-■. 

I 

■'  V,--. 

25.  Maintenant,  si  l'on  suppose  en  général 

p  ^=  fj.  -h  nv  -h  m , 

il  est  facile  de  voir  que  les  deux  équations  (B)  du  numéro  précédent  de- 
viendront 


■^..-i-^  ^  {■^,,.^1  •*„ 


-^1"         JJ.-k-TS 


Or  on  a,  en  faisant  dans  les  formules  (B)  du  numéro  précédent  p  =  p., 

x,x,...x^  =  L^x^-^-L^_,. 
De  plus,  à  cause  de 

^„  ^  X„  ,  ,  +  )     ■^„  j_,  =  ^„_i,o  +  '  •  •  •  ' 
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il  est  clair  que  si  l'on  fait 

1  /«  =1,  H  =0, 


(Cl 


on  aura  en  eénéral 


(d: 

] 

^„.^f.+, 

x^,^,.  .  .  X^^^  -=  h^ 

^^+, 

+  A^ 

^M+. 

^y.-h2--  •■^//.H-! 

7   =   ^. 

^^+. 

+  H 

Donc 

on 

aura 

^^.-i-l   ^IJ.-h'2-   •   •   -^y-l-O  = 

H„*„ 

.+^  + 

H«- 

et, 

à  cause  de  œ. 

'X-T-'J    ^  U 

,  (hypothèse), 

X       .,  X 

„  ,  ,.  .  .  x„  ,  ,  = 

=:H    X 

,, +H 

26.  De  sorte  qu'en  faisant  ces  substitutions  dans  les  deux  équations 
ci-dessus,  on  aura 

et 

i^,^,  +  L.-)  (H^^,.+  a  +  H„_,)  (H„  x^  +  H„  _  ,/■  =  L^*,.^,  +  ^_ ,. 

27.  Or  les  équations  (D),  étant  divisées  l'une  par  l'autre,  donnent 


h^x  ^^  -!-/(_._, 

(*-] 

""-H,.,^,  +  H_,- 

d'où  l'on  tire 

H,_..r^-/(_, 

•^ /'■+•--       /,^_H,^^ 

Donc,  faisant  a - 

^  ^,  on  aura 

H,_,x^ -/'„_, 
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et,  de  là, 

h„E„    ,-H„A       , 


mais  il  est  facile  de  voir,  par  la  nature  des  quantités  h,  /i,,  Ao,...,  H,  H,, 
H2,...,  que  l'on  a 

H,A-A,H  =  i,     H,/(, -/i,H,  =  -i,     EJi,-/hE2  =  i,..., 

d'où  l'on  aura  en  général 

A„H„     ,-H    A   _,=:±I, 

C7        CT  —  I  or      zs  —  I  ' 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  zj  est  un  nombre  pair,  et  l'inférieur 
lorsque  zs  est  impair. 

Donc,  faisant  ces  substitutions  dans  les  deux  équations  du  n°  26,  on 
aura 

±{L^,r^-t-L^_,)(H,^^+H,,_,)"=(LpH„_,-Lp_,H„)x^.+  (Lp_,//^-Lp/;„_,); 

les  signes  ambigus  dépendant  du  nombre  ro,  comme  nous  l'avons  vu  ci- 
dessus. 

28.  Maintenant,  si  dans  l'équation  (E)  du  numéro  précédent  on  fait 
ff  =  V,  on  aura,  à  cause  de  jj^^-v  =  a;^.  (hypothèse), 


d'où  l'on  tire  l'équation  en  x,^ 
laquelle  donne 
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Soit,  pour  abréger, 

/j  -H 

2  H 

.g     1    1    jj   . 

en  sorte  que  l'on  ail 

"",. 

=  P  +  n/Q, 
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et,  substituant  cette  valeur  dans  les  deux  dernières  équations  du  n"  27, 
on  aura 

±  (/^  P  +  /,._,  +  /,,  v^Q)  (H.  p  +  H_ ,  +  H„  v'Q)" 

±  (L,,  P  +  L^._,  +  L^,  VQ)  (H„  P  +  H,_,  +  H.,  v/Q)" 

=  (^H,_,-L^_,HjfP  +  v/'Q)  +  (Lp_,A,-L/,„_,); 

d'où,  à  cause  de  l'ambiguïté  du  radical  \/Q,  on  tirera  quati'e  équations 
par  lesquelles  on  pourra  déterminer  Ip,  Ip—,,  Lp,  Lp_,. 

29.  En  effet,  supposons,  pour  abréger, 


et 

H.P  +  H  _,  =  K., 

on  trouvera  ces  quatre  équations 

,        „  ,    (/;,.+  //..V^)(K..  +H„t/Q)"  -  (./^  -  /^  v/Q)(K,-  H.,v/Q)" 

,       ;       ,,           ^(P+v/Q)(/^.-^/.VÔ)(K..-H„^/Q)"-(p-^/Qj(/^.  +  /^,^/Q)(K„+H,^/^)'^ 
/p_,  /.,-/p  A„_,  _  ±  -^ , 

,    H  ,        „    _^(F^.  +  V/Q)(K,  +  H,v/Q)"-(F^.-L^v/Q)(K,-H„t/Q)" 

2v/0 

Lp-i  "n  —  Lp  /(ct-  I  -  ± -1= 

II.  76* 
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Donc,  si  l'on  ajoute  la  première  multipliée  par  h^  à  la  deuxième  mul- 
tipliée par  Hn,  et  de  même  la  troisième  multipliée  par  h„  à  la  quatrième 
multipliée  par  H^,  et  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

on  aura,  à  cause  de  AnH^-i  —  H^An— ,  =  ±  i  (27), 

(j  étant  =  p.  +  nv  +  w. 

30.  Ainsi,  lorsqu'à  l'aide  des  quantités 

on  aura  calculé,  par  les  formules  (A)  et  (C),  les  quantités 

/,     l„     l,,...,     L,     L„     La,..., 

jusqu'à  /„.  et  L^,  et  les  quantités 

h,     h„     lu,...,     H,     H„     H...., 

jusqu'à  h.,  et  H.,,  on  pourra,  par  les  formules  précédentes,  trouver  les 

valeurs  de  Ip  et  de  Lp,  c'est-à-dire  les  termes  de  la  fraction  -^■,  (juel  (|ue 

soit  l'exposant  du  quantième  p:  car  pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  retran- 
cher [j.  de  (5,  et  diviser  la  différence  par  v;  le  quotient  sera  le  nombre  n, 
qui  entre  dans  les  formules  précédentes  comme  exposant,  et  le  reste  sera 
le  nombre  zs,  qui  sera  par  conséquent  toujours  moindre  que  v. 

31.  Au  reste,  si  l'on  voulait  trouver  en  général  l'équation  du  second 
degré  par  laquelle  peut  être  déterminée  la  racine  x  de  l'équation  pro- 
posée, lorsqu'on  a  x,,,^.,=^x,j_,  comme  dans  le  n"  24,  il  n'y  aurait  qu'à 
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remarquer  que  les  équations  (B)  du  n°  23,  étant  divisées  l'une  par 
l'autre,  donnent  en  général 


d'où  l'on  tire,  en  faisant  p  =  p., 


I..-L,.x      ' 


donc,  substituant  cette  valeur  de  a;^  dans  l'équation  fE)  du  n"  27,  on 
aura  celle-ci 

H,(L^_,a- -/,,_,)=-(/,„-H,_,)(V-,^ -//,.-, )(//.-L„..r)-//,_,{//,.-L/,.r)^  =  o, 

c'est<-à-dire 

[hl;_,  +  (/..,-h._,jL^_,l^-a._,l;jx= 

-  [2H„ L^_, /^_,  +  (h^  +  H_,)  (L^,_,  /^,,  +  /^_,  L,J  -  •./^_,  /,,  L^J  ^ 

et  cette  équation  sera  nécessairement  un  diviseur  de  l'équalion  proposée. 

Remarque  II. 

Où  l'on  donne  une  manière  très-simple  de  réduire  en  fractions  continues 
les  racines  des  équations  du  second  degré. 

32.  Considérons  l'équation  générale  du  second  degré 

E, .2^- — iix  —  E  ^  o, 

dans  laquelle  E,  E,  et  z  sont  supposés  des  nombres  entiers,  tels  que 
s^  +  EE,  >  o,  pour  que  les  racines  soient  réelles;  cette  équation,  étant 
résolue,  donne 

e+  v/e^  +  EE, 

"== ^-^ ' 

76. 
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où  le  radical  peut  être  pris  positivement  ou  négativement.  Supposons 
que  la  racine  cherchée  soit  positive,  et  soit  1,  le  nombre  entier  qui  sera 
immédiatement  plus  petit  que  la  valeur  de  x;  on  fera  donc 

-,        I 

x, 

et,  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  on  aura  une  équa- 
tion transformée  dont  l'inconnue  sera  x,;  or  si,  après  avoir  fait  la  sub- 
stitution, on  luultiplie  toute  l'équation  par  a'^,  qu'ensuite  on  change  les 
signes  et  qu'on  suppose,  pour  abréger, 

£,    =:rX,  E,  —  £, 

E,  =  E-ho.eX-  E,ru 


on  aura  la  transformée 


laquelle  donnera 


E;  .r;  —  2  6,  ^r,  —  E,  : 


s,  +  \/sf  +  E,  E, 
"•= E. -■ 

on  cherchera  donc  le  nombre  entier  X^,  qui  sera  immédiatement  plus 
petit  que  cette  valeur  de  a;,,  et  l'on  fera 

X,  =  X.  +  — , 
et  ainsi  de  suite. 

Maintenant,  je  remarque  que  la  quantité  £'j  +  E|Eo,  qui  est  sous  le 
signe  dans  l'expression  de  x,,  devient,  en  substituant  les  valeurs  de  e,  et 
de  Eo,  et  étant  ce  qui  se  détruit,  celle-ci  :  £^  +  EE,,  qui  est  la  même  que 
celle  qui  est  sous  le  signe  dans  l'expression  de  x;  d'où  il  est  facile  de 
conclure  que  la  quantité  radicale  sera  toujours  la  même  dans  les  expres- 
sions de  .r,  x,,  Xo, 

33.  Donc  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

B=:£^-hEE„ 
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el  qu'on  prenne  (le  signe  <  dénote  qu'il  faut  prendre  le  nombre  entier 
qui  est  immédiatement  moindre) 

X,<i^,     e,  =  ^E,-s, 
E, 

E,  =  E  +26  À,-E,>>î,      A.<^'^^^,      e,=  X,E,-e„ 
E3  =  E, +  26,X,-EaL     ^3<-^-^-:     e,=  A3E,-£„ 

lia 

E,  =  E,+  2£a3-E,X^        A4<^'"t,^^'        £,  =  >>,E4-£3, 

-E'4 


e  +  v/B  ■       1 

El  Xi 


_  £, +  v/B 


^=X3   + 


d'où 


Xa 


Quant  au  radical  \/B,  il  faudra  toujours  lui  donner  le  même  signe  qu'on 
lui  a  supposé  dans  la  valeur  de  la  racine  cherchée  x. 
On  peut  observer  encore  que,  comme  on  a  trouvé 


e]  +E,E.=  s^+EE,  =  B, 

on  aura 

^'--    E,      ' 

el,  de  même. 

E3: 

B-e;        „        B-£^3 
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Ainsi  l'on  pourra,  si  on  le  juge  plus  commode,  employer  ces  formules 
à  la  place  de  celles  qu'on  a  données  plus  haut  pour  avoir  les  valeurs  de 
E,,  E,,... 

34.  Maintenant  je  dis  que  la  fraction  continue  qui  exprime  la  valeur 
de  X  sera  toujours  nécessairement  périodique. 

Pour  pouvoir  démontrer  ce  théorème,  nous  commencerons  par  dé- 
montrer en  général  que,  quelle  que  soit  l'équation  proposée,  on  doit  tou- 
jours nécessairement  arriver  à  des  équations  transformées  dont  le  pre- 
mier et  le  dernier  terme  soient  de  signes  différents.  En  effet,  nous  avons 
vu,  dans  le  n°  19  du  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numériques, 
qu'on  doit  toujours  nécessairement  arriver  à  une  équation  transformée 
qui  n'ait  qu'une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité,  après  quoi  cha- 
cune des  transformées  suivantes  n'aura  aussi  qu'une  seule  racine  plus 
grande  que  l'unité;  soit  donc 

au"'  -h  hu'"^^  -+-  cu"'~-  -\- . .  .-^  h—  o, 

une  de  ces  transformées  qui  n'ont  qu'une  seule  racine  plus  grande  que 
l'unité,  et  soit  s  la  valeur  entière  approchée  de  u  :  on  fera,  pour  avoir  la 

transformée  suivante,  m  =  ^h ■>  ce  qui,  étant  substitué,  donnera  cette 

transformée,  dans  laquelle  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  terme  sera 

(  as'"  -+-  bs"'~'  •+-  C5"'~-  -H  .  .  .  -i-  /f  )W", 

et  que  le  dernier  sera  a.  Or,  puisque  la  vraie  valeur  de  u  dans  la  trans- 
formée précédente  tombe  entre  ces  deux-ci  :  u  =  *  et  m  =  oc  ,  entre  les- 
quelles il  ne  se  trouve  aucune  autre  valeur  de  u  (hypothèse),  il  s'en- 
suit qu'en  faisant  ces  deux  substitutions  dans  l'équation  en  u  on  aura 
nécessairement  des  résultats  de  signe  contraire;  car  il  est  facile  de  con- 
cevoir qu'il  n'y  aura  en  ce  cas  qu'un  seul  des  facteurs  de  cette  équation 
qui  pourra  changer  de  signe  en  passant  d'une  valeur  de  m  à  l'autre  (n°5. 
Mémoire  cité).  Mais  la  supposition  de  u  =;-  co  donne  le  résultat  au'"  (tous 
les  autres  termes  devenant  nuls  vis-à-vis  de  celui-ci),  lequel  est  de  même 
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signe  que  le  coefïicient  a;  donc  il  faudra  que  la  supposition  de  u  =  s 
donne  un  résultat  de  sisne  contraire  à  a;  mais  ce  résultat  est  éaal  à 

as'"  -V-  bs"*''  '■-  cs"'~'-  -h .  .  ■  -i-  k; 

donc,  puisque  cette  quantité  est  en  même  temps  le  coelFicient  du  pre- 
mier terme  de  l'équation  transformée  en  lu,  dont  le  dernier  terme  est  a, 
il  s'ensuit  que  cette  transformée  aura  nécessairement  ses  deux  termes 
extrêmes  de  signes  diiférents. 

Et  l'on  peut  prouver  de  la  même  manière  que  cela  aura  lieu  à  plus 
forte  raison  dans  toutes  les  transformées  suivantes. 

35.  Cela  posé,  puisque  l'équation  proposée 

Ei^^  —  2  ex  —  E^o 

donne  les  transformées  (32) 

E,  a;;  —  2g,  :r,  —  E,  =  o, 
Ej  ^2  —  "i-SiX-i  —  Ej  =  o, 


il  s'ensuit  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer  dans  le  numéro  pré(;é- 
dent  qu'on  parviendra  nécessairement  à  des  transformées  comme 

E.^^_ ,  X^  —  2  £y  X.^  —  Ey  =  O, 

E,    ,    ,  <    ,    ,  -  2E,    .    ,  X      ,    ,  -  E^^_,  =  o, 


dont  les  premiers  et  derniers  termes  seront  de  signes  différents;  de  sorte 
que  les  nombres 

seront  tous  de  même  sisne.  Or,  on  a  (33) 


donc,  puisque  E,^,  Ey^,,  Ey-i-:,,...  sont  de  même  signe,  les  produits 
EyEj,-Hj,  Ey-t-,Ey-^2,...  sBrout  nécessairement  positifs;  d'oîi  il  s'ensuit  : 
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1°  Que  l'on  aura 

c'est-à-dire  (en  taisant  abstraction  du  signe) 

et  ainsi  de  suite  à  l'intini; 

2"  Que  l'on  aura  aussi,  à  cause  que  les  nombres  E,  E,,  Ej,...  sont  tous 

entiers, 

E,^<B,     E^^,<B,     E^^,<B, 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  comme  B  est  donné,  il  est  clair  qu'il  n'y  aura 
qu'un  certain  nombre  de  nombres  entiers  qui  pourront  être  moindres 
que  B  ou  que  \/B;  de  sorte  que  les  nombres 

ne  pourront  avoir  qu'un  certain  nombre  de  valeurs  différentes,  et  qu'ainsi 
dans  l'une  et  l'autre  de  ces  séries,  si  on  les  pousse  à  l'infini,  il  faudra 
nécessairement  que  les  mêmes  termes  reviennent  une  infinité  de  fois; 
et,  par  la  même  raison,  il  faudra  aussi  qu'une  même  combinaison  de 
termes  correspondants  dans  les  deux  séries  revienne  une  infinité  de  fois; 
d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  nécessairement,  par  exemple, 

OU  bien,  en  faisant  y-K  §  =  p., 

E„.^,,  =  E^     et     £,,^„=e^,; 
donc, à  cause  de 


B  = 

=  '',■ 

+  E,E.^.= 

e;.+,  +  E^,,.,.„E„.^„^^ 

[1  aura  aussi 

E,^.^ 

.  =  E^^,; 

lais  on  a 

x 



-T^ et 
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donc  Xij,^.,^^x^;  donc  la  fraction  continue  sera  nécessairement  pério- 
dique (24). 

36.  En  effet,  on  voit,  par  les  formules  du  n"  33,  que  si  l'on  a 

^,^..  =  \     et     e^^„  =  e^,, 
on  aura 

et  ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'en  général  les  termes  des  trois  séries' 

E,  E„E„...,       £,£,,£„...,       X,l„..., 

qui  auront  pour  exposant  p.  +  «v  -+- 1^-,  seront  les  mêmes  que  les  termes 
précédents  dont  les  exposants  seront  p.  +  w,  en  prenant  pour  n  un 
nombre  quelconque  entier  positif. 

Ainsi,  chacune  de  ces  trois  séries  deviendra  périodique,  à  commencer 
par  les  termes  E„,  £^.,  X^+,,  et  leurs  périodes  seront  de  v  termes,  après 
lesquels  les  mêmes  termes  reviendront  dans  le  même  ordre,  à  l'infini. 

37.  Nous  venons  de  démontrer  qu'en  continuant  la  série  des  nombres 
E,  E,,  Eo,...  on  doit  nécessairement  trouver  des  termes  consécutifs  qui 
soient  de  même  signe,  et  qu'ensuite  la  série  doit  nécessairement  devenir 
périodique;  or,  je  dis  que  dès  que,  dans  la  même  série,  on  sera  parvenu 
à  deux  ternies  consécutifs,  comme  E.^,  E.^-,_,,  qui  soient  de  même  signe, 
on  sera  assuré  que  l'un  de  ces  deux  termes  sera  déjà  un  des  termes  pé- 
riodiques, lequel  reparaîtra  nécessairement  dans  chaque  période. 

En  effet,  comme  E^  et  E.^+,  sont  de  même  signe,  il  est  clair  que  la 
transformée 

E      ,   ,  X^  —  2£    X,    —  E.    =  O 

aura  nécessairement  une  racine  positive  et  l'autre  négative,  de  sorte 
qu'elle  n'en  pourra  avoir  qu'une  seule  qui  soit  plus  grande  que  l'unité; 
donc  toutes  les  transformées  suivantes  auront  nécessairement  leurs 
termes  extrêmes  de  signes  différents  (34)  ;  par  conséquent,  tous  les  nom- 
II.  77 
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bres  Ey,  E.^+,,  E-^+î,...  seront  de  même  signe,  de  sorte  que  chacun 
d'eux  sera  moindre  que  B,  et  que  chacun  des  nombres  s.^,  c.^-,_,,  £.^+2,... 
sera  moindre  que  \/B  (35). 

38.  Or,  comme  on  a 

B  =  £,-  +  E,  E    ,  ,, 

il  est  visible  que  les  nombres  E^,  Ej,-hi  seront,  ou  tous  les  deux  moindres 
que  \/B,  ou  que,  si  l'un  est  plus  grand,  l'autre  en  sera  nécessairement 
moindre,  de  sorte  qu'il  y  en  aura  au  moins  toujours  un  qui  sera  moindre 
(jue  V  B . 

Supposons  que  ce  soit  E.^,  et  je  vais  prouver  que  les  nombres 

seront  tous  nécessairement  du  même  signe  que  le  radical  \/B.  En  etlét, 
puisque  les  racines  ic,,  x,,,  a?,,...  des  équations  transformées  doivent 
être  toutes  plus  grandes  que  l'unité  par  la  nature  de  la  fraction  conti- 
nue, on  aura' donc  aussi  a'^  >■  i,  ^y_)_,  >  i,  et  ainsi  de  suite;  donc 


'■',>•■ 

^.^.  +  ^«.  , 
E,-..      --'•••' 

et,  comme 

B  =  e.;+E,^E^^,: 

=^;h-.+e^-..v^=--- 

on  aura 

e,^,/B_       E.^ 

H,+,  +  ^B             E.^^, 

^-■^             V'B-.^,, 

et  ainsi  des 

autres;  donc  aussi 

E 

V-       .. 

\/B  — ïj,  v'B— E.^_^, 

Or,  comme  Sy,  c.^_hi,...  sont  plus  petits  que  \/B,  il  est  clair  que,  quel 
que  soit  le  signe  de  ces  nombres  Sy,  s^ _,_,,...,  les  dénominateurs  \/B  —  Sy, 
\/B  —  Ey-t-i,...  seront  nécessairement  du  même  signe  que  v/B;  donc  il 
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faudra  que  les  numérateurs  E.^,  E.^  +  ,,...  soient  tous  aussi  du  même 
signe  que  s/\i. 

Maintenant,  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  VB  positif,  en  sorte 

que  Ey,  E.^-p doivent  être  aussi  tous  positifs,  et  je  dis  que  s^,.  e^+i, 

cy^2,-.-  le  seront  aussi.  Car  soit,  s'il  est  possible,  s.^  =  —  ■/?  {11  étant  un 
nombre  positif),  et,  comme  Ey<  \,/\i  (hypothèse),  on  aura,  à  plus  forte 
raison,  E^  <  V 1^  +  'î  ;  flo»c 


y/B  —  e.^         y/B  +  r, 

sera  <  i,  au  lieu  que  cette  quantité  doit  être  >  i;  donc  iy  doit  être  po- 
sitif. Soit  ensuite,  s'il  est  possible,  By^,^  —  -/î,,  et  comme  on  a,  par  les 
formules  du  n°  33,  £^+,  =X.^_f-,Ey-i-,  —  By,  on  aura  X.^+iEy_H,  =  s.^  — y;,; 
donc,  à  cause  que  iy  et  -/j,  sont  des  nombres  positifs  moindres  que  \/B, 
et  que  )..^-,_,  est  aussi  un  nombre  entier  positif,  il  est  clair  que  Ey^i  devra 
être  moindre  que  y/B;  et,  dans  ce  cas,  on  prouvera,  comme  ci-devant, 
que  cy+i  devra  être  positif;  et  ainsi  de  suite. 

Si  sJB  était  pris  négativement,  on  prouverait  de  la  même  manière 
que  Sy,  Zy^,,...  devraient  être  négatifs;  et  même,  sans  faire  un  nouveau 
calcul,  il  n'y  aura  qu'à  remarquer  que  les  formules  du  numéro  cité  de- 
meurent les  mêmes  en  y  changeant  les  signes  de  toutes  les  quantités  E, 
E,,  Eo,...,  £,  2),  s^.---.  et  du  radical  \JB;  de  sorte  qu'on  pourra  toujours 
regarder  ce  radical  comme  positif,  en  prenant  les  quantités  E,  E,,  E,,..., 
£,  I,,  22'- •■  avec  des  signes  contraires. 

39.  Cela  posé,  je  dis  que  si  deux  termes  correspondants  quelconques 
des  suites  E.^,  E.^+,,  Ey^^,---,  ^y,  £y+,,  £y-i_2,...  sont  donnés,  tous  les 
précédents  dans  les  mêmes  suites  seront  nécessairement  donnés  aussi. 

Supposons,  par  exemple,  que  E._,_,.3  et  cy^^  soient  donnés  (on  verra 
aisément  que  la  démonstration  est  générale,  quels  que  soient  les  termes 
donnés),  et  voyons  quels  doivent  être  les  termes  qui  précèdent  ceux-ci, 
en  vertu  des  formules  du  n°  33,  et  des  conditions  du  numéro  précédent. 

77- 
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On  aura  d'abord 

donc 

mais  on  doit  avoir  cy_^2<  \/B;  donc  il  faudra  que  l'on  ait 


On  aura  de  même 

d'où,  à  cause  de  s^-j-,  <  \/B,  on  tirera 


y  +  2  --         E  ^,        ' 

mais  il  faut,  par  la  nature  de  la  fraction  continue,  que  X.^+2  soit  un 
nombre  entier  positif;  donc  il  faudra  qu'on  ait 

or,  on  a  aussi 

donc 

v'B-£,^,<E^+3; 

savoir,  en  mettant  pour  ;^^_3  sa  valeur  ci-dessus, 

\/B  —  \  +  i  E^H-3  +  S-f-3  ■<  E.^-l-3' 

d'où 

S+3  +  ^B 
'■^-^>-      E,^3  '• 

Donc,  puisque  le  nombre  X.^^s  doit  être  entier,  il  est  clair  qu'il  ne  pourra 
être  égal  qu'au  nombre  entier  qui  sera  immédiatement  plus  petit  que 
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£  -4-     /W 

■^~ ;  ainsi  X.,4-3  sera  donné,  et  de  là  t.^^  le  sera  aussi,  et  comme 

•/-i-i 

B-  E  =  ^, 

E,._„  = 


-■/-i-2—      E, 


-3 


il  est  clair  que  E.^-,-q  sera  aussi  donné.  Maintenant  on  aura 

£  =X_^iE_,,  —  s.  _,,, 

et  par  conséquent,  à  cause  de  iy  <  \/B, 

Donc,  pour  que  Xj,^_i  soit  entier  positif  tel  qu'il  doit  être,  il  faudra  que 

par  conséquent,  à  cause  de 

E.  ^,E.  _^o  =  B-£^  ,  ,, 

■/-h\      y-t-l  -/-M' 

il  faudra  que 

ou  bien,  en  mettant  pour  îy-^,  sa  valeur  ci-dessus, 

d'où  l'on  tire 


^^.> 


E.^. 


De  sorte  que  le  nombre  ).y-f-2  ne  pourra  être  qu«  le  nombre  entier  qui 

sera  immédiatement  plus  petit  que  la  quantité  donnée  -^'^ -,  donc 

ce  nombre  sera  donné,  et  par  là  les  nombres  £.^_,_i  et  Ey+,  le  seront  aussi. 
Enfin,  puisque  E,,  est  (hypothèse)  <\/B,  on  aura  à  plus  forte  raison 

£.^H-V/B>E.^; 
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et  de  là,  à  cause  de  E.^E-^^-,  =B  —  sr,, 

^B-e,^<E,^^„ 

ou  l)ieu,  eu  substituant  pour  e^  sa  valeur  trouvée  ci-dessus, 

v'B  — ?'. -4-,E,  _^,  -+-£.  _^,  <E.  ,  ,, 


ce  qui  donne 


Donc  le  nombre  ly-^,  ne  pourra  être  que  le  nombre  entier  qui  est  immé- 
diatement moindre  que  la  quantité  donnée   '"^'  ' -,  et  par  conséquent 

ce  nombre  sera  entièrement  donné,  et  par  conséquent  les  nombres  s.^  et 
E.^  le  seront  aussi. 

40.  Or,  nous  avons  vu  (35)  qu'en  continuant  les  séries  Ey,  E.^-i-i,..., 
ly,  £^_)_,,...,  il  arrivera  nécessairement  que  deux  termes  correspondants 
comme  Ej,+o",  Sy^g,  reparaîtront  après  un  certain  nombre  d'autres  termes, 
en  sorte  que  l'on  aura,  par  exemple, 

^y-i-v+S  =  '^y+â'        e.^H-^-^-Î^S-t-J- 

Donc,  par  ce  que  nous  venons  de  démontrer  (39),  on  aura  a^issi  en 
remontant 

E.,_, ^j_ 


E.,^.  =  E,,  ey^.=.y. 

41 .  De  là  je  conclus  en  général  que,  lorsque  dans  la  série  des  nombres 
E,  E,,  E,,...  on  en  trouvera  deux  consécutifs  de  même  signe,  celui  des 
deux  qui  sera  moindre  que  y/B  sera  déjà  nécessairement  périodique. . 
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Ainsi,  si  dans  l'équation  proposée 

E,x^—  lex  —  E  =  o, 

les  coefTicients  E  et  E,  étaient  de  même  signe,  alors  la  série  serait  pério- 
dique dès  le  premier  ou  le  second  terme. 

42.  Si  l'on  a  e  =  o,  en  sorte  que  a;=  v  p"'  alors  on  aura  B  =  EE,  ; 
d'où  l'on  voit  que,  des  deux  nombres  E,  E,,  le  plus  petit  sera  moindre 

que  \fè,  et  le  plus  grand  sera  nécessairement  plus  grand  que  \/B;  donc, 

E 

dans  ce  cas,  si  le  nombre  ^  dont  il  s'agit  d'extraire  la  racine  carrée  est 

plus  petit  que  l'unité,  la  série  sera  périodique  dès  le  premier  terme  E;  et 
s'il  est  plus  grand  que  l'unité,  la  période  ne  pourra  pas  commencer  plus 
bas  qu'au  second  terme. 

43.  On  avait  remarqué  depuis  longtemps  que  toute  fraction  continue 
périodique  pouvait  toujours  se  ramener  à  une  équation  du  second  degré, 
mais  personne  que  je  sache  n'avait  encore  démontré  l'inverse  de  cette 
proposition;  savoir,  que  toute  racine  d'une  équation  du  second  degré  se 
réduit  toujours  nécessairement  en  une  fraction  continue  périodique.  11 
est  vrai  que  M.  Euler,  dans  un  excellent  Mémoire  imprimé  au  tome  XI 
des  Nouveaux  Commentaires  de  Pètersbourg,  a  observé  que  la  racine 
carrée  d'un  nombre  entier  se  réduisait  toujours  en  une  fraction  continue 
périodique;  mais  ce  théorème,  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  du  nôtre, 
n'a  pas  été  démontré  par  M.  Euler,  et  ne  peut  l'être,  ce  me  semble,  que 
par  le  moyen  des  principes  que  nous  avons  établis  plus  haut. 

44.  Nous  avons  donné  plus  haut  des  formules  générales  pour  trouver 
aisément  tous  les  termes  des  fractions  convergentes  vers  la  racine  d'une 
équation  donnée,  lorsqu'on  a  reconnu  que  la  fraction  continue  qui 
exprime  cette  racine  est  périodique. 

Or,  dans  le  cas  où  l'équation  est  du  second  degré,  et  où  l'on  se  sert  de 
la  méthode  du  n"  33,  on  pourra,  si  l'on  veut,  simplifier  beaucoup  les  cal- 
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culs  des  m"' 24  et  suivants  pour  trouver  les  termes  Ip  et  L^  de  chacune  des 
fractions  convergentes  vers  x. 
En  effet,  ayant 


sont  connus  (sr  étant  <v),  il  n'y  aura  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans 
les  deux  équations  du  \f  26,  et  faisant,  pour  abréger, 

L     £ 


E 

H  e, 

=T^^-^  +  H      ,  =  K  , 


=  G„. 


d'où,  à  cause  de  l'ambiguïté  du  signe  du  radical  y/B,  on  tire  sur-le-champ 


iv/B 


,0  étant  comme  plus  haut  égal  à  ;jl  -f-  «v  -h  ^. 

45.  On  peut  aussi  remarquer  que  la  valeur  de  L^  peut  se  déterminer 
parle  moyen  de  celles  de /^  et /p_,,  sansavoir  besoin  d'un  nouveau  calcul. 
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En  effet,  ayant 

_  £  +  v/B  _       E 

•^  —  ■ — F —  —  ~~^ ' 

^  v'B-e 

et  de  même 

'       v/B-^p 
on  aura,  par  l'équation  (G)  du  n"  31, 

E    _  ^,E^  +  /,_.(^B-g  _ 


v/B-E       LpE   +L        (^B-£^ 


savoir 


[SE^  +  L^_,(^B-s^)]=/^E^(^B-s)  +  /^_,[B  +  ££^-(e^+e)v/B], 


de  sorte  qu'en  comparant  la  partie  rationnelle  avec  la  rationnelle,  et 
l'irrationnelle  avec  l'irrationnelle,  on  aura 

S-.-  Ë ' 

-/E  £  +  /      ,(B  +  £e„) 

^p^p     ^p-i^p-  Ë ' 

d'où,  à  cause  de  B  —  Sp  =  EpEp-^,,  on  aura 

,    _lp{^p-e)  +  lp-,^p^^ 
S-  Ë 

Or,  p  étant  égal  à  p.  +  nv  +  zr,  on  aura 

de  sorte  que  Sp  et  Ep+,  seront  connus,  quel  que  soit  le  quantième  p. 

46.  Supposons,  pour  donner  un  exemple  de  l'application  des  formules 
précédentes,  qu'on  demande  la  racine  carrée  de  -5-  par  une  fraction  con- 
tinue. 


Faisant  x  =  \/4-'  on  aura  l'équation 


3x^  —  1 1  ^  o; 
II.  78 
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donc  (32) 

E  =  ri,     E,  =  3i,     e  =  o; 

ainsi  l'on  fera  (33)  le  calcul  suivant,  en  prenant  B  ~  33, 

E  =  II,  e  —o, 

33  —  o       2      1^  v/33  +  0  2  3 

L,  = =3,     A,<i- — =    I,     e,=    1.3  — o       3, 

1 1  3 

E,=  l^=8,     5,,<^!Lt^=    I,     e..=    i.8-3=-.5, 
o  o 


E, 


33-25  ,   ^v/33  +  5  „       . 

=  ô =  I  >        ^  <C     =:  I  o,        Sa  =:  l  O  .  I   —  O  -~  5, 


E,^33-25^3^     ^^^  v/33 +  5^    _^     s.=    i.8-5=3, 

I  o 

33— 9                        v/33 +  3  232 

lis= jT =3,     As  < -i — 5 =   2,     £,=    2.3—3—3. 

o  3 

.le  m'arrête  ici  parce  que  je  vois  que  E5  =  E,  et  35  —  ;,;  de  sorte  que 
j'aurai  dans  ce  cas  p.  =  1  et  v  =  4»  et  par  conséquent 


47.  Telle  est  donc  la  fraction  continue  qui  exprime  la  valeur  de  v/y; 

mais,  si  l'on  veut  trouver  les  fractions  convergentes  vers  cette  valeur, 
on  fera,  dans  les  formules  du  n"  44,  p.  =  i ,  v  =  4.  et  comme  ^7  doit  être 
<<  4.  on  fera  successivement  t^  =  o,  i ,  2,  3. 
On  aura  donc  (formule  A,  n°  22) 

/^=l,=:X  =  i,     l^_=l=i,     e^  =  E,  =  3,     E^^,  =  E.  =  8; 

donc  (44) 

„        1 .3  II 
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on  trouvei'a  de  même 

Ensuite  on  calculera  les  valeurs  de  H.  H,,...  jusqu'à  H„=  H4  par  les  for- 
mules (C)  du  n"  25,  e1  l'on  trouvera 


H 

r=    0, 

H, 
H. 

^     Il 

H  3 

=  X,  H.  ^-  H, 

=  11, 

H, 

=  X,H,  hH, 

=  32. 

H. 

=  3?.,     H^_ 

1  =:  I  l 

K^ 

32.3 

=  23. 

D'où 
et  de  là 

Maintenant  : 

1°  Soit  m  ~-  o,  on  aura 

1-1^  =  0     et     Hj^_,  =  i 

[car  il  est  facile  de  voir,  par  la  nature  des  formules  (C),  que  le  terme  qui 

précéderait  H  serait  nécessairement  =  i  ;  en  etTet,  on  doit  avoir  par 

ranaloi>ie 

H,  =  X,^^,  H +  H_,; 

on  prouverait  de  même  que  le  ternie  qui  précéderait  h  sei'ait  =  oj,  donc 

G^  =  E,^_^,=8. 
2"  Soit  S7  —  I ,  on  aura 

donc 

3"  Soit  sr  -=  2,  donc 

H^  =  io,     H„_,  =  i,     G^=ioe^,_^.^-hi, 
E  _^_  ;i  =  I  o  £3  +  Es  =  58. 

78. 
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If  Soit  7s  =  ?>,  donc 

H^  =  ii,     H^_,  =  io     et    G^=:iiEi  +  ioEi  =  63. 

Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  Ip  et  L^  du  n"  44, 
et  multipliant  ensemble,  pour  plus  de  simplicité,  les  deux  facteurs 


comme  aussi  les  deux 


ce  qui  donne  ces  facteurs  simples 

/  H„B        /  /„G„\    _ 

L    H„B        /  LG„\    _ 

on  aura  les  formules  suivantes 

_  (i  I  +  y  33)  (23  +  4  ^33)"  -  (n  —  ^33)  (23  —  4  v/33)" 
2\/33 
^        _  (3  +  ^33)  (23  +  4  v/33)"  -  (3  -  v/33)  (23  -  4  v/33)" 

2  v/33 

_  (in-2v'33)(23  +  4v'33)"— (ii-2v/33)(23-4v'33)" 

Mn+ï    —  ^^  ^  ' 

2  v/33 

^       _  (6  +  v'M)  (23  +  4  v/33)"  —  (6  -  v'33)  (23-4  v/33)" 
"'^"'  "~  2  v/33 

_  (121  +  21  v/33)  (23  +  4  v^)"  —  (121  —  21  v/33)  (23  —  4  v/'33)" 

2  v'33 
_  (63  +  1 1  v/33)  (23  +  4  v/33)"  —  (63  -  Il  v/33)  (23  -  4  v/33)" 

2  v/33 
_  (i32  +  23  v/33)  (23  +  4  v/33)"  —  (i32  -  23  v'33)  (23-4  v'33)" 
2  v/33 
^       _  (69  +  1 2  v'33)  (23  +  4  v/33)"  -  (69  -  12  v/33)  (23-4  V33)"^ 
'""*"'"         .  2  v/33 
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au  moyen  desquelles  on  pourra  trouver  la  valeur  de  chacune  des  frac- 
tions  r"'  r"'  ï^'  ■  ■  ■  convergentes  vers  la  racine  de  ^• 

Ainsi,  faisant  d'abord  n^o,  on  aura  les  quatre  premières  tractions; 
faisant  ensuite  n  =  i,  on  aura  les  quatre  suivantes,  et  ainsi  de  suite;  et 
ces  fractions  seront 

I     2     li     23     67     90     967     io57 
I      I      II      12     35     4?     5°5      ^^2 

48.  Si  l'on  voulait  avoir,  par  exemple,  le  cinquantième  ternie  de  celte 
série,  c'est-à-dire  la  fraction  y--,  il  n'y  aurait  qu'à  diviser  5o  par  4.  <'e 
qui  donne  12  de  quotient  et  2  de  reste,  et  l'on  ferait  «  =  12;  de  sorte 
qu'en  développant  la  puissance  douzième  de  23±4V33,  et  fais;int. 
pour  abréger, 

M  =  (23r  +  66(33)(4f{23r-4-495(33)M4r(23)» 
+  938(33 )M4)"(23)«  + 495  (33)M4N23r 
-H66(33)'(4r(23r+(33)"(4r, 

N  =  12  (4)(23)"-^2ao(33)(4r  (23)»+ 792(33^(4)^23)' 

+  792(33)'(4)'(23)^+22o(33)'(4)'(23)'+i2(33)«(4)"(''-3), 

on  aura 

(  2 3  ±  4  v/33  )"  =r  M  ±  N  v^33  ; 

donc,  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  de  /'|„+.2  et  L/|„+i, 
on  aura,  pour  la  fraction  cherchée, 

2M  +  11N 
M+6N    ■ 

49.  Je  vais  terminer  celte  Remarque  par  une  observation  qui  me  pa- 
rait digne  d'attention.  Lorsque  l'équation  proposée  a  des  diviseurs  com- 
mensurables  du  premier  degré,  alors  les  fractions  continues  qui  repré- 
senteront lesracines  de  ces  diviseurs  seront  nécessairement  terminées; 
et  lorsque  l'équation  aura  des  diviseurs  commensurables  du  second  degré 
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il  racines  réelles,  alors  les  fractions  continues  qui  exprimeront  les  racines 
(le  ces  diviseurs  seront  nécessairement  périodiques.  Ainsi,  la  méthode 
des  fractions  continues  a  non-seulement  l'avantage  de  donner  toujours 
les  valeurs  rationnelles  les  plus  approchantes  qu'il  est  possible  de  la  ra- 
cine cherchée,  mais  elle  a  encore  celui  de  donner  tous  les  diviseurs  coni- 
mensurables  du  premier  et  du  second  degré  que  l'équation  proposée 
peut  renfermer.  Il  serait  à  souhaiter  que  l'on  put  trouver  aussi  quelque 
caractère  qui  put  servir  à  faire  reconnaître  les  diviseurs  commensurables 
du  troisième,  quatrième,...  degré,  lorsqu'il  y  en  a  dans  l'équation  pro- 
posée; c'est  du  moins  une  recherche  cjui  me  parait  très-digne  d'occuper 
les  Géomètres. 

Remarqiiî  III. 

Généralisation  de  la  théorie  des  fractions  continues. 

.50.  Nous  avons  supposé,  dans  le  §  III  du  Mémoire  sur  la  résolution  des 
équations  numériques,  que  les  nombres  p,  q,  r,...  étaient  les  valeurs 
entières  approchées  des  racines  a:,  r,  z....,  mais  plus  petites  que  ces 
racines;  c'est-à-dire  que  p,  q,  r,...  étaient, les  nombres  entiers  immé- 
diatement plus  petits  que  les  valeurs  de  x,  y,  s,...;  cependant  il  est  clair 
(jue  rien  n'empêcherait  qu'on  ne  prit  pour  p,  q,  r,...  les  nombres  entiers 
([ui  seraient  immédiatement  plus  grands  que  les  racines  a?,  y,  z,.... 

51.  Imaginons  donc  qu'on  prenne  pour/)  le  nombre  entier  qui  est 
inmiédiatement  plus  grand  que  x,  en  sorte  que  p^x  et  p  —  i<ic,  il 

est  clair  qu'il  faudra  faire,  dans  ce  cas,  x=p -■,  c'est-à-dire  qu'il 

faudra  prendre  /  négativement,  et,  comme  x<C^p  eX  >■/?  —  i,  on  aura 
—  >  o  et  <  I ,  et  par  conséquent  J  >  i ,  comme  dans  le  cas  où  l'on  aurait 
prisjo  <C  X  (n"  18  du  Mémoire  cité).  Ainsi  l'on  pourra  prendre  de  nou- 
veau pour  q  le  nombre  entier  qui  serait'immédiatement  plus  petit  que  j, 
ou  celui  qui  serait  immédiatement  plus  grand,  et  l'on  fera,  dans  le  pre- 
mier cas,  y  =.q^  -■.  et,  dans  le  second,  y  =^q  —  -■,  et  ainsi  de  suite. 
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De  cette  manière  on  aurait  donc 


ce  ()iii  donnerait  la  fraction  continue 
xz^  p± 


où  il  est  bon  de  remarquer  que  chacun  des  dénominateurs  q,  r qui 

sera  suivi  d'un  signe  —,  devra  nécessairement  être  =2  ou  >2;  car, 

|)uisque7>i,  si  l'on  fait /  =  ^  —  -■>  on  aura  ^  -  7>i,  donc  9>  H-  -\ 

donc  ^,  devant  être  un  nombre  entier,  sera  nécessairement  =  2  ou  >  2, 
et  ainsi  des  autres. 

52.  J'observe  maintenant  que  ces  sortes  de  fractions  qui  proci'dcnl 
ainsi  par  addition  et  par  soustraction  peuvent  toujours  facilenuini  se 
changer  en  d'autres  qui  ne  soient  formées  que  par  la  simple  addition. 

En  effet,  supposons  en  général 

a  et  A  devant  être  des  nombres  entiers,  el  t,  ï  des  uiuiibres  plus  gi'ands 
que  l'unité;  on  aura  donc 

donc,  puisque  t  <C  '  et  y  <  i , 

t        I  . 

-  +  Y  sera  <  2  ; 

donc  on  ne  pourra  supposer  que  a  —  A=  i,  ce  qui  donne  A  —  a  —  i; 
on  aura  donc 
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donc 

I  I  ■  ^  1 


de  sorte  qu'on  aura  en  général 


et  cette  formule  servira  pour  faire  disparaître  tous  les  signes  —  dans 
une  fraction  continue  quelconque. 
Soit,  par  exemple,  la  fraction 


elle  deviendra ,  en  faisant  a  —  pe{t  =  q-\--i--- 

P-I.+ '- 


et  si  l'on  avait  la  fraction 


P 

elle  se  changerait  d'abord  en 


q-i- 

ét  ensuite  en 

/'-'+ ' 

I  H ■ 

q  —  2  H 
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et  ainsi  des  autres  fractions  semblables.  Il  est  bon  de  remarquer  qu'il 
peut  arriver  que  dans  ces  sortes  de  transformations  quelqu'un  des  déno- 
minateurs devienne  nul,  auquel  cas  la  fraction  deviendra  plus  simple. 
En  effet,  supposons  que  la  fraction  à  réduire  soit 


la  transformée  sera 


c'est-à-dire 


P- 


p~> 


i-h-  r-h. 

De  même,  si  l'on  avait  la  fraction 

I 

P r 


/■-I-. 

elle  se  réduirait  à  celle-ci 

P-1+ '-— 


savon', 

P-1  +  -- 


et  ainsi  du  reste. 

53.  La  formule  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus,  et  qu'on  peut  mettre 
sous  cette  forme 

a  H =:  «  -f-  I  — 1 

I  .  t-hl 

I-f-  -  *■ 

t 

II.  79 
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fait  voir  qu'une  fraction  continue  dont  tous  les  termes  ont  le  signe  + 
peut  quelquefois  être  simplifiée  en  y  introduisant  des  signes  —  ;  c'est 
ce  qui  a  lieu  lorsqu'il  y  a  des  dénominateurs  égaux  à  l'unité;  car  soit, 
par  exemple,  la  fraction 


elle  pourra  se  réduire,  par  la  formule  précédente,  à  celle-ci 

I 

D  +1 ; ; 

^  r +1+ . 

qui  a,  comme  on  voit,  un  terme  de  moins;  donc,  si  l'on  avait  la  fraction 


p  + 

i-i- 


elle  se  réduirait  à  celle-ci 

p-^i- 

et  si  l'on  avait  celle-ci 

p+  


on  la  réduirait  d'abord  à 

p+i- 
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et  ensuite  à 

p  +  x î 


D'où  il  est  facile  de  conclure  en  général  cjue,  si  l'on  a  une  fraction 
continue  qui  n'ait  que  des  signes  +,  et  où  il  y  ait  des  dénominateurs 
égaux  à  l'unité,  on  pourra  toujours  la  changer  en  une  autre  qui  ait  au- 
tant de  termes  de  moins  qu'il  y  aura  de  pareils  dénominateurs,  pourvu 
qu'ils  ne  se  suivent  pas  immédiatement;  car,  lorsqu'il  y  en  aura  deux  de 
suite,  on  ne  pourra  faire  disparaître  qu'un  seul  terme;  lorsqu'il  y  en 
aura  trois  de  suite,  on  pourra  faire  disparaître  deux  termes;  et  en  géné- 
ral, s'il  y  en  a  an  ou  2/1 -Ht  de  suite,  on  ne  pourra  faire  disparaître 
que  n  ou  n  -1- 1  termes. 

54.  Ainsi ,  la  fraction  continue  qui  exprime  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  étant,  comme  on  sait, 


elle  peut  se  réduire  à  une  autre  qui  ait  déjà  trois  termes  de  moins,  et 
qui  sera 


55.    Pour  pouvoir  comprendre  sous  une  même  forme  générale  les 

79- 
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i'ractions  continues  où  les  signes  sont  tous  positifs  et  celles  où  il  y  a  des 
signes  négatifs,  il  est  bon  de  transformer  ces  dernières  en  sorte  que  les 
signes  négatifs  n'affectent  que  les  dénominateurs,  ce  qui  est  très-facile; 
car  ayant,  par  exemple,  la  fraction 


il  est  clair  qu'elle  peut  d'abord  se  changer  en 

I 

p+ 


ensuite  en  celle-ci 

P 


-q-i- 


et  ainsi  des  autres. 

De  cette  manière,  la  forme  générale  des  fractions  continues  dont  nous 
venons  de  parler  ci-dessus  sera 


les  nombres/?,  q,  r,...,  étant  tous  entiers,  mais  pouvant  être  positifs  ou 
négatifs,  au  lieu  que  jusqu'ici  nous  les  avions  toujours  supposés  positifs. 
Il  faut  cependant  remarquer  que,  si  quelqu'un  des  dénominateurs 
q,r,...,  se  trouve  égal  à  l'unité  prise  positivement  ou  négativement,  alors 
le  dénominateur  suivant  devra  être  de  même  signe;  c'est  ce  qui  suit  de 
ce  qu'un  dénominateur  positif  et  égal  à  l'unité  ne  saurait  jamais  être 
suivi  du  sisne  —  (51). 
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56.  Il  s'ensuit  de  là  que  la  méthode  d'approximation  donnée  dans  le 
§  III  du  Mémoire  sur  les  équations  numériques  peut  être  généralisée  en 
cette  sorte  : 

Soit  X  la  racine  cherchée;  on  prendra  d'abord  pour  p  la  valeur  entièir 
approchée  de  œ,  c'est-à-dire  qu'on  fera/?  égal  à  l'un  des  deux  nombres 
entiers  entre  lesquels  tombe  la  vraie  valeur  de  x,  et  qu'on  peut  toujours 
trouver  par  la  méthode  du  §  I  du  3Iémoire  cité;  et  l'on  supposera  en- 
suite 

I 

r  y, 

ce  qui  donnera  une  transformée  en  j  qui  aura  nécessairement  une  racine 
positive  ou  négative  plus  grande  que  l'unité;  on  prendra  de  même  pour  5- 
la  valeur  entière  approchée  de  y,  soit  plus  grande  ou  plus  petite  que  y, 
et  l'on  fera 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l'équation  en  x  avait  plusieurs  racines,  on  ferait  sur  les  transfor- 
mées en  y,  en  z,...,  des  remarques  analogues  à  celles  du  n"  19  du  Mé- 
moire cité. 

57.  Ayant  donc 

1  I  I 

X  z=  p -i ,      yzzzq-\ — )      z  =  r-\ )---5 

'        j-        ^         ^       z  u 


OÙ  les  dénominateurs  5',  r,...  pourront  être  positifs  ou  négatifs,  comme 
nous  l'avons  supposé  ci-dessus,  et  cette  fraction  pouri'a  ensuite  se  ré- 
duire, si  l'on  veut,  à  une  autre  dont  les  dénominateurs  soient  tous  posi- 
tifs, et  qui  ne  contienne  que  des  signes  +  (52). 

L'avantage  de  la  méthode  que  nous  proposons  ici  consiste  en  ce  qu'on 
est  libre  de  prendre  pour  les  nombres/?,  q,  r,...  les  nombres  entiers  qui 
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sont  immédiatement  plus  grands  ou  plus  petits  que  les  racines  a;,  y,  z,..., 
ce  qui  pourra  souvent  donner  lieu  à  des  abrégés  de  calcul  dont  nous  par- 
lerons plus  bas. 

58.  Au  reste,  si  l'on  voulait  avoir  d'abord  la  fraction  continue  la  plus 
courte,  et  par  conséquent  la  plus  convergente  qu'il  fût  possible,  il  fau- 
drait prendre  toujours  les  nombres/),  q,  r,...  plus  petits  que  les  racines 
X,  Y,  z,...,  tant  que  ces  nombres  seraient  différents  de  l'unité;  mais  dès 
qu'on  en  trouvera  un  égal  à  l'unité,  alors  il  faudra  augmenter  le  précé- 
dent d'une  unité,  c'est-à-dire  qu'on  le  prendra  plus  grand  que  la  racine 
correspondante:  cela  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  démontré 
sur  ce  sujet  (53). 

59.  Maintenant  si  l'on  fait,  comme  dans  le  n"  23  du  Mémoire  cité, 

a  ^  p,  oc'  ^  1, 

(3  =  a(/H-i,  ^'  —  x'q, 

y=:l^r-hsc,  y'^^'r-ha', 

â  =  y«  -i-  P,  ô'  =  y' s  -+-  (3', 


on  aura,  en  ajoutant  au  commencement  la  fraction  -^   qui  est  plus 
grande  que  toute  quantité  donnée,  les  fractions 

I        a         (3        y         ô 
o        a'        (3'       y'       d' 

qui  seront  nécessaiiement  convergentes  vers  la  valeur  de  .r. 

60.  Pour  pouvoir  juger  de  la  nature  de  ces  fractions,  nous  remarque- 
rons : 

i"  Que  l'on  aura  toujours 

ao  —  I  a'  ^  —  I , 

(3a'  — a(3'=-t-  I, 
yf3' -(3y'  =  -  I, 
èy'  —  yô'  =  -t-  I,   . 
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d'où  l'on  voit  que  les  nombres  «,  <z',  ]3,  /3',...  n'auront  aucun  diviseur 

commun,  et  que  par  conséquent   les  fractions  —,-,  %i---    seront  déjà 
réduites  à  leurs  moindres  termes; 

2"  Que  les  nombres  a,  |3,  7,...  et  a',  j3',  7',...  pourront  être  positifs 
ou  négatifs  (lorsque  la  valeur  de  x  est  positive,  les  deux  termes  de 
chaque  fraction  seront  de  même  signe,  mais  ils  seront  de  signes  diffé- 
rents lorsque  la  valeur  de  x  sera  négative],  et  qu'abstraction  faite  de 
leurs  signes  ces  nombres  iront  en  augnientant; 

3°  Que  l'on  aura,  à  cause  de  x  =/>  h — -■,  y  =  q  -{ — ,  •  •  ■ , 

a  )-•  +  I 


cc'x 
&z-h 

a. 

a! 

y'u  + 

^" 

61.  Donc,  en  général,  si  rs,  p,  1  sont  trois  termes  consécutifs  quel- 
conques de  la  série  x,  /3,  7,...,  et  ot',  p',  n'  les  termes  correspondants  de 


la  série  a',  iS',  7',...,  en  sorte  — ;>  ^'  -7  soient  trois  fractions  consécutives 


ro      p      (7 
xs'     p'     0-' 

convergentes  vers  la  valeur  de  x,  on  aura 

ors'  —  rop' =  ±  I     et     a^'  —  po-'^zpi, 

les  signes  supérieurs  étant  pour  le  cas  oi^i  le  quantième  de  la  fraction  —, 

P 
est  impair,  et  les  inférieurs  pour  celui  où  ce  quantième  est  pair,  à  comp- 
ter depuis  la  première  fraction  -•,  de  plus,  on  aura  (abstraction  faite  des 

signes) 

P  >  ro,     «T  >  p,     p'  >  5j'     et     <7'  >  p'  ; 

enfin,  si  l'on  dénote  par  t  le  terme  correspondant  dans  la  série  x,y,  z,..., 
on  aura  rigoureusement 

pi  H-  ST 

p'  ?  +  ro' 
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Et  si  ^  est  la  valeur  entière  approchée  de  t,  soit  plus  grande  ou  plus  pe- 
tite que  t,  on  aura 

(7  ^  p  A"  +  CJ,        0-'  ^  p'  /(■  +  53' . 

62.  Cela  posé,  considérons  la  fraction  ^»  et  voyons  de  combien  elle 
diffère  de  la  vraie  valeur  de  x\  pour  cela,  nous  aurons 

p      pt  +  TS 

p'  ~  p't^is' 
donc 

~  p'  ^  p'{p't-hm'] 
Ainsi,  l'erreur  sera , 


p           p  us  —  pzs 

I 

p'        p'ip'  t^m'] 

-^P' 

(p'i  +  in') 

_P   _            • 

p'ip't-hm')' 


or,  si  5  et  5  + 1  sont  les  deux  nombres  entiers  entre  lesquels  tombe  la 
vraie  valeur  de  t,  il  est  clair  que  la  quantité  p't  -+-  zs'  tombera  entre  ces 
deux  p'ô  -+-zô'  et  p' {6  -+-i)  -\-zs',  et  qu'ainsi  l'erreur  de  la  fraction  ~  sera 
renfermée  entre  ces  deux  limites 


et     zfz  -- 


'^  p'ip'e-hTs')  ^p'[p'(9  +  i)  +  ro'] 

Or,  on  peut  prendre  ^  =  5  ou  ^  =  6  -f- 1  ;  de  sorte  qu'on  aura 

a' =:  p' 9 -I- ro'     ou     =;  p' (  9 -f- 1)  +  cj', 

d'où  je  conclus  que  si,  pour  distinguer  les  deux  cas,  on  nomme  a'  le  dé- 
nominateur de  la  fraction  qui  suit  ^  lorsqu'on  prend  la  valeur  appro- 
chée de  t  en  défaut,  et  1'  le  dénominateur  de  la  même  fraction  lorsqu'on 
prend  la  valeur  approchée  de  t  en  excès,  l'erreur  de  la  fraction  ^  sera 
nécessairement  renfermée  entre  ces  deux  limites 

I  I 

P  0-  P  ^ 

63.  D'où  l'on  voit  que  l'erreur  ira  toujours  en  diminuant  d'une  frac- 
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tion  à  l'autre,  à  cause  que  les  dénominateurs  p',  c:'  ou  2',...  vont  néces- 
sairement en  augmentant.  On  voit  aussi,  à  cause  de  ct' >  p'  et  2'>(3', 

que  l'erreur  sera  toujours  moindre  que  ±  -^■■,  c'est-à-dire  que  l'erreur  de 
chaque  fraction  sera  moindre  que  l'unité  divisée  par  le  carré  du  dénomi- 
nateur de  cette  fraction.  D'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  fraction  —, 

^  P 

approchera  plus  de  la  valeur  de  x  que  ne  pourrait  faire  aucune  autre 
fraction  quelconque  qui  serait  conçue  en  termes  plus  simples;  car  sup- 
posons que  la  fraction  —  approche  plus  de  x  que  la  fraction  £7,  n  étant 

<  p',  et  comme  la  valeur  de  a?  est  contenue  entre  -^  et  -^  H — rr  ou  entre 

P        P        P 

^  et  ^ -,  il  faudra  que  la  valeur  de  —  soit  contenue  aussi  entre  ces 

P  p  p  -  '■  n 

limites;  donc  la  différence  entre  —.  et  —  devra  être  <  -tt;    mais  cette 

p         n  p- 

différence  est  — ^— ^ —■,  dont  le  numérateur  ne  peut  jamais  être  moindre 

p  n  r         j 

que  l'unité,  et  dont  le  dénominateur  sera  nécessairement  plus  petit 
que  p'-,  à  cause  de  p'  >n;  donc,  etc. 

64.  On  doit  remarquer,  au  reste,  que  si  les  dénominateurs  a',  /3',  7',... 
sont  tous  de  même  signe  ou  de  signes  alternatifs,  les  erreurs  seront  alter- 
nativement positives  et  négatives,  de  sorte  que  les  fractions  ^■>  ~?  tt'-- 

seront  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  la  véritable  va- 
leur de  X,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n°  23  du  Mémoire- cité;  mais 
cela  cessera  d'avoir  lieu  lorsque  les  nombres  a',  /B',  7',...  ne  seront  pas 
deux  à  deux  de  même  signe  ou  de  signes  dilTérents;  c'est  ce  qui  arrivera 
nécessairement  lorsque,  parmi  les  dénominateurs  q,  r,  s,...  de  la  fraction 
continue,  il  y  en  aura  de  positifs  et  de  négatifs,  c'est-à-dire  lorsqu'on 
prendra  les  valeurs  approchées  Ae,  x,  y,  z,...,  tantôt  plus  grandes,  tantôt 
plus  petites  que  les  véritables. 

65.  Si,  au  lieu  des  fractions  convergentes  —,-,  %^  ^î---,  on  aimait 

°  a      p       y' 

II.  80 
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mieux  avoir  une  suite  de  termes  décroissants,  on  remarquerait  que 

P_  _  a__  (3a'-a:|3'  _      i 
j3'        a'  ~~        a'  (3'        ~  a'  (3'  ' 

et,  de  même, 

■y'        (3'  (3' y'        ô'        y'        y' ô' 

et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  tire,  à  cause  de  a'  =  i, 

y    _  I  I 

7~"'      a'P'^P'y'' 

Ô  III 


et  en  général 


P   _ 


—r^OL 


p'  a'P'       (3' y'        y'ô'       ''        ro'p' 

Ainsi  l'on  aura,  pour  la  valeur  de  x,  la  série 
I  I 

laquelle  en  approchera  d'autant  plus  qu'elle  sera  poussée  plus  loin;  et 

si,  après  avoir  continué  cette  série  jusqu'à  un  terme  quelconque  ±  — p^, 

on  veut  savoir  de  combien  elle  diffère  encore  de  la  véritable  valeur  de  x, 

on  sera  assuré  que  l'erreur  se  trouvera  entre  ces  deux  limites  q=  -r-y  et 
T  p  °' 

=F  -Ty?  (62),  de  sorte  qu'elle  sera  nécessairement  moindre  que  -j^- 
66.  Il  est  à  remarquer  que  chaque  terme  de  la  série 
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répond  à  chaque  terme  de  la  fraction  continue 


d'où  elle  dérive;  de  sorte  que  la  série  dont  nous  parlons  sera  plus  ou 
moins  convergente,  suivant  que  cette  fraction  le  sera.  Or,  nous  avons 
donné  plus  haut  (53)  le  moyen  de  rendre  une  fraction  continue  la  plus 
convergente  qu'il  est  possible;  donc  on  pourra  avoir  aussi  la  suite  la 
plus  convergente  qu'il  soit  possible. 

67.  Ainsi,  pour  avoir  une  suite  qui  soit  la  plus  convergente  de  toutes 
vers  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  on  prendra  la  fraction 
continue  qui  exprime  ce  rapport,  et,  après  l'avoir  simplifiée  comme  nous 
l'avons  fait  (54),  on  la  mettra  sous  la  forme  suivante  (55) 


—  294 


—  3-f-, 


de  sorte  qu'on  aura 

pz='i,    g  =  7,    r:=i6,    «  =  —  294,...; 

donc  on  trouvera  (59j 

a'=i,     (3' =7,     y'  =  7  X  16 -t- 1  =  ii3,     ô'=  1 13  X  (— 294)  +  7  =  — 332i5, 
£'=  — 33215x3+1 13  =  — 99532,     ?'=  — 99532  X(— 3)— 33215=^265371,..., 

de  sorte  que  la  série  cherchée  sera 


7       7X113       ii3x332i5       33215x99532      99532x265371 

80 


636  ADDITIONS  AU  MÉMOIRE  SUR   LA  RÉSOLUTION 

Remarque  IV. 

Où  l'on  propose  différents  moyens  pour  simplifier  le  calcul 
des  fractions  continues. 

68.  Nous  avons  trouvé  en  srénéral  (61)  nue,  si  ^  et  ^  sont  deux 

°  ^      '    i  m  p 

fractions  consécutives  converaentes  vers  la  valeur  de  x,  on  aura 


p'  <  +  ro' 


donc,  si  l'on  substitue  cette  expression  de  x,  dans  l'équation  en  x  dont 
oh  cherche  la  racine,  on  aura  une  transformée  en  t  qui  sera  nécessaire- 
ment la  même  que  celle  qu'on  aurait  eue  par  les  substitutions  succes- 
sives Ae  p -\ — :  à  la  place  de  x,  àe  q -\ —  à  la  place  de  y,...  (56);  et, 
pour  avoir  la  fraction  suivante  -7?  il  faudra  trouver  la  valeur  entière 
approchée  de  t,  laquelle  étant  nommée  k,  on  aura 

(7  =:  /rp  +  c7,      ff'  ;=  /ip'  -\-  ro'. 

De  cette  manière,  connaissant  les  deux  premières  fractions  —.  et  %,  nui 

'  a  p        ' 

sont  toujours  -  et  -  (59),  on  pourra  trouver  successivement  toutes  les 
autres  à  l'aide  de  la  seule  équation  en  x. 

69.  Au   reste,  soit  qu'on  emploie  les  substitutions  successives  de 
/»  -I-  —  à  la  place  de  a?,  de  ^  +  -  à  la  place  de  j,...,  soit  qu'on  fasse  usage 

de  la  substitution  générale  de  -. ^  à  la  place  de  x,  la  difficulté  se  ré- 

duira  toujours  à  trouver,  dans  chaque  équation  transformée,  la  valeur 
entière  approchée  de  la  racine  positive  ou  négative,  mais  toujours  plus 
grande  que  l'unité,  que  cette  équation  contiendra  nécessairement  (56). 
Or,  si  la  première  valeur  approchée /^  ne  convient  qu'à  une  seule  racine, 
alors  toutes  les  équations. transformées  en  y,  en  z,...  n'auront  chacune 


DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  637 

qu'une  seule  racine  plus  grande  que  l'unité;  de  sorte  qu'on  pourra  trou- 
ver les  valeurs  entières  approchées  de  ces  racines  par  la  simple  substi- 
tution des  nombres  naturels  (n°  19  du  Mémoire  cité).  Mais,  si  le  même 
nombre  appartient  à  plusieurs  racines,  alors  les  transformées  auront  né- 
cessairement plusieurs  racines  plus  grandes  que  l'unité,  soit  positives  ou 
négatives,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  de  ces  transformées  qui  n'ait 
plus  qu'une  pareille  racine;  car  alors  toutes  les  suivantes  n'en  auront 
plus  qu'une  seule  de  cette  qualité,  comme  nous  l'avons  démontré  dans 
le  numéro  cité. 

Or,  avant  d'être  parvenu  à  cette  transformée,  il  arrivera  souvent  que 
la  simple  substitution  des  nombres  naturels  ne  suffira  pas  pour  faire 
trouver  les  valeurs  entières  approchées  dont  on  aura  besoin,  parce  que 
l'équation  aura  des  racines  qui  différeront  entre  elles  par  des  quantités 
moindres  que  l'unité.  Dans  ce  cas  donc  il  semble  qu'il  faudrait  avoir  re- 
cours à  la  méthode  générale  que  nous  avons  donnée  dans  le  §  I  du  même 
Mémoire;  mais,  puisqu'on  aura  déjà  employé  cette  méthode  pour  trouver 
les  premières  valeurs  approchées  des  racines  x  de  l'équation  primitive, 
on  pourra  se  dispenser  de  faire  un  nouveau  calcul  à  chaque  équation 
transformée;  c'est  ce  qu'il  est  bon  de  développer. 

70.  En  faisant  usage  de  la  méthode  dont  nous  parlons,  on  trouvera 
d'abord  les  limites  entre  lesquelles  chaque  racine  réelle  de  l'équation 
proposée  sera  renfermée,  en  sorte  qu'entre  deux  limites  trouvées  il  n'y 
ait  qu'une  seule  racine  (n°  13  du  Mémoire  cité). 

Soient  X  et  A  les  limites  de  la  racine  cherchée;  or  l'expression 


pt  + 

TS 

p't  + 

vs' 

m'  X  — 

m 

donne 

t  = 

p-p'x  ' 

donc  la  valeur  de  t  sera  renfermée  entre  les  limites 

p-p'X'      p-p'A' 
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donc,  si  ces  dernières  limites  diffèrent  l'une  de  l'autre  moins  que  de 
l'unité,  on  aura  sur-le-champ  la  valeur  entière  approchée  de  t;  mais,  si 
elles  diffèrent  l'une  de  l'autre  d'une  quantité  égale  ou  plus  grande  que 
l'unité,  alors  ce  sera  une  marque  que  la  racine  cherchée  t  différera  des 
autres  racines  de  l'équation  transformée  en  t  par  des  quantités  égales  ou 
plus  grandes  que  l'unité;  de  sorte  qu'on  sera  sûr  de  pouvoir  trouver  la 
valeur  entière  approchée  de  cette  racine  par  la  simple  substitution  des 
nombres  naturels  à  la  place  de  Z;  et  la  même  chose  aura  lieu  à  plus  forte 
raison  dans  les  transformées  suivantes. 

71 .  La  formule 


peut  être  aussi  très-utile  pour  réduire  en  fraction  continue  toute  quan- 
tité X  qui  sera  renfermée  entre  des  limites  données,  au  moins  pour  trou- 
ver les  termes  de  cette  fraction  qui  pourront  être  donnés  par  ces  limites; 
car,  nommant  comme  ci-dessus  >.  et  A  les  deux  limites  de  x,  on  aura 

P- 

pour  celles  de  t;  de  sorte  que,  tant  que  la  différence  entre  ces  dernières 
limites  ne  sera  pas  plus  grande  que  l'unité,  on  pourra  trouver  exacte- 
ment la  valeur  entière  de  t;  ainsi,  prenant  -  et  —  (»  étant  la  valeur  en- 

1  O  I      ' 

tière  approchée  de  x)  pour  les  deux  premières  fractions,  on  pourra 
pousser  la  suite  des  fractions  convergentes,  et  par  conséquent  la  fraction 
continue  jusqu'à  ce  que  les  limites  dont  nous  parlons  diffèrent  entre 
elles  d'une  quantité  plus  grande  que  l'unité;  alors  il  faudra  s'arrêter, 
parce  que  les  limites  données  X  et  A  ne  comporteront  pas  une  plus  grande 
exactitude  dans  la  valeur  de  x. 

Par  ce  moyen  on  n'aura  jamais  à  craindre  de  se  tromper  en  poussant 
la  fraction  continue  plus  loin  qu'on  ne  doit,  comme  cela  arriverait  faci- 
lement si,  pour  avoir  cette  fraction,  on  se  contentait  de  prendre  l'un  des 
nombres  1  ou  A,  et  d'y  pratiquer  la  même  opération  dont  on  se  sert  pour 
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trouver  la  plus  grande  commune  mesure,  conformémenl  à  la  manière 
usitée  de  réduire  les  fractions  ordinaires  en  fractions  continues. 

Pour  pouvoir  employer  cette  méthode  en  toute  sûreté,  il  faudrait  faire 
la  même  opération  sur  les  deux  nombres  X  et  A,  et  n'admettre  ensuite 
que  la  partie  de  la  fraction  continue  qui  proviendrait  également  des  deux 
opérations;  mais  la  méthode  précédente  parait  plus  commode  et  pins 
simple. 

72.  Voyons  maintenant  d'autres  moyens  pour  simplifier  encore  la  re- 
cherche des  valeurs  entières  approchées  dans  les  diflerentes  équations 
transformées.  Soit 

une  quelconque  de  ces  équations,  dans  laquelle  il  s'agit  de  trouver  la- 
valeur  entière  approchée  de  t,  que  nous  désignerons  en  général  par  k\ 
cette  équation,  étant  dérivée  de  l'équation  proposée  en  x,  sera  du  même 
degré  que  celle-ci,  et  aura  par  conséquent  le  même  nombre  de  racines 
que  nous  supposons  égal  à  n. 

Or,  nous  avons  trouvé  en  général  (70) 


p-9 
ce  qui  se  réduit  à 


m 

TS 

ro' 

'  PL 

TS 

t  ==^ 

-  -r  X 

~T  X   

p       p_ 

P 

1  p 

—  X 

\   T  " 

—  X 

p' 

\P 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  oîi  le  quantième  de  la  fraction  '—  est 
pair,  et  l'inférieur  pour  celui  où  ce  quantième  est  impair;  donc  on  aura 


t  =  ±- 
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Donc,  si  l'on  dénote  par  x  la  racine  cherchée,  et  par  x' ,  x" ,...  les  autres 
racines  de  l'équation  en  x  qui  sont  au  nombre  de  n,  et  qu'on  dénote  de 
même  par  t,  t',  t",...  les  valeurs  correspondantes  de  t,  on  aura 


t  =± 

\.\> 

9" 

(^') 

p'  ' 

t'  =  ± 

I 

TS' 

P" 

(^-) 

P'' 

t"^± 

I 

m' 

P" 

^v-) 

p'  ' 

Mais  on  a,  comme  on  sait, 

a^z  t  -\-  t'  -{-  t"  ■+-.  .  .; 

donc,  substituant  les  valeurs  de  t' ,  t",...  que  nous  venons  de  trouver,  et 
qui  sont  au  nombre  de  «  —  i ,  on  aura 


P 
Or  nous  avons  trouvé  (  62 


p'  P'ip't  +  m') 

ou  bien,  en  faisant  p' t  +  sr'  =  ^i^p' , 

£-  =  ^±— -, 
p'  +  p" 

où  l'on  remarquera  que  p't  +-zs'  étant  renfermé  entre  les  limites  g'  et  1' 
qui  sont  l'une  et  l'autre  plus  grandes  que  p',  la  quantité  ij;  sera  nécessai- 
rement plus  grande  que  l'unité.  Donc,  faisant  cette  substitution  dans  la 
formule  précédente,  on  aura 

(n  —  I  )  sj' 


p^{x  —  a^  )  ^r  —        p    (X  —  , 
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Mais  les  quantités  x  —  œ' ,  x  ~  x" ,...  sont  données,  et  la  quantité  p'  va 
toujours  en  augmentant;  donc,  puisque  la  fraction  -y  est  toujours  moindre 
que  l'unité,  il  est  clair  que  chacune  des  quantités 


ira  nécessairement  en  diminuant;  et  que  par  conséquent  la  somme  de 
ces  quantités  qui  sont  au  nombre  de  n  —  i  ira  en  diminuant  aussi;  de 

sorte  qu'elle  deviendra  nécessairement  moindre  que  -• 

Donc  on  parviendra  nécessairement  à  une  équation  transformée  telle 

que  sa  racine  t  sera,  a  -  près,  égale  a 


[a  étant  le  coetFicient  du  second  ternie  pris  négativement),  c'est-à-dire 
que  cette  racine  sera  contenue  entre  les  limites 


et  la  même  chose  aura  lieu  à  plus  forte  raison  pour  toutes  les  transfor- 
mées suivantes. 

Donc,  dès  qu'on  sera  venu  à  une  pareille  transformée,  il  n'y  aura  qu'à 
prendre  le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  la  quantité 


P 
c'est-à-dire  celui  qui  sera  contenu  entre  les  mêmes  limites 

[n—  I  )  ro' 

«H-  ^ t'- 1 

P 

et  ce  nombre  sera  nécessairement  un  des  deux  consécutifs  entre  lesquels 
II.  8i 
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se  trouvera  la  vraie  valeur  de  Z;  de  sorte  qu'il  pourra  être  pris  en  toute 
sûreté  pour  la  valeur  approchée  ^  (68).  Ainsi  l'on  pourra  continuer  l'ap- 
proximation aussi  loin  qu'on  voudra  sans  le  moindre  tâtonnement. 

73.  Puisque 

a^t  +  t'  A-  t"  +  .  .  ., 

«n  substituant  les  valeurs  de  t,  t' ,...  ('72),  on  aura 


«  =  ±  ^. 


I 

I                    r 

^            /*  57 

.9                9 

9 

x" 

/ 

)        "' 

x"  —  A  X"-' 

'  +  B.r"-'-., 

.  .  =  0, 

Or,  soit 


l'équation  proposée;  qu'on  fasse  le  premier  membre  de  cette  équation 
égal  à  X,  et  il  est  facile  de  voir  par  la  théorie  des  équations  que  la  quan- 

X  dx  ""^  ""-""'"'  ^"  J  "■^''""-  p/ 
tiation, 


P  9  I       9  ,' 

— X  —. X  -r   X 

9  9  9 

à  cause  que  x,  x',  x",...  sont  les  différentes  racines  de  l'équation  X  =  o. 
Donc  on  aura 

I     r/X       iiTn' 
p'^X  dx         p' 

et  par  conséquent  la  quantité 


deviendra 

I     f/X       ts' 

p"X  dx        [J 

Donc,  si  l'on  fait 

jj_  wp"-'  —  {n  —  i)  Ap"-^p'  +  (w  —  2)  Bp"-'p'^- 
p" — Ap"~'p' -4- Bp^'^^p'' — ... 
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hi  quantité  dont  il  s'agit  sera 

itR- tn' 


par  conséquent  les  limites  dont  nous  avons  parlé  dans  le  numéro  précé- 
dent seront 

±R  — ro'        I              ±R  — ro'        i 
-, [-  -      et      ; 

p  2  p  3 

Ainsi  l'on  pourra  trouver  ces  limites  indépendamment  de  l'équation 
transformée  en  t,  et  par  le  seul  moyen  de  l'équation  proposée  en  x,  ce 
qui  pourra  servir  à  abréger  le  calcul. 

74.  Il  reste  maintenant  à  voir  comment  on  pourra  reconnaître  si, la 
racine  t  est  renfermée  entre  les  limites  dont  il  s'agit;  or,  cela  est  facile 
dès  qu'on  connaît  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  (5,  5  +  i ,  entre 
lesquels  se  trouve  cette  racine  :  car,  soient  X  +  -  et  X les  deux  limites 

^  2  2 

données,  il  est  clair  que,  pour  que  t  se  trouve  entre  ces  limites,  il  faudra 
que  X  tombe  entre  les  mêmes  nombres  0,  S  + 1,  et  même  plus  près  de 
celui  de  ces  deux  nombres  dont  t  approchera  davantage;  on  examinera 
donc  :  i"  si  X  tombe  entre  ô  et  5  +  i;  2"  cela  étant,  on  prendra  celui  de 
ces  deux  nombres  dont  X  approche  davantage  pour  la  valeur  approchée 
de  t,  que  nous  nommerons k,  et  faisant  t  —  k-\ —  ■.  on  verra  si  l'équation 
transformée  en  «^  a  une  racine  positive  ou  négative  plus  grande  que  2; 
si  cette  seconde  condition  a  lieu,  on  sera  assuré  que  la  racine  l  tombera 
réellement  entre  les  limites  X  -f-  -  et  X  —  --,  et  l'on  pourra  poursuivre  le 
calcul  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n°  72. 

75.  On  pourrait  s'y  prendre  encore  de  la  manière  suivante,  pour  s'as- 
surer si  la  racine  t  tombe  entre  les  limites  X  +  -  et  X  —  -•  Il  est  facile  d« 
voir  par  le  n°  72  que  la  difficulté  se  réduit  à  savoir  si  la  somme  des 
quantités 


P 


81. 
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divisée  par  p'-,  est  moindre  que  -;  ainsi  il  ne  s'agira  que  de  trouver  une 

quantité  qui  soit  plus  grande  que  celle  somme,  et  de  voir  ensuite  si  cette 

quantité  est  moindre  que  —  • 

Or,  soient  a;,  x' ,  x'\...  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée,  que 
nous  supposerons  au  nombre  de  p.,  et 

les  racines  imaginaires,  que  nous  supposerons  au  nombre  de  2  v,  en  sorte 
que  a+  av  =  «;  comme  la  fraction  ^  diffère  de  la  racine  x  d'une  quan- 
tité moindre  que  —  (63),  il  est  clair  que  si  A  est  une  quantité  égale  ou 

moindre  que  la  plus  petite  des  différences  entre  les  racines  réelles  de  la 
même  équation,  chacune  des  quantités  réelles 


/  r  // 

—  X  —  —  X 


sera  nécessairement  moindre  que 


P 

et  par  conséquent  la  somme  de  ces  quantités  qui  sont  au  nombre  de 
[j.  —  I  sera  moindre  que 

P 

Considérons  ensuite  les  quantités  imaginaires,  lesquelles  seront  deux 
à  deux  de  la  forme 


£_-^_^^/_,-     £^_^  +  |^_, 
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(le  sorte  qu'un  aura  v  quantités  de  la  forme 


^-£    +* 


or,  je  remarque  que,  quels  que  soient  les  nombres  £7?  ^,  et  <!/,  la  quantité 

'P 


sera  toujours  moindre  que  y-,  en  effet,  si  l'on  considère  la  quantité 


r  +  i>^ 

et  qu'on  fasse,  ce  qui  est  toujours  possible,  y  =  |  tang»,  elle  deviendra 
2  sin  cp  ces  o sin  2  9 

or,  la  plus  grande  valeur  de  sin2(p  est  l'unité;  donc,  etc. 

Donc  si  l'on  dénote  par  11  une  quantité  égale  ou  moindre  que  la  plus 
petite  des  quantités  ti,  <h',...,  la  quantité  r^  sera  nécessairement  plus 
grande  que  la  somme  des  quantités  imaginaires  dont  nous  parlons. 

Donc,  en  général,  la  quantité 


A±4 
P 


sera  plus  grande  que  la  somme  de  toutes  les  quantités 


P_ 
p' 
Donc,  si  l'on  a 


"77\ '""  ~^^Tf  =   ou   < 

o'A— 1        p-II 
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A  et  II  étant  prises  positivement,  on  sera  sûr  que  ia  racine  t  toml)era 
entre  les  limites  proposées. 

Or,  pour  avoir  les  nombres  A  et  n ,  lorsqu'on  ne  connaît  pas  d'avance 
les  racines  de  l'équation  proposée,  il  n'y  aura  qu'à  chercher  dans  l'équa- 
tion des  différences  (  D)  du  n°  8  du  Mémoire  cité,  la  limite  /des  racines 
positives  et  la  limite  —  h  des  racines  négatives,  et  l'on  pourra  prendre 

pour  A  un  nombre  quelconque  =  ou  <  —-  et  pour  II  un  nombre  quel- 
conque  =  ou  <  -=;  cela  suit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  dé- 
montré  dans  l'endroit  cité. 
76.   Si  l'on  avait 

U.  I  V         ^    I 

A37^n<r 

alors  la  condition  requise  aurait  lieu  dès  le  commencement  de  la  série; 
de  sorte  qu'on  pourrait  approcher  de  la  valeur  de  x  sans  aucun  tâtonne- 
ment. Voici  le  procédé  du  calcul. 

Ayant  trouvé  la  première  valeur  entière  approchée  de  x,  qu'on  pourra 
prendre  plus  petite  ou  plus  grande  que  x  à  volonté,  et  nommant  cette 

valeur  j9,  on  aura  les  deux  premières  fractions  -■,  ^■ 

1°  On  fera  donc 

ro  =  i,     rs'  —  o,     p  =  p,     p'  =  ï, 

et,  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  R  (73j,  on  prendra  le 
nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de 

—  R  — ro' 


P 
c'est-à-dire  de  —  R,  lequel  étant  nommé  A,  on  aura  la  fraction 

/(■p  -I-  ro  kp  -i-i 

kp'  -hm'  ~       k 

2"  On  fera 

T^=.  p,       5j'  =  I ,        p  =  /i/>  -)-  I ,        p'  =^k, 
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et,  substituant  dans  R,  on  prendra  le  nombre  entier  qui  approcbera  le 

T)   /  p    . 

plus  de  — ; — ,  c'est-à-dire  de  — -, — ^  et,  ce  nombre  étant  nommé  A',  on 

aura  la  fraction 

k' p  +  ro  _  II' {kp  -i-i)  +  p 
h' p'  H-  ro'  /i '  /(■  -+-  I 

3"  On  fera 

m  =  hp  +•  1 ,     ro'  =  /r,     p  =  k'  {kp  -h  i) -\- p,     p'  —  k' /i  +  i , 
et  l'on  prendra  la  valeur  entière  la  plus  approchée  de 
-  R  -  îit'  -  r  —  /r 

-, ou       -y-,-,—; » 

p  kk'  + 1 

laquelle  étant  nommée  k",  on  aura  la  fraction 

k"p  -hxn  

k"p'  +  ro'  ~  "  '  '  ' 
et  ainsi  de  suite. 

De  cette  manière,  la  valeur  de  œ  sera  exprimée  par  la  fraction  continue 


p-h- 

k 


/'■'  +  -nr 
k" 


ou,  par  les  fractions  convergentes, 

kp  -I- 1       /i  '  (  kp 


k     '  k'k-hi       ' 

77.  Si  l'on  n'a  pas  d'abord 

il  n'y  aura  qu'à  chercher  la  fraction  continue  par  la  méthode  ordinaire 
jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  fraction  dont  le  dénominateur  p'  soit  tel 
que  l'on  ait 

p'^A-i      p'^n  ^  2' 
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ou  bien  jusqu'à  ce  que  l'on  vienne  à  une  transformée  qui  soit  dans  le 
cas  du  n°74;  alors  on  pourra  poursuivre  le  calcul  par  la  méthode  pré- 
cédente. 

Au  reste,  comme,  en  augmentant  toutes  les  racines  d'une  équation 
dans  une  raison  quelconque,  on  augmente  aussi  dans  la  même  raison  les 
différences  entre  ces  racines,  il  est  clair  que  si,  dans  l'équation  proposée, 

on  met  ^  à  la  place  de  x,  ce  qui  en  augmentera  les  racines  en  raison  de 

[  : /,  les  nombres  A  et  II,  qui  conviendront  à  la  nouvelle  équation,  en 
seront  augmentés  dans  la  même  raison,  et  par  conséquent  deviendront 
/A  et /II;  donc  on  pourra  faire  en  sorte  que  la  condition  du  n°  76  soit 
vérifiée  en  donnant  à /une  valeur  telle  que 


/A-i     /n 


=  ou 


Alors  on  pourra  toujours  se  servir  de  la  méthode  du  numéro  cité  pour 
approcher  sans  tâtonnement  de  la  valeur  cherchée  de  x;  il  faudra  seu- 
lement diviser  ensuite  cette  valeur  par /pour  avoir  la  véritable  racine 
de  l'équation  proposée;  il  est  vrai  que,  de  cette  manière,  on  n'aura  plus 
cette  racine  exprimée  par  une  simple  fraction  continue,  mais  on  pourra 
néanmoins  en  approcher  aussi  près  qu'on  voudra,  ce  qui  suffit  pour 
l'usage  ordinaire. 

78.  Soit  l'équation  proposée 

X"  —  A  =  o, 

en  sorte  que  l'on  demande  la  racine  n'°'"'  du  nombre  A. 

1°  Soit  n  pair  et  =  2m;  l'équation  aura,  comme  on  sait,  deux  racines 
réelles,  -1-  y  A  et  —  vA,  et  /i  —  2  racines  imaginaires  qui  seront  expri- 
mées ainsi 

I  ces  —  ±  sin  —  i/— 1 1  ^k, 
\         n  n  "        J  " 

c  étant  la  circonférence  ou  l'angle  de  36o  degrés,  et  s  étant  successive- 
ment égal  à  I,  2,  3,...,  jusqu'à  m  —  i;  donc  on  aura  dans  ce  cas  (75) 
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[j.  ==  2,  V  =  m  —  I ,  et  l'on  pourra  prendre 

A  =:  2  ;^  A ,     n  =  sin  -  X  Ç^Â, 

à  cause  que  sin-  est  le  plus  petit  de  tous  les  sin  — -,  donc  la  condition 
du  n°  76  aura  lieu  si 

ou  <-; 


aÇ/A-i        sin -X  C'A 
n 

donc  elle  aura  lieu  sûrement  toutes  les  fois  qu'on  aura 
A  ^  ou 


.    360° 
sin  — 


2°  Soit  n  impair  et  égal  a  2m  -+- 1  :  l'équation  n'aura  qu'une  seule 
racine  réelle  v/A,  et  elle  en  aura  2m  imaginaires  de  la  forme 

cos  —  ±  sin  —  \l—  I  )  v'A, 


en  faisant  successivement  *  — i,  2,...  jusqu'à  m;  donc  on  aura  dans 

I       I  x-i^  1         ■     se       ,     .     me 

ce  cas  p.  =  1,  v  =  m,  et,  comme  le  plus  petit  des  sin—  est  sin —   ou 

sin  -!— ^5  à  cause  de  n  =  im  -+- 1,  on  pourra  prendre 

>8o°       „,-r 

H  —  sin Xv'A; 

n 

de  sorte  que  la  condition  du  numéro  cité  aura  lieu  si 

m  ^  i 

rr- =:    ou    <-, 

100"         „,—  2 

sin X  J A 

n 

c'est-à-dire  si  l'on  a 

/    n  —  I 
A  =  ou  > 


.     180° 
sin  — 


11.  82 
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Donc,  lorsque  le  nombre  A  ne  sera  pas  au-dessous  des  limites  que  nous 
venons  de  trouver,  on  pourra  toujours,  en  faisant  usage  de  la  méthode 
du  n"  76,  trouver  directement  et  sans  tâtonnement  la  racine  ri'""  de  ce 
nombre;  et  s'il  est  plus  petit  que  ces  limites,  on  pourra  toujours  le  rendre 
plus  grand  en  le  multipliant  par  un  nombre  quelconque  qui  soit  une 
puissance  exacte  du  même  exposant  n\  en  sorte  qu'après  avoir  trouvé  la 
racine  de  ce  nombre  composé  il  n'y  aura  plus  qu'à  la  diviser  par  celle 
de  son  multiplicateur  pour  avoir  la  racine  cherchée  de  A. 

Au  reste,  il  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  de  R  du  n"  72  sera, 
pour  l'équation  a?"  —  A  =  o, 

7ip"~' 


R  = 


p"  — Ap'" 


79.  Puisque  le  cas  de  «  =  2  peut  se  résoudre  par  la  méthode  de  la 
Remarque  II,  nous  en  ferons  abstraction  ici.  Soient  donc 


,  .     36o" 

n  =  4,     on  aura     sm  —-7 —  =  i , 


donc 


A=  ou  >4'; 

2° 

n  =  6, 

36o" 
on  aura     sm  — 7^- 

b 

=  ^, 

donc 

A  =  ou  >  3' .  4°  ; 

3° 

n  =  8, 

.     36o" 
on  aura     sin  —75— 
0 

=  ^, 

donc 

A  =  ou  >  2' .  4S 

et  ainsi  de  suite. 

De  même,  si  1 

'on  fait 

1" 

n  z^  3, 

.     i8o" 
on  aura     sin  ^— 

--=^, 

donc 

43 
A=  ou  >-!-=■, 

3v'3 

• 

2° 

»  =  5, 

.     180" 
on  aura     sm  — ^  = 
5 

=  sin  36", 
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et,  faisant  le  calcul  par  les  logarithmes,  on  trouvera 

A  =  ou  >  1459; 
et  ainsi  de  suite. 

80.  Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  la  racine  cubitiue  de  17. 
Puisque  17  est    > — =î   à  cause  de    3^/3  >  4,    on  pourra  employer 

3  y/S 

d'abord  la  méthode  du  n°  76.  On  aura  donc  ici,  à  cause  de  «  =  3  et 

A  =  17  (78), 

R^    3    ^P\. 

Or,  le  nombre  entier  le  plus  proche  de  y*  17  est  2  ou  3;  de  sorte  qu'on 
pourra  faire  à  volonté  p  =  1  ou  /»  =  3. 

Faisons  jD  =  2,  et  les  deux  premières  fractions  seront  -■,  -;  donc 

donc 

B_    3.4    _      4. 
^-8-17^      3' 

et  le  nombre  entier  qui  approche  le  plus  de 

—  R  — ct'  _  4 

P'  ~3 

sera  i;  donc  /[;  =1,  ce  qui  donne  la  fraction 

hp  +  i  _  3 

k      ~  1' 

2°  (53  =  2,       ro' ^  I,       p  =  3,       p' =:  I, 

donc 

_        3.Q  R  —  Txs'        17 

R  =  — 2     et    -, —  =  -^  1 

10  p'  lO 

le  nombre  entier  qui  approche  le  plus  de  —  étant  2,  on  fera  k'  =  2,  ce 

82. 
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qui  donnera  la  fraction 

ff'p  +  ro  _  8 
If'  p'  -4-  îb'        3 

3°  cT  =  3,     ro' ^  I,     p  ^  8,     p' ;=  3; 

donc 

_       3.8'       _  192 
^-8^ — 

et 


'~83 

—  1 

i?' 

.3' 

"    53 

-R- 

-  ro' 

■  = 

=  - 

245 

P' 

iSp' 

le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus  de  cette  fraction  sera  —  2;  donc 

,„  .  1     i>      .■         Il" 9  -•-  s;  — 13 

A  =  —  2,  et  la  traction  -1-^, ;  sera  — ^^ 

A   p  +  cj  —  o 

4°  rn  ^  8,     nj' =  3,     p  :=  —  i3,     p= — 5, 


De  cette  manière  on  aura  les  fractions  convergentes  vers  ^17 

12       3      8       — 13 
O        I         I        3         —  5 

et  la  fraction  continue  sera 


NOUVELLE  MÉTHODE 

POUR 

RÉSOUDRE  LES  PRORLÈMES  INDÉTERMINÉS 

EN  NOMBRES  ENTIERS. 


NOUVELLE  METHODE 

POUR 

RÉSOUDRE  LES  PRORLÈMES  INDÉTERMINÉS 

EN  NOMBRES  ENTIERS  (*). 


[Mémoires  de  l'Jcadéinic  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres 
de  Berlin,  t.  XXIV,  1770.) 


La  plupart  des  Géomètres  qui  ont  cultivé  l'Analyse  de  Diophante  se 
sont,  à  l'exemple  de  cet  illustre  inventeur,  uniquement  appliqués  à  évi- 
ter les  valeurs  irrationnelles,  et  tout  l'artifice  de  leurs  méthodes  se  réduit 
à  faire  en  sorte  que  les  grandeurs  inconnues  puissent  se  déterminei'  par 
des  nombres  commensurables. 

L'art  de  résoudre  ces  sortes  de  questions  ne  demande  guère  d'autres 
principes  que  ceux  de  l'Analyse  ordinaire;  mais  ces  principes  deviennent 
insuffisants  lorsqu'on  ajoute  la  condition  que  les  quantités  cherchées 
soient  non-seulement  commensurables,  mais  encore  égales  à  des  nombres 
entière. 

M.  Bachet  de  Méziriac,  auteur  d'un  excellent  Commentaire  sur  Dio- 
phante et  de  ditTérents  autres  Ouvrages,  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait 
tenté  de  soumettre  cette  condition  au  calcul.  Ce  savant  a  trouvé  une  mé- 
thode générale  pour  résoudre  en  nombres  entiers  toutes  les  équations  du 
premier  degré  à  deux  ou  plusieurs  inconnues,  mais  il  ne  paraît  pas  avoir 

(*)  Lu  à  l'Académie  le  ai  juin  1770. 
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été  plus  loin,  et  ceux  qui  après  lui  se  sont  occupés  du  même  objet  ont 
aussi  presque  tous  borné  leurs  recherches  aux  équations  indéterminées 
du  premier  degré;  leurs  efforts  se  sont  réduits  à  varier  les  méthodes  qui 
peuvent  servir  à  la  résolution  de  ces  sortes  d'équations,  et  aucun,  si  j'ose 
le  dire,  n'a  donné  une  méthode  plus  directe,  plus  générale  et  plus  ingé- 
nieuse que  celle  de  M.  Bachet,  qui  se  trouve  dans  ses  Récréations  mathé- 
matiques intitulées  :  Prohlémes  plaisants  et  délectables  qui  se  font  par  les 
nombres. 

Il  est  à  la  vérité  assez  surprenant  que  M.  de  Fermât,  qui  s'était  si  long- 
temps et  avec  tant  de  succès  exercé  sur  la  théorie  des  nombres  entiers, 
n'ait  pas  cherché  à  résoudre  généralement  les  Problèmes  indéterminés 
du  second  degré  et  des  degrés  supérieurs,  comme  M.  Bachet  avait  fait 
ceux  du  premier  degré;  on  a  cependant  lieu  de  croire  qu'il  s'était  aussi 
appliqué  à  cette  recherche,  par  le  Problème  qu'il  proposa  comme  une 
espèce  de  défi  à  M.  Wallis  et  à  tous  les  Géomètres  anglais,  et  qui  consis- 
tait à  trouver  deux  carrés  entiers,  dont  l'un  étant  multiplié  par  un  nombre 
entier  donné  non  carré,  et  ensuite  retranché  de  l'autre,  le  reste  fût  égal 
à  l'unité  ;  car,  outre  que  ce  Problème  est  un  cas  particulier  des  équations 
du  second  degré  à  deux  inconnues,  il  est  comme  la  clef  de  la  résolution 
générale  de  ces  équations;  mais,  soit  que  M.  de  Fermât  n'ait  pas  conti- 
nué ses  recherches  sur  cette  matière,  soit  qu'elles  ne  soient  pas  parve- 
nues jusqu'à  nous,  il  est  certain  qu'on  n'en  trouve  aucune  trace  dans  ses 
Ouvrages. 

Il  parait  même  que  les  Géomètres  anglais  qui  ont  résolu  le  Problème 
de  M.  de  Fermât  n'ont  pas  connu  toute  l'importance  dont  il  est  pour  la 
solution  générale  des  Problèmes  indéterminés  du  second  degTié;  du 
moins  on  ne  voit  pas  qu'ils  en  aient  jamais  fait  usage,  et  M.  Euler  est,  si 
je  ne  me  trompe,  le  premier  qui  ait  fait  voir  comment  à  l'aide  de  ce  Pro- 
blème on  peut  trouver  une  infinité  de  solutions  en  nombres  entiers  de 
toute  équation  du  second  degré  à  deux  inconnues,  dont  on  connaît  déjà 
une  solution. 

Ce  grand  Géomètre,  à  qui  toutes  les  parties  des  Mathématiques  sont  si 
redevables,  a  aussi  fait  des  recherches  pour  reconnaître  à/jn'o/ïquand 
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une  équation  de  cette  espèce  est  susceptible  de  quelque  solution  en  nom- 
bres entiers,  et  il  a  trouvé  par  induction  une  règle  qui,  si  elle  était  géné- 
rale, renfermerait  un  des  plus  beaux  théorèmes  d'Arithmétique. 
Cette  règle  est,  que  toute  équation  de  la  forme 

(A  et  B  étant  des  nombres  entiers  donnés  etp,  q  deux  indéterminées), 
est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers,  lorsque  A  est  un  nombre  pre- 
mier de  la  forme 

4nB-i-a'     ou     4"^  +  *'" — ^ 

(«et  a  étant  des  nombres  quelconques  entiers],  ou  bien,  lorsque  les 
facteurs  premiers  de  A  sont  chacun  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  formes. 
{Voyez  le  premier  Mémoire  du  tome  IX  àe?>  Nouveaux  Commentaires  de 
Pétersbourg.  ) 

M.  Euler  ne  donne  point  la  démonstration  de  ce  théorème,  et  il  avoue 
même  qu'il  n'a  jamais  pu  la  trouver;  je  l'ai  aussi  longtemps  et  inutile- 
ment cherchée,  mais  enfin  je  suis  tombé  par  hasard  sur  une  équation  où 
j'ai  reconnu  que  la  règle  de  M.  Euler  était  en  défaut.  Celle  équation  est 
celle-ci 

où  loi  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4«B-l-a-  —  B,  en  faisant 
B  =  79,  a  =  38  et  n  =  —  4;  de  sorte  qu'il  faudrait  qu'elle  fût  résoluble 
en  nombres  entiers;  cependant  elle  ne  l'est  pas,  comme  on  peut  aisé- 
ment s'en  assurer  par  notre  méthode  {voyez  plus  bas  le  n°  38). 

Si  l'on  voulait  limiter  le  théorème  de  M.  Euler  en  disant  que  tout 
nombre  premier  de  la  forme  4«B  +  «  est  aussi  de  la  forme />'-  — B9^ 
lorsque  a  est  un  nombre  premier  de  la  même  forme/?-  —  B^-,  l'exemple 
précédent  ferait  voir  que  cette  limitation  serait  insuffisante;  car 

101  =  4'*'^  +  7^3, 

en  faisant  n=  —  i  et  B  =  79,  733  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
p-  —  B^r-,-  en  supposant  p  —  'iS  et  q  —  3;  or  loi  n'est  pas  de  la  même 
forme  p^  —  Bq-. 

il.  83 
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Il  résulte  de  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  que  depuis  l'ouvrage 
de  M.  Bachet,  qui  a  paru  en  i6i3,  jusqu'à  présent,  ou  du  moins  jusqu'au 
Mémoire  que  je  donnai  l'année  passée,  sur  la  solution  des  Prohlèmes  indé- 
terminés du  second  degré  (*),  la  théorie  de  ces  sortes  de  Problèmes  n'avait 
pas,  à  proprement  parler,  été  poussée  au  delà  du  premier  degré. 

J'ai  fait  voir,  dans  le  Mémoire  dont  je  viens  de  parler,  comment  toutes 
les  équations  du  second  degré  à  deux  indéterminées  peuvent  toujours  se 
réduire  à  la  forme  très-simple 

ensuite  j'ai  donné  des  méthodes  directes  et  générales  pour  trouver  toutes 
les  solutions  possibles  tant  en  nombres  entiers  qu'en  nombres  fraction- 
naires de  ces  sortes  d'équations.  La  méthode  pour  le  cas  où  B  est  un 
nombre  positif,  et  où  p  et  q  doivent  être  des  nombres  entiers,  laquelle 
fait  l'objet  du  §  IIJ,  est  à  la  vérité  un  peu  longue  et  compliquée,  et  j'avoue 
même  qu'elle  l'est  à  un  point  qui  la  l'end  difficile  à  suivre;  mais  je  crois 
que  cette  difficulté  ne  doit  être  imputée  qu'à  la  nature  de  la  matière,  et 
au  grand  nombre  de  cas  auxquels  il  faut  avoir  égard  quand  on  veut  la 
traiter  d'une  manière  aussi  directe  et  aussi  rigoureuse  que  nous  l'avons 
fait.  Cependant  j'ai  trouvé  moyen  depuis  de  simplifier  beaucoup  cette 
méthode  et  de  l'étendre  même  à  des  équations  d'un  degré  quelconque; 
c'est  ce  que  je  me  propose  de  développer  dans  ce  Mémoire  avec  le  plus 
d'ordre  et  de  clarté  qu'il  me  sera  possible. 

Comme  la  théorie  des  fractions  continues  est  le  fondement  de  la  nou- 
velle méthode  que  je  vais  expliquer,  je  supposerai  ici  cette  théorie  telle 
que  je  l'ai  donnée  dans  le  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques ('*),  et  dans  les  Additions  à  ce  Mémoire  (*"),  et  je  me  contenterai 
d'en  emprunter  tout  ce  dont  j'aurai  besoin,  en  renvoyant  pour  les  démons- 
trations à  ces  autres  écrits. 

(*)  OEwres  de  Lagrange ,  t.  II,  p.  377. 
^*•)  OEiwies  de  Lagrange ,  t.  Il,  p.  53g. 
{***)  OEwres  de  Lagrange,  t.  II,  p.  58 1. 
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Lemme  I. 

\.  Si  a,  b,  c  sont  des  nombres  quelconques  entiers  et  tels,  que  b  et  c 
soient  premiers  entre  eux,  je  dis  qu'on  peut  toujours  trouver  deux  nombres 

entiers  y  et  z  tels  que 

a  =  by  —  cz. 

Je  supposerai  ici  pour  plus  de  simplicité  que  a,b  eic  soient  positifs; 
si  l'un  d'eux  comme  b  était  négatif,  on  pourrait  toujours  le  regarder 
comme  positif,  et  il  n'y  aurait  qu'à  prendre  ensuite  y  négativement,  et 
ainsi  du  reste. 

Qu'on  divise  les  nombres  a  +  es  par  b,  en  faisant  successivement 
z  =  o,  I,  2,  3,...  jusqu'à  è  —  I,  et  l'on  aura  b  restes  dont  chacun  sera 
différent  de  tous  les  autres;  car  si  deux  valeurs  de  :;,  comme  z'  et  z", 
donnaient  le  même  reste,  il  faudrait  que  la  différence  entre  les  deux  divi- 
dendes a  +  cz'  et  a  +  cz",  savoir  le  nombre  c  (s"  —  z'j  fût  divisible  exac- 
tement par  b,  ce  qui  ne  se  peut,  à  cause  que  c  est  premier  à  b,  et  que  z' 
ei  z"  sont  tous  les  deux  moindres  que  b.  Donc,  puisque  les  b  restes  dont 
il  s'agit  doivent  être  par  leur  nature  moindres  que  b  et  différents  les  uns 
des  autres,  il  est  clair  que  ces  restes  ne  peuvent  être  que  les  nombres  o, 
I,  2,  3,...,  b  —  \\  d'où  il  s'ensuit  qu'il  y  aura  nécessairement  une  va- 
leur de  z  à  laquelle  répondra  un  reste  nul,  c'est-à-dire  qui  sera  telle, 
que  a -^  cz  soit  divisible  paré;  donc,  nommant  j  le  quotient  de  cette 
division,  on  aura  by  =^a-^cz;  donc 

a  =z  by  —  cz. 

2.  Corollaire  I.  —  Quand  on  aura  trouvé  deux  valeurs  correspon- 
dantes de  j  et  z  qui  satisferont  à  l'équation 

a  =  by  —  cz, 

on  pourra  par  leur  moyen  en  trouver  une  infinité  d'autres;  car,  dési- 
gnant par/?  et  q  les  valeurs  trouvées,  en  sorte  que  l'on  ait 

a  ^=  bp  —  cq, 

83. 
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et  supposant  en  général 

a=zhf  —  cz, 

on  aura 

b(r  —  p)  —  c(z  —  q)  =  o; 

d'où 

y  —  p  _  £ 

z  —  q        b 

et  de  là,  à  cause  que  b  et  c  sont  premiers  entre  eux, 

y  —  p  ^=  me,     z  —  g  =:  mh, 
et  par  conséquent 

j  =  p  -H  me,     z=^q  -h  mh, 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque;  et  il  est  facile  de  voir  que  ces 
expressions  renfermeront  nécessairement  toutes  les  valeurs  possibles 
de  j  et  z  dans  l'équation  proposée. 

3.  Corollaire  II.  —  Or,  puisque  l'on  peut  prendre  pour  m  un  nombre 
quelconque  entier  positif  ou  négatif,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte 
que  la  valeur  de  r  soit  égale  à  un  nombre  positif  ou  négatif,  moindre 

que  -1  ou  que  celle  de  z  devienne  égale  à  un  nombre  positif  ou  négatif, 

moindre  que  -•  Donc,  quels  que  soient  les  nombres  a,  b,  c,  pourvu  que  b 
et  c  soient  premiers  entre  eux,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équation 

a  =  bf  —  cz, 
en  prenant  pour  y  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  moindre  que  -? 

ou  pour  z  un  nombre  moindre  que  -;  de  sorte  que  pour  trouver  les  va- 
leurs convenables  de  j  et  z  il  n'y  aura  qu'à  essayer  successivement 

c 
pour  j  tous  les  nombres  entiers  moindres  que  -i  pris  positivement  ou 

négativement,  ou  pour  s  tous  les  nombres  entiers  moindres  que  -  pris 
aussi  positivement  ou  négativement;  et  ayant  trouvé  de  cette  manière 


INDÉTERMINES  EN   NOMBRES  ENTIERS.  661 

deux  valeurs  correspondantes  de  y  et  de  z,  on  pourra  ensuite,  par  les 
formules  du  Corollaire  précédent,  trouver  toutes  les  autres  valeurs  pos- 
sibles. 

4.  Corollaire  III.  —  Soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  c 
(on  aura  d=  i  si  a  et  c  sont  premiers  entre  eux),  en  sorte  que  a  —  a'd, 
c  =  c'd,  a'  et  c'  étant  premiers  entre  eux,  il  est  clair  qu'à  cause  de  b  pre- 
mier à  c  (hypothèse)  on  aura  nécessairement,  dans  l'équation 

a  =  bp  —  cq, 

p  divisible  par  d;  donc,  faisant/?  =/>'c?,  on  aura /7  + /ne  divisible  par  a, 
si />'  + me' est  divisible  par  a';  mais,  par  un  raisonnement  semblable  à 
celui  du  Lemme,  on  peut  prouver  que  le  nombre  m  peut  toujours  être 
pris  tel  que  p'  +  me'  soit  divisible  par  à  ;  donc  (Corollaire  I)  on  pourra 
toujours  trouver  une  valeur  de  y  qui  soit  multiple  de  a;  soit  donc 

y  r=  ar, 

on  aura 

a=2  ahr  —  cz, 

ou  bien 

a'  =  a'  br —  d  z; 

donc  c'  z  sera  divisible  par  a',  et  comme  e'  est  premier  à  a,  il  faudra  que  z 
soit  aussi  multiple  de  a'\  faisant  donc 

z  ^  a!  s, 

et  divisant  toute  l'équation  par  a' ,  elle  deviendra 

izi^bv  —  c's. 

Ainsi  il  n'y  aura  qu'à  chercher  les  valeurs  de  r  et  de  j  qui  peuvent  satis- 
faire à  cette  équation,  et  l'on  aura  en  général 

^-  =  ra  4-  me,     z  ^  sa!  -\-  nih, 

m  étant  un  nombre  quelconque  entier. 
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Problème  I. 
5.   Étant  donnée  l'équation 

(A)  A  =  B/"  + C^-'î' -(-D<"-V/-  +  . . .+ Ki<", 

que  nous  désignerons pa?'  (Aj,  dans  laquelle  on  suppose  que  A,  B,  C,...,  K 
soient  des  nombres  quelconques  entiers  donnés,  et  que  t,  u  soient  deux  in- 
déterminées qui  puissent  être  exprimées  par  des  nombres  entiers,  dont  l'un  u 
soit  premier  au  nombre  A,  on  propose  de  ramener  cette  équation  à  une 
autre  de  la  même  espèce,  et  dans  laquelle  le  terme  tout  connu  soit  l'unité. 

Puisque  /,  m  et  A  sont  des  nombres  entiers,  et  que  m  et  A  sont  pi'e- 
miers  entre  eux  (hypothèse),  on  peut  toujours  trouver  par  le  Lemme 
précédent  deux  nombres  entiers  5  et  y,  tels  que  l'on  ait 

t  =  uB  —  ky\ 

Donc,  substituant  cette  valeur  de  t  dans  l'équation  (A),  elle  deviendra 

celle-ci 

A  =  a  M"  —  |3  A  ;<""'  j  +  y  A'  w'-'f-  —  . . .  ±  Ç  A'\r", 

en  supposant,  pour  abréger, 

a  =  BS"  H- C6"-' -I- D9"-^  + . . . -(- K, 

S  =  /iB9"-'H-(«-i)Ce»-^  +  («-2jD9"-'  +  ..., 


[n—i)(n- 


CQ" 


Qu'on  divise  maintenant  toute  cette  équation  par  A,  et  l'on  aura 

I  — -  — -  —  (3  M"-'  y  -t-  y  A  u"~''j-'  —  .  . .  ±  ç  A"-'r  , 

d'où  l'on  voit  que  la  quantité  ^  doit  être  égale  à  un  nombre  entier, 

puisque  tous  les  autres  termes  de  l'équation  sont  des  nombres  entiers 
(hypothèse),  et  qu'ainsi  il  faut  que  xu"  soit  divisible  par  A;  mais  u 
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et  A  sont  premiers  entre  eux  (hypothèse j,  donc  il  faudra  que  a  soit 
divisible  par  A;  donc,  faisant  pour  plus  de  simplicité 

-^=:P,     -p  =  Q,     yA  =  R,     -(5A^  =  S,...,     dzÇA"-  =  V, 

on  aura  la  transformée  suivante,  que  nous  désignerons  par  (B), 

(  B  )  I  =  P  u"  -+-  0  u"-'  X  -h  R  ii"--r'  + . . .  +  V  j", 

et  qui  a,  comme  on  voit,  la  condition  demandée  par  le  Problème. 

6.  CoROLi^AiRE  I.  —  Il  est  visible  que  la  quantité  «  n'est  autre  chose 
que  le  second  membre  de  l'équation  proposée  (A)  en  y  faisant  t  —  6  et 
u=  1.  De  plus,  il  résulte  du  Corollaire  II  du  Lemme  précédent  que  le 

nombre  6  peut  toujours  être  pris  moindre  que  —  ■ 

Donc,  pour  que  l'équation  (A)  puisse  subsister  dans  les  hypothèses  du 
Problème,  il  faudra  qu'en  faisant  u  —  ï  on  puisse  trouver  une  valeur 

entière  de  t  positive  ou  négative,  mais  moindre  que  —  (abstraction  faite 

du  signe  de  t  et  de  A),  laquelle  rende  le  second  membre  de  cette  équation 

divisible  par  le  premier  A.  On  essayera  donc  pour  t  tous  les  nombres  en- 

A 
tiers  positifs  ou  négatifs,  moindres  que  —,  et  si  l'on  n'en  trouve  aucun 

qui  ait  la  condition  requise,  on  en  conclura  sur-le-champ  qu'il  est  impos- 
sible que  dans  l'équation  (A)  les  nombres  t  et  u  puissent  être  entiers  et 
premiers  entre  eux,  et  au  nombre  A.  Mais  si  l'on  trouve  un  ou  plusieurs 
nombres  qui  remplissent  la  condition  prescrite,  alors  on  pourra  prendre 
chacun  de  ces  nombres  pour  Q,  et  l'on  aura  autant  de  différentes  trans- 
formées (B)  qu'on  aura  de  valeurs  de  ô. 

7.  Corollaire  II.  —  Pour  faciliter  la  recherche  des  valeurs  de  6,  on 
peut  employer  la  méthode  des  différences  dont  nous  avons  déjà  fait  usage 
dans  le  Scolie  du  n°  13  du  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques. En  effet,  par  cette  méthode,  dès  qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  de 
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la  quantité  a,  c'est-à-dire  de 

80" -+- GÔ"- +  DÔ"-^  + . . .  +  K 

lorsque  5  =  o,  i,  2,...,  {n  —  i),  on  pourra,  par  la  seule  addition,  trou- 
ver les  valeurs  de  la  même  quantité  pour  toutes  les  autres  valeurs  posi- 
tives de  6,  et  même  pour  les  valeurs  négatives  en  continuant  les  mêmes 
séries  du  côté  opposé  (3°  du  numéro  cité);  il  faudra  seulement  observer 
que,  dans  ce  cas,  chaque  terme  d'une  série  sera  égal  à  celui  qui  le  pré- 
cédera dans  la  même  série,  moins  celui  qui  se  trouvera  au-dessus  de  lui 
dans  la  série  supérieure.  Connaissant  donc  ainsi  les  valeurs  de  a  depuis 

6=0  jusqu'à  5  =  —  d'un  côté,  et  jusqu'à  ô  = de  l'autre,  il  n'y 

aura  plus  qu'avoir  quelles  sont  celles  qui  sont  divisibles  par  A,  ce  qu'on 
pourra  reconnaître  aisément  par  les  tables  des  diviseurs,  et  les  valeurs 
correspondantes  de  6  seront  les  nombres  cherchés. 

Mais  avant  de  se  mettre  à  calculer  les  valeurs  de  a,  il  sera  à  propos  de 
simplifier  l'expression  de  cette  quantité  en  mettant,  à  la  place  des  coef- 
ficients qui  se  trouveront  plus  grands  que  A,  les  restes  de  leur  division 
par  A;  on  pourra  même  réduire  tous  les  coefficients  à  n'être  pas  plus 

A 

grands  que  — ;  car,  en  général,  il  est  clair  que  si  la  quantité  a  est  divi- 
sible par  A,  les  coefficients  B,  C,  D,...  ayant  des  valeurs  quelconques 
données,  elle  le  sera  aussi  après  avoir  retranché  de  ces  coefficients  ou  y 
avoir  ajouté  des  multiples  quelconques  de  A;  ainsi  l'on  pourra  mettre 
B  ±  m  A  à  la  place  de  B,  C  ±  nA  à  la  place  de  C,  et  ainsi  des  autres, 
m,  n,...  étant  des  nombres  quelconques  entiers;  or,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  B,  il  est  clair  qu'on  peut  toujours  déterminer  la  valeur  et  le 

A 
signe  du  nombre  m,  en  sorte  que  B  ±mA  devienne  moindre  que  — ; 

il  en  est  de  même  de  C  ±  nA,  et  ainsi  du  reste;  donc,  etc. 

8.  Corollaire  III.  —  Par  la  méthode  du  numéro  précédent  on  peut 
trouver  facilement  toutes  les  valeurs  de  5  qui  peuvent  rendre  la  quan- 
tité a  divisible  par  A;  car  tout  se  réduit  à  trouver  celles  qui  sont  moin- 
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A 
dres  que  —  •  En  effet,  supposons  que  a  soit  divisible  par  A,  5  ayant  une 

valeur  quelconque  donnée,  il  est  clair  qu'en  mettant  9  ±  mk  à  la  place 
de  Q  [m  étant  un  nombre  entier  quelconque),  la  valeur  résultante  de  a 
sera  encore  divisible  par  A;  or  on  peut  prendre  le  signe  et  la  valeur  de  m 

tels,  que  Q  ±mk  devienne  moindre  que  —■,  et  il  est  facile  de  voir  que 

cela  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière;  donc,  si  l'on  désigne  par  Q' 

A 
cette  valeur  de-  9  ±  mk  qui  est  moindre  que  — ?  on  aura  en  général 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que,  si  9' ,  9",  9'",...  sont  les  valeurs  de  9, 

.  .  A 

tant  positives  que  négatives,  mais  plus  petites  que  —•,  lesquelles  rendent 

la  quantité  a  divisible  par  A,  toutes  les  autres  valeurs  possibles  de  9  qui 
pourront  faire  le  même  effet  seront  renfermées  dans  ces  formules 

Ô'-t-wA,     9"  +  nk,     6'" -h  pA.,.  . ., 

m,  n,  p,...  étant  des  nombres  quelconques  entiers,  positifs  ou  négatifs. 
Ainsi,  une  équation  quelconque  de  la  forme 

ky  =  B S"  -1-  CS"-'  -H  06"-=  -1- . . .  +  K 

étant  donnée,  on  pourra  reconnaître  si  elle  est  résoluble  en  nombres 
entiers,  et  trouver  en  même  temps  toutes  les  valeurs  de  0  et  de  j. 

9.  Corollaire  IV.  —  Lorsque  le  nombre  A  est  un  nombre  composé, 
alors,  au  lieu  de  prendre  ce  nombre  même  pour  diviseur,  il  sera  plus 
commode  de  prendre  successivement  chacun  de  ses  facteurs.  Car  il  est 
clair  que  la  quantité  a  ne  saurait  être  divisible  par  A,  à  moins  qu'elle  ne 
le  soit  aussi  par  chacun  des  diviseurs  de  A.  Soient  donc  a,  b,  c,...  ces  di- 
viseurs, on  essayera  d'abord  pour  Q  tous  les  nombres  entiers  tant  positifs 

que  négatifs  moindres  que  -■>  et,  nommant  t  celui  ou  ceux  (s'il  yen  a 

plus  d'un)  qui  rendront  a  divisible  par  a,  toutes  les  valeurs  possibles  de  9 
II.  84 
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(|ui  pourront  rendre  «  divisible  par  a  seront  représentées  par 

6'  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif.  On  substituera 
donc  t-hô'a  à  la  place  de  S  dans  la  quantité  a,  et  divisant  par  a,  ordon- 
nant par  rapport  à  6',  on  aura  une  transformée  que  nous  appellerons  o:', 
et  dans  laquelle  ô'  sera  un  nombre  indéterminé. 

On  essayera  de  nouveau  pour  ô'  tous  les  nombres  entiers  positifs  ou 

négatifs  moindres  que  -■>  et,  nommant  t'  ceux  qui  rendront  a'  divisible 

par  b,  on  fera  ensuite 

e'  =  t'-h6"b, 

ce  qui  donnera,  après  avoir  divisé  par  b,  une  nouvelle  transformée  u", 
où  9"  sera  un  nombre  indéterminé,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière, 
on  trouvera  aisément  toutes  les  valeurs  de  0  qui  pourront  rendre  a  divi- 
sible par  a,  par  b,  par  c et  par  conséquent  par  abc — 

En  effet,  puisque  t -\- ad'  représente  toutes  les  valeurs  de  0  qui  peu- 
vent rendre  oc  divisible  par  a,  et  que  t'  -h  0"b  représente  toutes  celles 

(le  0'  qui  peuvent  rendre  oc'  ou  -  divisible  par  h,  il  est  clair  que 

f  -h  at'  -h  ah  9" 

représenteront  toutes  les  valeurs  de  0  qui  pourront  rendre  a  divisible, 
premièrement  par  a,  et  ensuite  par  b,  c'est-à-dire  divisible  par  ab;  donc 
si  l'on  a,  par  exemple, 

A  =  ab, 

les  valeurs  de  5  qui  rendront  a  divisible  par  A  seront  exprimées  en  gé- 
néral par 

/  ■+-  at'  -f-  A  Ô", 

6"  étant  un  nombre  quelconque  entier. 

Par  là  on  pourra  trouver  toutes  les  valeurs  de  0  moindres  (|ue  ^pour 
lesquelles  </.  sera  divisible  par  A;  car  il  n'y  aura  pour  cela  qu'à  détermi- 
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lier  le  nombre  6"  en  sorte  que 

t  -!-  at'  H-  A  9" 

devienne  moindre  que  —■,  ce  qui  ne  pourra  se  faire  que  d'une  seule  ma- 
nière pour  chaque  valeur  de  t  +  at  ;  de  sorte  qu'il  ne  pourra  y  avoir 
qu'autant  des  valeurs  de  0  dont  nous  parlons  qu'il  y  aura  de  différentes 
valeurs  de  ï  -f-  at' . 

10.  Corollaire  V.  —  Si  A  est  un  nombre  premier,  il  ne  peut  y  avoir 

A 
au  plus  que  n  différentes  valeurs  de  (9  moindres  que  —■,  et  telles  que  a 

soit  divisible  par  A;  et  si  A  est  un  nombre  composé  dont  les  facteurs 
premiers  soient  au  nombre  de  r,  il  ne  pourra  y  avoir  au  plus  que  n'  de 
ces  valeurs  de  5. 

Car,  dans  le  premier  cas,  soit,  par  exemple,  «  =  3,  en  sorte  que  l'ex- 
pression de  «  soit 

B9'  +  Ce=-i-D9H-E, 

B,  C,  D,  E  n'étant  point  divisibles  par  A,  et  supposons,  s'il  est  possible, 

qu'il  y  ait  quatre  valeurs  de  0  que  nous  désignerons  par  Q,  0' ,  6",  0'",  les- 

A 
quelles  soient  positives  ou  négatives,  mais  toutes  moindres  que  — »  et 

telles  que  «  soit  divisible  par  A;  on  aura  donc  ces  quatre  valeurs  de  a, 

savoir 

B9»   -)-C6=   -4-D9    -f-E, 

B9"  +Ce'^  -f-D9'  +E, 
B9"'  +  Ce"'+  D9"  +  E,  . 
Be""-(-C9"'=  +  D9"'  +  E, 

lesquelles  seront  chacune  divisibles  par  A;  donc  leurs  différences  le  se- 
ront aussi  ;  donc  les  trois  quantités 

B(9^— 6")  -i-C(9^— 9"')  H-D(e-9'), 
B  (  9=  -  9"')  +  C  { e^  -  9"^)  +  D  (  9  -  9"  ), 
B  ( 03 _  9"'=)  +  C (  9^—  9'"-)  -I-  D ( 9  -  9'"), 

seront  chacune  divisibles  par  A;  mais  la  première  de  ces  quantités  est 

84- 
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divisible  par  5  —  5',  la  seconde  par  ô  —  d" ,  et  la  troisième  par  5  —  5'"; 
donc,  puisque  les  nombres 


sont  moindres  que  A  (hypothèse)  et  que  A  est  un  nombre  premier,  il 
faudra  que  les  quantités  dont  il  s'agit  soient  divisibles  par  A,  abstraction 
faite  des  facteurs 


donc,  rejetant  ces  facteurs,  c'est-à-dire  en  les  faisant  disparaître  par  la 
division,  on  aura  les  quantités 

B(e^-  +  ôe'  +6'=)  -t-C(ô  +  e')  +D, 

B  (  9=  +  0  6"  +  ô"'  )  +  C  (  e  +  6"  )  +  D, 
B  (6'+  S9"'+  0'"=)  H-  C(ô  -t-  0'")  +  D, 

qui  devront  être  chacune  divisibles  par  A.  Donc  les  différences  de  ces 
quantités  le  seront  aussi;  mais  ces  différences  sont 

B(00'-t-0'^-00"  — 0"^)  +C(0'— 0"), 
B(09'-i-0'=-  0 0'"  -  9""0 -t- C ( 9' -  0'"), 

dont  la  première  est  divisible  par  Q'—Q",  et  la  seconde  par  0'  —  0'";  donc, 
par  la  même  raison  que  ci-dessus',  il  faudra  qu'elles  soient  encore  divi- 
sibles par  A,  après  avoir  été  divisées  par 

Q'—O"    et  par    6'—Q"'; 

donc  on  aura  les  quantités 

B  (  0  -4-  0'  +  0"  )  +  C, 
B(0  -4-0'-t-9"')  +  C, 

qui  seront  donc  encore  divisibles  par  A.  Donc  leur  différence  le  sera 
aussi;  mais  cette  différence  est,  comme  on  voit,  B  [Q"—  Q'"),  qui  ne  peut 
être  divisible  par  A,  à  cause  que  B  ne  l'est  pas,  et  que  le  nombre  5"—  0'" 
ne  peut  l'être,  étant  nécessairement  plus  petit  que  A.  Donc,  etc. 
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Il  est  visible  que  cette  démonstration  peut  s'étendre  au  cas  où  n  aura 
une  valeur  quelconque,  et  qu'ainsi  la  proposition  est  générale. 

Dans  le  second  cas,  supposons  que  le  nombre  A  soit  le  produit  de  deux 

nombres  premiers  a,  b\\\  ne  pourra  y  avoir,  par  le  Corollaire  précédent, 

A 
plus  de  valeurs  de  0  moindres  que  —-,    lesquelles  rendent  a.  divisible" 

par  A,  qu'il  n'y  aura  de  différentes  valeurs  de  t  -\-  at'  ;  or,  a  et  b  étant 
des  nombres  premiers,  il  ne  pourra  y  avoir  au  plus  que  n  valeurs  de  t  et 
autant  de  t';  donc,  combinant  ensemble  chacune  des  valeurs  de  t' ,  il  ne 
pourra  résulter  au  plus  que  nn  valeurs  différentes  de  t  +  at';  donc,  etc. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  les  valeurs  de  6  moindres  que  — 
ne  pourront  être  qu'au  nombre  de  nnn,  ou  de  n',  lorsque  A  sera  le  pro- 
duit de  trois  nombres  premiers  a,  b,  c,  et  ainsi  de  suite. 

Lemme  II. 

11.  Si  l'on  a  une  équation  quelconque  déterminée  qui  ait  une  ou  plu- 
sieurs racines  réelles ,  on  peut  toujours,  par  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  dans  notre  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques ,  exprimer  chacune  de  ses  racines  positives  par  une  fraction  conti- 
nue, et  déduire  de  là  une  suite  de  fractions  convergentes  vers  la  même 
racine,  mais  alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  cette  racine; 
ensuite,  si  l'on  insère  encore  entre  ces  fractions  principales  autant  de  frac- 
tions secondaires  qu'il  est  possible,  et  qu'on  range  dans  deux  classes  sépa- 
rées les  fractions  plus  grandes  et  les  fractions  plus  petites  que  la  racine 
cherchée ,  on  aura  deux  séries  de  fractions  convergentes  vers  cette  même 
racine ,  et  dont  l'une  commencera  par  -  et  ne  sera  composée  que  de  frac- 
tions plus  petites  que  la  racine  dont  il  s'agit,  et  dont  l'autre  commencera 
par  -  et  sera  composée  de  fractions  plus  grandes  que  la  même  racine. 

Quant  aux  racines  négatives,  il  n'y  aura  qu'à  les  rendre  d'abord  posi- 
tives en  changeant  dans  l'équation  l'inconnue  x  en  —  x. 

Soit  a  une  des  racines  positives  de  l'équation  donnée,  on  trouvera  la 
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fraction  continue 

«  =  A,  H 

X,- 


h_+. 


>,,,  Xj,  X3,...  étant  des  nombres  entiers  positifs;  or,  ces  nombres  étant 
ainsi  connus,  on  fera 

/,  =  X„  L,  =  1, 

/j  =  X3 /j -+- /, ,     L3=X3L2-f-L,, 
/,  ^lj,  +  U,    U  =  X.  L3  +  L„ 


et  l'on  aura  cette  suite  de  fractions  principales  convergentes  vers  a,  et 
alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  a, 

.„.  O         l  l,  l,  h  h 

I        O        L|        Lî        L3        L4 

que  nous  désignerons  par  (C). 

De  plus,  on  substituera  successivement,  dans  les  expressions  de  /,,  L,, 
I2,  L,,...,  à  la  place  des  nombres  X,,  1^,...,  tous  les  nombres  entiers 
positifs  moindres  que  ceux-ci;  et  faisant,  pour  abréger, 


/,  =x„ 

L,    =1, 

l'-'=l.  +  l, 

L?'  =  L„ 

l[-'  =  2l,  +  l. 

L^^aL,, 

/î'=3/,  +  i, 

Lf'  =  3L„ 

/(^-)=>„;,  +  ,  =  z„ 

lS,''^=.hU  =  L.. 

/i"  =  4+/„ 

L'^'=.L,+  L„ 

lf'>^2l..  +  l„ 

L<,'^  =  2L,  +  L„ 

zr  =  34+A, 

Lf'  =  3L,+  L„ 

l[^'^  =l,l,+  ll,=:  k,       L\^'^  =  ^3  L,  +  L,  =  L3 
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l'f  =  k  -f-  /,,  L'3'  =  L3  +  U, 


l[''^  =  }.,  4  -(-  4  =  /3,       L^^''  =  X,  L3  +  L,  ; 


on  aura  ces  deux  séries  de  fractions  convergentes  vers  a, 

0_|_23  _^jf^_Zf_  ^^_Ç^_C 

(D)      ^,    ^,    j'    j'---'    L^'    m)'    ^2)'    L^'---'    ^'    j^^V    l';''    Lf'"" 

F     L     lïl     lïL     lïL  l^     iZ     lï_     lïl  l^     ^     t^     j^ 

dont  la  première,  que  je  désignerai  par  (D),  est  composée  de  fractions 
croissantes  et  toutes  plus  petites  que  a,  et  dont  la  seconde,  que  je  dési- 
gnerai par  (E),  est  composée  de  fractions  décroissantes  et  toutes  plus 
grandes  que  a. 

12.  Corollaire  I.  —  Il  est  facile  de  voir  que  les  numérateurs  et  les 
dénominateurs  des  fractions  de  chacune  des  trois  séries  (Cj,  (Dj,  (E) 
vont  continuellement  en  augmentant. 

13.  Corollaire  II.  —  Si  —-■>  t^^^  sont  deux  fractions  consécutives  de 
la  série  (Cj,  on  aura 

p-ht       p  p-H     p 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  l'exposant  [j  es!  impair,  c'est-à- 


dire  où  la  fraction  -^  est  plus  petite  que  a,  et  le  signe  inférieur  pour  le 


cas  opposé;  d'où  il  s'ensuit  : 

i"  Que  chaque  fraction  j^  est  déjà  réduite  à  ses  moindres  termes;  car 
''p 
autrementil  faudrait  que  l'unité  fût  divisihie  pai-  la  plus  grande  commune 

mesure  de  L  et  L^; 
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■2"  Qu'il  est  impossible  qu'entre  les  deux  fractions  -^,  t~^'  i'  puisse 
tomber  une  autre  fraction  rationnelle  quelconque  dont  le  dénominateur 

soit  moindre  que  L^,-^,;  car  soit,  s'il  est  possible,  yî  cette  fraction,  et  il 
faudra  que  l'on  ait,  ou 


lorsque  rj  est  pair,  ou 


^n  H   ^  L„ 

P  P 


H       L^^L,^,       L, 


loi'sque  p  est  impair,  c'est-à-dire,  dans  le  premier  cas, 

'.H-L,/.<j^(/,L^^,-L^/^^^,)<r^ 


L   /(-/  H<— !^  (/  _^  L   -L  ^,/  1<     ^ 


et  dans  le  second, 

"  -p  "  ^  L^_^,  ^  >  +  '  "p  "'  "^P^'  "p)  ^  L 

ce  qui  ne  se  peut,  à  cause  que  /^H  — Lp/idans  le  premier  cas,  elLJi  —  lpE 

_\ 
L, 


dans  le  second,  est  nécessairement  un  nombre  entier  positif,  et  que 

■"p  ■ 


est  toujours  une  fraction  (hypothèse); 

3"  Que  comme  la  racine  a  tombe  entre  les  deux  fractions  ^A,  r~^' 

mais  plus  près  de  —^  que  de  ^,  toute  fraction,  comme  ^i  qui  aura 
un  dénominateur  H  moindre  que  Lp_,_,,  approchera  toujours  moins  de  la 
racine  a  que  la  fraction  J'"^'  ■,  et  même  moins  que  la  fraction  j^  si  cette 
fraction  est  du  même  côté  de  a  que  la  fraction  ^,  c'est-à-dire  si  l'une  et 
l'autre  sont  en  même  temps  plus  grandes  ou  plus  petites  que  a. 

14.  Corollaire  III.  —  Si  ^r'  ^r  désignent  deux  fractions  consécutives 


INDÉTERMINÉS  EN  NOMBRES  ENTIERS.  673 

quelconques  de  la  série  (D)  ou  (E),  on  aura  en  général,  par  les  formules 
du  Lemme  précédent, 

e  =  /^-4-m/p^,,  E=:Lp  +  mLp_^,, 

/^/^  +  (,„  +  ,)/^^„     F  =  L^  +  (m  +  .)^^„ 

l'exposant  p  étant  toujours  impair  dans  la  série  (D),  où  les  fractions  sont 
moindres  que  a,  et  toujours  pair  dans  la  série  (E),  où  elles  sont  plus 
grandes  que  a. 

Ainsi  l'on  aura  dans  la  série  (D) 

/E-Fe  =  i, 


et  dans  la  série  (E  ] 


/E-Fe=-i, 


d'où  il  est  aisé  de  conclure,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du 
Corollaire  précédent  : 

i*^  Que  toutes  les  fractions,  tant  de  la  série  (D)  que  de  la  série  (E), 
seront  aussi  réduites  à  leurs  moindres  terines; 

2°  Qu'il  n'y  a  aucune  fraction  rationnelle  qui,  ayant  un  dénominateur 

f    l     ^ 
moindre  que  F,  puisse  tomber,  soit  entre  les  fractions  pr?  f^^^'  soit  entre 

celles-ci  pr'  pr; 

3"  Que,  comme  les  fractions  ^i  y^^^ti  sont  toujours  l'une  plus  grande 
*     >+■ 

f     e 
et  l'autre  plus  petite  que  a,  et  que  les  fractions  p-i  ^  sont  toutes  deux 

ou  plus  grandes  ou  plus  petites  que  a,  toute  fraction  rationnelle  qui 
aura  un  dénominateur  moindre  que  F,  et  qui  tombera  du  même  côté  de  a 

que  les  fractions  ^i  —■>  sera  nécessairement  moins  approchante  de  a 

que  la  fraction  ^  ■ 

II.  85 
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15.  ScoLiE.  —  Si  la  racine  a  est  incommensurable,  la  fraction  conti- 
nue ira  à  l'infini,  et  par  conséquent  les  séries  (C),  (D),  (E)  iront  aussi  à 
l'infini;  mais,  si  la  racine  a  est  rationnelle,  alors  la  fraction  continue 
sera  terminée,  et  la  suite  des  Ïv-Atûon?:  principales  (C)  le  sera  aussi,  de 
sorte  que  la  dernière  de  ces  fractions  sera  égale  à  la  valeur  même  de  la 
racine  a;  or,  ce  cas  a  lieu  lorsque  quelqu'un  desdénominateurs/.j,  Xg,... 
devient  infini  (n°  21  du  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques); supposons  donc  en  général  que  l'on  ait  trouvé  X^.  =  oo  ,  en  sorte 
que  le  dénominateur  précédent  X,,  —  ,  soit  la  racine  exacte  de  la  transfor- 
mée d'où  il  dépend,  et  la  fraction  ^''~'  sera  la  dernière  de  la  suite  des 

îviAC\\o\\& jmncipales  (C),  de  sorte  que  cette  même  fraction  sera  égale  a  la 
racine  a;  or,  il  est  facile  de  voir  que,  si  /Jt  —  i  est  un  nombre  impair,  la 

fraction    '"~'  se  trouvera  dans  la  série  (D),  et  sera  par  conséquent  la 

dernière  de  cette  série,  et  qu'à  cause  de  )y,  =  oo  la  série  (E)  ira  néces- 
sairement à  l'infini;  vice  versa,  si  p.  —  i  est  pair,  la  série  (E)  se  terminera 

dans  la  fraction    ■""'  et  la  série  (D)  ira  à  l'infini;  de  sorte  que  des  deux 

séries  (D)  et  (E)  il  y  en  aura  toujours  une  qui  ira  à  l'infini  et  l'autre  qui 

se  terminera  dans  la  fraction  ,'"~'  -,  or,  on  peut  aussi  faire  en  sorte  ([ue 

celle-ci  aille  à  l'infini;  pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  diminuer  le  nombre 
X„_,  d'une  unité,  ensuite  faire  >y  =  i  et  )._^t-H,  =  oo  ;  car  il  est  visible  que 


est  la  même  cbose  que 


par  ce  moyen,  la  fraction  continue  sera  augmentée  d'un  terme,  de  sorte 

ht 
L, 


que  la  dernière  des  fractions  principales  sera  —-•  Ainsi,  si  l'exposant  de 
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la  dernière  fraction  est  pair,  il  deviendra  impair,  et  vice  versa;  d'où  il 
suit  que  par  ce  moyen  celle  des  deux  suites  (D)  et  (E)  qui  était  termi- 
née deviendra  nécessairement  infinie.  Il  semble  qu'il  pourrait  y  avoir 
quelque  difficulté  dans  le  cas  où  >./,_,  serait  égal  à  l'unité;  mais  dans  ce 
cas  il  arrivera  que  deux  termes  de  la  fraction  continue  disparaîtront  en 
même  temps,  de  sorte  que  le  nombre  des  termes  continuera  à  être  pair 
ou  impair,  comme  si  ).^_,  —  i  n'était  pas  nul;  en  effet,  si  l'on  considère 
la  fraction  continue 


1      ,         ' 

I 

I 

et  qu'on  suppose  que  À,;—,  —  i  =  o,  elle  deviendra 


de  sorte  qu'au  lieu  qu'il  y  avait  quatre  dénominateurs  il  n'y  en  aura 
plus  que  deux.  Au  reste,  il  est  facile  de  se  convaincre  avec  un  peu  de 
réflexion  cjue,  lorsque  la  fraction  continue  est  terminée,  le  dernier  déno- 
minateur )y_,  sera  toujours  différent  de  l'unité. 

De  là  nous  pouvons  conclure  que  les  deux  suites  de  fractions  (D)  et 

(E)  peuvent  toujours  être  supposées  aller  à  l'infini,  de  sorte  que  tant  les 
numérateurs  que  les  dénominateurs  de  ces  fractions  formeront  des  suites 
dénombres  commençant  par  o  ou  par  i,  et  allant  en  augmentant  à  l'infini. 

Problème  II. 

16.   On  propose  de  trouver  tous  les  nombres  entiers  u  et  y  qui  peuvent 
satisfaire  à  l'équation 

(F)  Pm"  +  Qi<"-' j-  +  Rj«"^^j-^ -4- . . .  +  Vj"=  1, 

que  nous  désignerons  par  (F),  et  dans  laquelle  nous  supposons  que  P,  Q, 
R, . . . ,  V  soient  des  nombres  entiers  donnés. 

85. 
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1!  est  d'abord  évident  que  l'équation  ne  saurait  subsister  dans  l'hypo- 
llièse  que  u  et  j  soient  entiers,  si  les  nombres  donnés  P,  Q,  R,...  avaient 
un  commun  diviseur  autre  que  l'unité;  car  alors,  le  premier  membre 
étant  tout  divisible  par  ce  commun  diviseur,  il  faudrait  que  le  second  le 
tut  aussi,  ce  qui  ne  se  peut. 

Par  la  même  raison,  on  voit  aussi  que  les  nombres  u  et  y  doivent  être 
premiers  entre  eux;  autrement  tout  le  premier  membre  de  l'équation 
serait  divisible  par  leur  plus  grande  commune  mesure,  élevée  à  la  puis- 
sance n,  et  par  conséquent  il  ne  saurait  être  égal  à  l'unité. 

Cela  posé,  soient  donc  «  et  j  deux  nombres  entiers  premiers  entre 
eux  qui  satisfassent  à  l'équation  (F);  divisant  cette  équation  par  y"  et 

faisant x=  —,  on  aura  celle-ci 

T 

(G)  ç  X"  +  qx"-' -+-  Rx"-^  +  ...-(- V=  —, 

r" 

que  nous  désignerons  par  (G). 

Donc,  si  l'on  considère  en  général  l'équation  à  deux  variables 

(H)  ?x"+(ix"-'  +  Kx"--  +  ...+  y  =  z, 

que  nous  désignerons  par  (H)  et  qui  représente,  comme  on  voit,  une 
courbe  parabolique  dont  ce  est  l'abscisse  et  z  l'ordonnée,  il  faudra  qu'en 

faisant  a?  =  —  on  ait  z.  =  — ,  c'est-à-dire  qu'à  l'abscisse  —  il  réponde  une 

r  T"  ^  r 

ordonnée  égale  à  — •  Or,  si  cette  ordonnée  n'est  pas  un  minimum,  il  est 

visible  que  d'un  côté  ou  de  l'autre  la  courbe  ira  nécessairement  s'appro- 
cbant  de  l'axe  jusqu'à  ce  qu'elle  parvienne  à  un  point  d'intersection  avec 
l'axe,  ou  de  minimum;  soit  donc  a  l'abscisse  qui  répondra  à  ce  point,  et 
toutes  les  ordonnées  qui  répondront  à  des  abscisses  comprises  entre  ces 

deux-ci  —  et  a,  auront  nécessairement  des  valeurs  moindres  que  —  et 
de  même  signe  que  —,  c'est-à-dire  des  valeurs  qui  tomberont  entre  o 
et  — ;  de  sorte  que,  lorsque  z  aura  une  valeur  plus  grande  que  — »  ou 
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de  signe  différent,  c'est-à-dire  une  valeur  qui  ne  tombe  pas  entre  — 
et  o,  on  sera  sûr  que  l'abscisse  correspondante  x  ne  pourra  pas  tomber 
entre  —  et  a. 

r 

Maintenant,  comme  la  supposition  de  x  =  a  doit  répondre  à  ;  =  o  ou 
à  s  égal  à  un  minimum,  il  est  clair  que  a  ne  pourra  être  qu'une  des  ra- 
cines de  l'équation  z  =  o,  savoir 

Px"  -+-  Qx'—'  -+-  Rx"-'  +  .  .  .  -1-  V  =  o, 
OU  de  l'équation  -^  =  o,  savoir 

Il P x"-'  +  ( «  —  I ) Q x"-^  -h  {n  —  2 )  R x"-^  +  ...:=  o, 

de  sorte  qu'on  pourra  trouver  toutes  les  valeurs  de  a. 

Je  suppose  ici  que  la  racine  a  soit  positive;  si  elle  était  négative,  on 
commencerait  par  la  rendre  positive  en  changeant  les  signes  des  termes 
qui  renfermeraient  des  puissances  impaires  de  x;  et  pour  cela  il  n'y  au- 
rait qu'à  mettre,  dans  l'équation  proposée  (F),  —  m  à  la  place  de  u, 
c'est-à-dire  prendre  u  avec  un  signe  contraire. 

On  pourra  donc  trouver,  par  le  Lemme  précédent,  deux  suites  infinies 
de  fractions  telles  que  (D)  et  fE)  qui  convergent  vers  a,  et  qui  aient  les 

propriétés  que  nous  avons  exposées;  or,  je  dis  que  la  fraction  —  sera 
nécessairement  une  de  ces  mêmes  fractions. 

Je  vais  démontrer  d'abord  que  la  fraction  —  doit  être  de  même  sii^ne 
que  la  racine  a.  Comme  cette  racine  est  positive  (hypothèse),  si  la  frac- 
tion —  est  négative,  il  est  clair  que  la  fraction  -  approchera  plus  de  la 

racine  a  que  ne  fera  la  fraction  —  ;  donc,  puisque  -  tombe  entre  —  et  a, 

si  dans  l'équation  (H)  on  fait  x  =  -,  il  faudra  que  la  valeur  correspon- 
dante de  s  tombe  entre  —  et  o;  mais,  en  faisant  a:  =  o,  on  a  s  =  V;  donc, 

r 
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puisque  V  est  un  nombre  entier  (hypothèse),  il  est  impossible  qu'il 
puisse  tomber  entre  o  et  — ;  donc,  etc. 

.le  démontrerai  maintenant  que  la  fraction  —  doit  être  une  de  celles  de 

la  série  (D)  ou  (Ej.  Comme  la  fraction  —  peut  être  plus  petite  ou  plus 

grande  que  la  racine  a,  supposons  d'abord  le  premier  cas,  en  sorte  que 

l'on  ait  —  <  «;  et  je  dis  que  —  sera  nécessairement  une  des  fractions  de 

la  série  fD).  Pour  cela  nous  remarquerons  que,  comme  cette  série  va  à 
l'intini,  et  que  les  dénominateurs  des  fractions  vont  en  augmentant,  il 
faudra  nécessairement  que  le  dénominateur  y  coïncide  avec  quelqu'un 
des  dénominateurs  des  mêmes  fractions,  ou  bien  qu'il  tombe  entre  deux 

dénominateurs  consécutifs.  Soient  7-7  ^  deux  fractions  consécutives  de 

L     M 

la  série  (D),  et  que  le  nombre  y  tombe,  s'il  est  possible,  entre  les  deux 

nombres  L  et  M;  substituant  dans  l'équation  (H),  à  la  place  de  x,  les 

fractions  —5  p?  il  est  clair  que  la  première  de  ces  substitutions  donnera 
(hypothèse)  s  =  —5  et  que  la  seconde  donnera  r  =  j-,  où  l'on  aura 
a:  =  P/"+ Q/"-'L+R/"-=L=  +  ..., 

de  sorte  que  a  sera  nécessairement  un  nombre  entier.  Donc ,  a  cause 
que  j  est  plus  grafid  que  L,  la  quantité  p  tombera  nécessairement  hors 

de  ces  limites  o,  — ;  donc»aussi  -r  tombera  hors  des  limites  a  et  — ; 
r"  L  .)• 

donc,  puisque  -r-  et  —  sont  l'une  et  l'autre   moindres  que  a  (hypo- 
thèse), il  faudra  nécessairement  que  —  tombe  entre  -r   et  a.  Mais,  à 
'  J'  '  L 

cause  que  M  est  plus  grand  que  r,  la  fraction  —  approchera  plus  de  a 

que  la  fraction  —  (14),  de  sorte  que  irr  tombera  nécessairement  entre  - 

"  X  ^      '  ^       M  _r 

et  a.  Donc  il  faudra  que  —  tombe  entre  les  deux  fractions  -r  et  ^rj-)  ce 
^       j'  L        M 
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qui  ne  se  peut  (numéro  cité).  Donc  il  est  impossible  que  le  nombre  j 
puisse  tomber  enti-e  deux  dénominateurs  consécutifs  L  et  M;  il  faudra 
donc  que  ce  nombre  soit  égal  à  quelqu'un  des  mêmes  dénominateurs; 

soit  y=±L,  je  dis  qu'on  aura  nécessairement  —  =  -p-  En  effet,  nous 

avons  déjà  vu  qu'il  implique  contradiction  que  la  quantité  -r-;;  tombe 

hors  des  limites  o  et  —  ;  mais,  à  cause  que  u  est  un  nombre  entier,  il  est 

clair  que  j^  ne  saurait  jamais  tomber  entre  ces  mênies  limites  tant  (|ue 
7  =  ±  L;  donc  il  faudra  nécessairement  qu'on  ait 

jr"  —  L"' 

donc  la  valeur  de  s  qui  répond  à  a;  =  —  sera  égale  à  celle  qui  répond 

à  a?=:  y  dans  l'équation  (H);  donc  les  deux  valeurs  de  x  seront  égales 

aussi;  donc 

u       l 

Donc,  si  la  fraction  —  est  plus  petite  que  la  racine  a,  il  est  démontré 

qu'elle  ne  peut  être  qu'une  de  celles  de  la  série  (D).  On  démontrera  de 
la  même  manière  que,  lorsque  cette  fraction  sera  plus  grande  que  la 
racine  a,  elle  sera  nécessairement  une  de  celles  de  la  série  (E);  donc  la 

fraction  —  sera  nécessairement  une  de  celles  des  séries  (D),  (E),'à  moins 

qu'elle  ne  soit  égale  à  a,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans  le  cas  où  a  est 
la  racine  de  l'équation 

dz  =  o; 


car,  dans  le  cas  où  a  est  racine  de  l'équation  :;  =  o,  il  est  clair  que 
si  —  =a,  Je  second  membre  de  l'équatio 
nul,  au  lieu  qu'il  doit  être  égal  à  l'unité. 


si  —  =a,  Je  second  membre  de  l'équation  proposée  (F)  deviendrait 
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Donc,  puisqu'on  doit  avoir  nécessairement 

^  —  L 

Y  étant  (11)  une  des  fractions  des  séries  (D),  (E),  et  que  tant  u  et  y 
que  /et  L  sont  premiers  entre  eux,  il  s'ensuit  qu'on  aura  en  général 

les  signes  ambigus  de  /  et  L  étant  à  volonté,  pourvu  qu'on  prenne  à  la 
fois  les  deux  supérieurs  ou  les  deux  inférieurs. 

Or,  comme  a  doit  être  une  des  racines  de  l'équation 


ou  une  de  celles  de  l'équation 


dx 


qui  répondent  à  un  minimum,  il  faudra  chercher  toutes  ces  racines,  dont 
chacune  fournira  deux  suites  infinies  de  fractions  telles  que  (Dj  et  (E), 
et  l'on  aura  par  là  tous  les  nombres  entiers  qui  pourront  être  admis 
pour  u  et  y\  de  sorte  qu'il  ne  restera  plus  qu'à  les  essayer  successive- 
ment pour  trouver  ceux  qui  peuvent  satisfaire  en  effet  à  l.'équation  pro- 
posée (F).  Si  l'on  trouve  des  racines  négatives,  on  les  changera  d'abord 
en  positives,  en  changeant  les  signes  des  termes  où  il  y  aura  des  puis- 
sances impaires  de  x\  ensuite  on  prendra  u  avec  un  signe  contraire. 

17.   Corollaire  I.  —  Lorsque  a  est  une  des  racines  de  l'équation 


on  peut  trouver  les  valeurs  de  u  et  de  y  par  la  même  opération  qui  sert 
à  trouver  la  fraction  continue  qui  exprime  la  racine  a.  En  effet,  nous 
avons  vu  que,  pour  trouver  cette  fraction,  il  faut  d'abord  chercher  le 
nombre  entier  positif  X,  qui  est  immédiatement  moindre  que  la  racine  a. 
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que  nous  supposons  positive;  ensuite  on  fait 

X, 

et,  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  z,  on  a,  après  avoir  mul- 
tiplié tout  par  aj'j  et  ordonné  les  termes,  une  nouvelle  équation  en  a;,, 

que  nous  désignerons  par 

z,  =  o, 

en  sorte  que  s,  soit  égal  au  premier  membre  de  cette  équation;  on  cher- 
chera donc  de  nouveau  le  nombre  entier  positif  qui  sera  immédiatement 
moindre  que  la  racine  de  l'équation 


et,  nommant  ce  nombre  >;,,  on  fera 

Xt—\-\ , 

x^ 

ce  qui,  étant  substitué  dans  =,,  donnera,  après  la  multiplication  par  x%, 
une  troisième  équation 

Z-i  =  o, 

dont  x^  sera  l'inconnue,  et  sur  laquelle  on  opérera  comme  sur  les  pré- 
cédentes, et  ainsi  de  suite.  Tel  est  le  procédé  nécessaire  pour  réduire  la 
racine  a  en  fraction  continue;  or,  considérons  en  général  une  quel- 
conque des  équations  transformées 

■     z,  =;  o,       ^2  ;=  O, .  .  .  , 

dont  le  quantième  soit  p,  en  sorte  que  cette  équation  soit  Zp  =  o,  et  que 
l'inconnue  de  cette  équation  soit  Xp-,  il  est  facile  de  voir,  par  ce  que 
nous  avonis  démontré  dans  les  Additions  au  Mémoire  sur  la  résolution  des 
équations  numériques  (n°'  31  et  68),  cjue,  pour  avoir  l'expression  de  Zp, 
il  n'y  aura  qu'à  mettre,  dans  l'expression  de  z. 
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à  la  place  de  x,  et  faire  disparaître  les  dénominateurs  en  multipliant 
tous  les  termes  par  [LpXp+hp-i]";  or  si  l'on  nomme  'Ç,  le  premier 
membre  de  l'équation  proposée  (F),  il  est  visible  que  la  valeur  de  z^  ne 
sera  autre  cbose  que  l'expression  de  Ç,  en  y  mettant  lpXp-\-lp—,  à  la 
place  de  u,  et  LpXp-hLp^,  à  la  place  de  j;  d'ailleurs  on  voit,  par  les 
formules  du  Lemme,  qu'en  faisant  successivement 

x^=i,2,  3,...,  Ap^,, 
la  quantité  lpXp+  Ip—,  devient 

p    '        p    '        p    '  '        p  pH-1' 

et  que  la  quantité  LpXp  -+-  Lp_,  devient  pareillement 

p         p         p  '      p  p+' 

d'où,  et  de  ce  qui  a  été  démontré  plus  baut  (Problème  précédent),  je 
fcionclus  que,  pour  trouver  les  valeurs  entières  de  u  et  de  r  qui  peuvent 
satisfaire  à  l'équation  (F),  c'est-à-dire  Ç=  i,  en  tant  que  ces  valeurs 
dépendent  de  la  racine  a  de  l'équation  s  =  o,  il  n'y  aura  qu'à  faire  suc- 
cessivement, dans  chaque  équation  transformée,  telle  que  Zp  =  o,  l'in- 
connue 07^  =  1,  2,  3,...  jusqu'à  Ip-i.,  i'^p-hi  étant  le  nombre  entier  qui 
est  immédiatement  moindre  que  la  vraie  racine  de  cette  équation),  et  si 
l'équation  'Ç=  i  est  résoluble,  il  faudra  que  quelqu'une  de  ces  supposi- 
tions donne  Zp  =  i  lorsque  l'exposant  n  de  la  fonction  Ç  est  pair,  et 
Zp=  I  OU  —  I  lorsque  n  est  impair. 
Soient  en  général,  pour  abréger, 

/  =  x^/^  4- /^_i,     L  =  x,J-   +  L       , 

en  donnant  à  Xp  la  valeur  qui  rend  Zp  =  i  quand  n  est  pair,  et  Zp—  ±:  ] 
quand  n  est  impair;  et  l'on  aura 

où  il  faul  remarquer,  par  rapport  aux  signes,  que  si  n  est  pair,  on  peut 
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prendre  indifféremment  les  supérieurs  ou  les  inférieurs;  mais  si  n  est 
impair,  alors  il  faut  les  prendre  comme  dans  l'équation 


p 


18.  CoROLLAiRK  II.  —  Si  l'équation 


a  toutes  ses  racines  réelles,  je  dis  :  i"  que  les  racines  a  ne  pourront  être 
que  les  racines  mêmes  de  cette  équation;  2"  que  les  nombres  /  et  L  seront 
nécessairement  les  termes  de  quelqu'une  des  fractions  principales  (C) 
convergentes  vers  a,  et  jamais  des  fractions  secondaires. 
Car  on  ne  doit  prendre  pour  a  que  les  racines  de  l'équation 


ou  celles  de  l'équation 

dz 


o, 


qui  répondent  à  des  minimums  (Problème  précédent);  or  je  vais  prouver 
que,  lorsque  l'équation 

Zz=  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  il  est  impossible  que  z  devienne  un  mini- 
mum; en  effet,  pour  que  2  devienne  un  minimum,  il  faut  qu'on  ait 

dz 
dx 

d-z 
et  que  la  valeur  de  -j-r  soit  de  même  signe  que  celle  de  z,  c'est-à-dire 

que  -  -T-4  soit  une  quantité  positive. 

Or,  nommant  a,  /3,  y,...  les  racines  de  l'équation 

2  =  0, 
on  aura,  comme  on  sait, 

z=-'9{x  —  ix)(x  —  Ç>){x  —  y). . .; 

86. 
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prenant  les  logarithmes  et  différentiant,  on  aura 

j  dz  1  1  i 


z  dx       X  —  3c        X  —  ^        X  —  y 
(litrérentiant  une  seconde  fois  et  changeant  les  signes,  il  viendra 
I   dz-        I  d-z  I  I  1 


z''  dx-        z  dx-        {x  —  a)-        [x — !3)-         {x — y)^ 

dz 


Donc,  s'il  V  avait  un  minimum,  il  faudrait  que  -7^  fût  éaral  à  o,  et 

1        dx  ^ 

-  -r^  >  o,  et  par  conséquent  que  le  premier  membre  de  l'équation  pré- 
cédente devint  négatif,  ce  qui  ne  se  peut  tant  que  y.,  jî,  7,...  sont  des 
quantités  réelles;  donc,  etc. 

Or,  puisque  l'équation 

3  ^  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  il  est  clair  que  chacune  des  équations  trans- 
formées, comme  Zr^=^o,  aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles:  car,  à 
cause  de 


Lp^p-HL,_, 
fl7  .  on  aura  x.^,  c'est-à-dire  l'inconnue  de  l'équation 


éa;ale  à 


xL.—  l. 


donc  la  quantité  ;-  ne  pourra  jamais  devenir  un  minimum:  donc,  si 
l'équation 

n'a  qu'une  seule  racine  positive  égale  à/>,  et  qu'on  fasse  successivement 
375  =  0,  I,  2,...  jusqu'à  )v5^,  ().p-^i  étant  le  nombre  entier  qui  est  immé- 
diatement moindre  que/?),  il  est  clair  que  la  valeur  de  Zr,  doit  ou  aller  en 
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diminuant,  ou  bien  augmenter  d'abord  et  diminuer  ensuite;  d'où  il  s'en- 
suit que  la  plus  petite  valeur  de  Zp  répondra  nécessairement  onk  Xp  =  o 
0UAXp  =  Xp^_,;  si  l'équation 

a  plusieurs  racines  positives^,  q,  r,...,  il  faudra  prendre  successivement 
pour  Xp_,_,  les  nombres  entiers  qui  sont  immédiatement  moindres  que  cha- 
cune de  ces  racines  (n°  19,  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numé- 
riques), et  l'on  en  conclura  de  même  que  la  plus  petite  valeur  de  Zp  sera 
nécessairement  une  de  celles  qui  répondent  à 

P  P  p-M' 

or,  la  valeur  de  Zp  étant  toujours  égale  à  un  nombre  entier  lorsque  x-p  est 
un  nombre  entier,  il  est  clair  qu'elle  ne  pourra  devenir  égale  à  ±i,  à 
moins  qu'elle  ne  devienne  la  plus  petite  possible;  donc  on  aura  néces- 
sairement dans  ce  cas  Xp  =  o  ou  a!p^=  }.p+.,;  ce  qui  donnera  ou 

p— 1'  p— 1' 

ou 

p-t-l    p  p  — 1  p-l-l'  p-l-l       p  p  — I  p-HI' 

de  sorte  que  les  nombres  /  et  L  ne  pourront  être  que  des  termes  des  sé- 
ries /,,  L,  4,...  et  L|,  Lo,  Lj,...;  donc,  etc.  (11). 
Maintenant,  si  l'on  suppose  en  général 

il  est  facile  de  voir,  par  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  Corollaire  précé- 
dent, que  l'on  aura 

p       p     ^  p     p       p     p  p' 

de  sorte  que  la  valeur  du  coefficient  Pp  sera  égale  à  ce  que  devient  la 
quantité  Ç,  en  y  mettant  Ip  à  la  place  de  u,  et  Lp  à  la  place  de  y. 
De  là  il  est  aisé  de  conclure  que,  pour  résoudre  l'équation 
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dans  le  cas  du  présent  Corollaire,  il  n'y  aura  qu'à  faire  attention  au  coef- 
ficient du  premier  terme  de  chaque  équation  transformée 


et  si  la  proposée  Ç  =  i  est  résoluble,  on  trouvera  nécessairement,  dans 
quelqu'une  de  ces  équations  transformées  comme  Zp  =  o,  le  premier 
coefficient  P^  —  i  quand  n  est  pair,  ou  =±i  quand  n  est  impair;  alors 
on  aura 

les  signes  ambigus  étant  à  volonté  lorsque  n  est  pair;  mais  ils  doivent 
répondre  à  ceux  de  l'équation 

lorsque  n  est  impair,  comme  dans  le  Corollaire  précédent. 

19.  Corollaire  III.  —  Au  reste,  quelles  que  soient  les  racines  de 
l'équation  z  =  o,  je  dis  qu'on  parviendra  toujours  nécessairement  à  une 
transformée  telle  que  Zp--=o,  dans  laquelle  la  quantité  Zp  n'aura  aucun 
minimum  du  côté  des  Xp  positives,  et  que  la  même  chose  aura  lieu  pour 
toutes  les  transformées  suivantes 


de  sorte  que,  quand  on  sera  arrivé  à  une  telle  transformée,  alors~on  sera 
dans  le  cas  du  Corollaire  précédent,  et  la  résolubilité  de  l'équation 

ne  dépendra  plus  que  du  coefficient  du  premier  terme  de  chaque  trans- 
formée. 

Pour  pouvoir  démontrer  cette  proposition,  il  faut  commencer  par  dé- 
montrer celle-ci,  savoir,  que  lorsque,  dans  une  équation  quelconque, 
comme  z  =  o,  il  y  a  des  racines  réelles 

ce,  (3,  y,... 
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et  des  racines  imaginaires 

y.  +  V  y/—  I  ,       [J.  —  V  y/ —  I,      ro  +  O-y'  —  I,      ET  —  ffy/— I,..., 

et  que  ces  dernières  sont  telles,  que  les  quantités  ;x,  w,...  sont  négatives, 
et  que 

p-^>  v^     nj^>  «7%  .  .  ., 

la  quantité  z  ne  peut  jamais  devenir  un  minimum  du  côté  des  .r  posi- 
tives. 
Car  on  aura  d'abord,  comme  dans  le  n"  18, 


dz^       1  d'z  I  I 

-h 


'■  dx'        z  d.r'        (x  —  a)-         [x — p]-        (-^  —  'lY 
1  I 


)U  bien,  en  réunissant  deux  à  deux  les  termes  imaginaires, 
\   dz-       i  d^z  I  I  I 


z'  dx'^       z  dx'^        (x—a)-        (x  —  Pf    '    (x  —  yf 
(x  —  ij.f  —  v- 


(x^  —  "y-yx  -+-  y.'  -+-  v-y  {x-  —  lUSX  -h  7S''  -i-  ij-  f 

Or  il  est  clair  que  si  [j.,  sr,...  sont  négatifs  et  tels  que  ,a->v-,  ?«->':;" , 

les  quantités 

(x  —  [j-Y  —  -n'^     [x  —  Tsf—  a-,.  .  . 

seront  toujours  positives  tant  que  x  sera  positif;  donc  le  second  membre 
de  l'équation  précédente  sera  aussi  tout  positif;  par  conséquent  il  sera 
impossible  que  z  devienne  un  minimum  (numéro  citéj. 

Cela  posé,  considérons  l'équation  primitive  ^  —  o,  et  supposons  que 
cette  équation  ait  des  racines  réelles  a,  jS,  y,...,  et  des  racines  imaginaii'es 
représentées  par  les  quantités 

(L/.  +  V  y/  —  I,      a  —  V  \l — I,      ro -1-  (T  y/ — I,      ro  —  T  y/  — I  ,. . .  ; 
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I    X    -\rl 

qu'on  mette,  dans  z,     ^   ^ — f —  à  la  place  de  x,  et,  multipliant  ensuite 

par  LpXp  -+-  Lp—,  élevé  à  la  puissance  n,  on  aura  l'expression  de  Zp  (17); 
d'où  il  est  aisé  de  voir  que  chaque  facteur  simple  et  réel  de  s,  comme 
X  —  (z,  donnera  dans  Zp  un  facteur  aussi  réel,  tel  que 

\  F  p)     P       p  —  '  p  —  '' 

et  que  chaque  facteur  double  à  racines  imaginaires,  tel  que  [x  —  p.)- -^  v- , 
donnera,  dans  Zp,  le  facteur  double 

k'-     p  '  PJ  P  P~'  '  P-~  '  J  ^         P        P  P  —  'J' 

lequel,  en  faisant,  pour  abréger, 

A={/p-f/.Lp)'  +  v-^L;, 

B  =  f/,-y-Lpj  (/,_,- f..L^_,;+v^LpL^_„ 

C  =  (/p_,-f.L^_,)^  +  v^L;_„ 


se  réduit  à  cette  forme 


Ax''  -+-  aBx   +  C. 


Or  ce  facteur  donne  ces  deux  racines 


-  B  +  v'B^  —  AC       —  B  -  V  B'  -  AC 

Â '      -A ■• 

où  je  remarque  : 

1°  Que  A  est  toujours  nécessairement  positif: 
2°  Que  B  sera  positif  lorsque  les  deux  quantités 

p      '     p  p— I      '     p-' 

seront  de  même  signe,  c'est-à-dire  lorsque  les  fractions  ^''^^^  et  ^  seront 

toutes  deux  plus  petites  ou  plus  grandes  que  /j.;  or,  comme  les  fractions 

p—'     _i 

p  —  '         r 

différence  devient  continuellement  plus  petite,  il  est  clair  que  lorsque  la 


P — L.  _£. —  convergent  constamment  vers  la  racine  a,  en  sorte  que  la 
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différence  entre  .'°~'  et  a  sera  devenue  plus  petite  que  celle  entre  p.  et«, 
alors  toutes  les  quantités 

seront  nécessairement  de  même  signe,  et  par  conséquent  la  quantité  B 

sera  toujours  positive;  or  la  différence  entre  la  fraction  /~'    et  a  est 

S-' 

moindre  que  y p -,  donc  la  condition  dont  il  s'agit  aura  sûrement  lieu 

p—'    p 
lorsque  la  quantité 


p— I    p 

sera  moindre  que  la  différence  entre  a  et  p..  Il  ne  pourrait  y  avoir  de  dif- 
ficulté que  lorsque  a  =  p.;  car  dans  ce  cas  les  quantités 

/p_,-/^.Lp_,     et     Ip- l^-Lp 

seront  toujours  nécessairement  de  signes  différents;  mais  alors  on  consi- 
dérera qu'on  a 


B  =  L  r 

0  '-•p 


[(}r'W-H 


de  sorte  que,  comme  la  différence  entre  -~ — -  et  a,  de  même  qu'entre 

p—' 

Y^  et  a,  va  continuellement  en  diminuant,  il  arrivera  nécessairement 

^p 

que  le  produit  de  ces  deux  différences  deviendra  moindre  que  v-,  et  alors 

il  le  sera  toujours  de  plus  en  plus;  de  sorte  que  la  quantité  B  se  trouvera 

aussi  positive;  c'est  ce  qui  arrivera  sûrement  lorsque  la  quantité 


p—'    p    p    p- 


sera  moindre  que  v^  De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  la  quantité  B, 

quand  elle  sera  devenue  une  fois  positive,  ira  nécessairement  en  aug- 

11.  87 
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menlant  parce  que  les  nombres 

/     ,,/,...,     et    L„    ,,  L„,. . . 
p— I'    p'  p—r     p' 

augmentent  continuellement. 

3°  Jeremarque  que  la  quantité  B-  —  AC  est  égale  à  —  v-;  car,  en  sub- 
stituant les  valeurs  de  A,  B,  C  et  effaçant  ce  qui  se  détruit,  on  trouve 
d'abord 

mais,  par  la  nature  des  fractions /?n'n«JDa/e*  J'~'  »  j--,  on  a  (13j 

p  —  <       p 

/L„     ,-/      ,L„  =  ±i; 
p    p-i        p—\    p 

donc  AC  —  B^  =  v^,  et  par  conséquent 


^W—  k.C  =  vsl—i, 

de  sorte  que  les  deux  racines  trouvées  ci-dessus  seront  imaginaires  et 
exprimées  par 

Or,  puisque  v  est  constant  et  que  B  doit  aller  en  augmentant,  il  est  visible 
qu'il  arrivera  nécessairement  que  B^  surpassera  v^,  et  alors  ces  deux  ra- 
cines imaginaires  auront  les  conditions  énoncées  plus  haut;  de  sorte 
que,  quand  toutes  les  racines  imaginaires  d'une  équation  transformée, 
comme  z^  =  o,  seront  dans  le  même  cas,  alors  Zp  ne  pourra  plus  devenir 
un  minimum,  ainsi  que  Sp-t-i,  Sp+2,---;  donc,  etc. 

20.  Corollaire  IV.  —  Nous  avons  supposé,  dans  les  Corollaires  pré- 
cédents, que  la  racine  a  était  une  des  racines  de  l'équation 
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considérons  maintenant  le  cas  où  elle  en  sera  une  de  celles  de  l'équation 

dz  

dx 

Pour  que  ce  cas  ait  lieu,  il  faut  que  cette  racine  réponde  à  z  égal  à  un 
minimum;  (Vest  de  quoi  l'on  pourra  s'assurer  aisément  en  examinant  si 

x^=a  rend  z  et  -r-j  de  même  signe;  si  -r-r  était  nul  en  même  temps 

que  -T-,  alors  il  faudrait,  comme  on  sait,  que  -j—^  le  fut  aussi,  et  la  con- 

d'' z 
dition  du  minimum  serait  que  z  et  -yr  fussent  de  même  signe,  et  ainsi 

de  suite. 

Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  que  la  racine  a  de  l'équation 

dz  

dx 

rend  z  égal  à  un  minimum,  et  soit  cette  valeur  de  z  égale  à  Z;  je  dis 
qu'on  ne  pourra  jamais  prendre  dans  l'équation  (F)  le  nombre  y  plus 

grand  que  ^;-=;  car  nous  avons  vu  (16]  qu'il  faut  qu'en  faisant  a;  =  —  on 

ait  z  =  —  •  Or  je  vais  prouver  que  —  ne  pourra  jamais  être  plus  petit 
que  Z.  En  effet,  supposons  qu'il  existe  une  valeur  de  m  et  de  j  telle,  que 
j;  =  —  rende  z  ^=  — ,  et,  comme  x  =  a  rend  z  éaal  à  un  minimum,  la 

r  T" 

valeur  de  s  ne  fera  que  diminuer  depuis  a;  =  —  jusqu'à  x  =^  a  (numéro 

citéj;  mais  on  a,  lorsque  x  =  a,  z  =^Z;  donc  il  faut  que  —  soit  plus 
grand  que  Z,  ou  au  moins  ne  soit  pas  moindre  que  Z;  donc  on  ne  saurait 
avoir  —  <  Z  ou  j"  >  y  j  et  de  là  y  >>  — =ï  abstraction  faite  des  signes 

de  Z  et  de  y. 

Donc,  puisqu'on  ne  peut  prendre  pour  les  nombres  m  et  j  que  les  nu- 
mérateurs et  les  dénominateurs  des  fractions  des  séries  (D)  ou  (E)  con- 

87. 
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vergentes  vers  la  racine  a  (numéro  cité),  il  suffira  d'essayer  dans  l'équa- 
tion (F),  pour  u  et  y,  les  termes  des  fractions  dont  les  dénominateurs  ne 

surpasseront  pas  le  nombre  -^^  de  sorte  que  dans  ce  cas  le  nombre  des 

essais  à  faire  sera  toujours  limité,  au  lieu  qu'il  peut  être  infini  dans  le  cas 
où  a  est  une  racine  de  l'équation 


comme  nous  l'avons  vu  plus  haut. 

De  là  on  voit  aussi  que  les  racines  de  l'équation 

dz  

dx 

ue  peuvent  jamais  fournir  qu'un  nombre  de  solutions  limité;  tandis  que 

les  racines  de  l'équation 

z  =  o 

peuvent  en  fournir  une  infinité. 
Or,  lorsque  l'équation 

n'a  que  des  racines  imaginaires,  l'équation 

dz  

dx 

aura  nécessairement  des  racines  répondantes  à  des  minimums,  et  l'on  ne 
pourra  prendre  pour  a  que  ces  mêmes  racines;  donc,  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion (F)  ne  pourra  jamais  avoir  qu'un  nombre  limité  de  solutions. 

21.  ScoLiE.  —  Si  la  quantité  z  avait  un  diviseur  rationnel  tel  que 

px"  ■+-  qx""-'  +  rx'"^''  -\- .  . ., 
et  que  le  quotient  fût 

mx"-'"  -{-  ■y^x"-"'-^  -+-  px"~"'--  -h.  . ., 

p,  q,  r,...  et  ro,  y,  p,...  étant  des  nombres  entiers,  alors  il  est  clair  que 
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le  premier  membre  de  l'équation  (F)  se  décomposerait  aussi  en  ces  deux 

facteurs 

pu"'  -\-  q  u""-^ y  -I-  ;-M"'^=  j-  -f- . . . , 

ro M"~"'  -4-  y^ u"-"'-<  y  +  p u"-"'~^  y-  -\-  . .  . , 

de  sorte  que,  comme  chacun  de  ces  facteurs  est  égal  à  un  nombre  entier 
et  que  leur  produit  doit  être  égal  à  l'unité,  il  faudra  que  chacun  d'eux  en 
particulier  soit  égal  à  dzi;  ainsi  l'on  aura  deux  équations  par  lesquelles 
on  pourra  déterminer  les  deux  inconnues  u  et  y;  et,  si  les  valeurs  de 
ces  inconnues  se  trouvent  égales  à  des  nombres  entiers,  on  aura  la  solu- 
tion de  l'équation  proposée;  sinon  il  en  faudra  conclure  que  cette  équa- 
tion n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 
Donc,  lorsque,  parmi  les  racines  de  l'équation 


il  s'en  trouvera  une  qui  donnera  une  fraction  continue  tinie  ou  pério- 
dique, on  pourra  trouver  les  nombres  u  et  j  sans  aucun  tâtonnement; 
car  dans  le  premier  cas  l'équation  aura  un  diviseur  d'une  dimension,  et 
dans  le  second  cas  elle  en  aura  un  de  deux  dimensions  {voyez  le  §  II  des 
Additions  au  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  numériques). 

Problème  III. 

22.   Résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

A  =  B  <"  -I-  C  /"-•  u  +  D  f'--  ?/-  H- . . .  -f  K  u", 

A,  B,  C,...  étant  des  nombres  entiers  donnés,  et  t,  u  étant  deux  indéter- 
minées qui  doivent  être  aussi  des  nombres  entiers. 

Il  est  d'abord  évident  que,  si  les  nombres  B,  C,...,  K  avaient  un  divi- 
seur commun  à  tous,  ce  diviseur  devrait  l'être  aussi  du  nombre  A,  pour 
que  les  nombres  t  et  u  pussent  être  entiers,  et  alors  il  s'en  irait  de  lui- 
même  par  la  division  actuelle;  ainsi  l'on  peut  toujours  supposer  que  les 
nombres  B,  C,...,  K  n'ont  aucun  diviseur  commun. 

De  plus,  si  les  nombres  t  ei  u  avaient  un  commun  diviseur  r,  il  est 
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clair  que  le  second  membre  de  l'équation  proposée  serait  tout  divisible 
par  r";  donc  il  faudrait  que  le  premier  A  le  fut  aussi  :  d'où  l'on  voit  que 
ce  cas  ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  le  nombre  A  ne  soit  divisible  par 
une  puissance  n  d'un  nombre  quelconque;  si  cela  n'est  pas,  on  sera  sûr 
que  les  nombres  cberchés  /  et  m  seront  nécessairement  premiers  entre 
eux.  C'est  ce  qui  arrivera  toujours  lorsque  A  sera  un  nombre  premier; 
mais,  lorsque  A  est  un  nombre  composé,  il  faudra  voir  d'abord  si,  parmi 
ses  diviseurs,  il  en  a  quelqu'un  qui  soit  une  puissance  n'""" .  Supposons 
que  /•"  soit  ce  diviseur,  alors  les  nombres  t  et  u  pourront  être  ou  premiers 
entre  eux  ou  divisibles  l'un  et  l'autre  par  r;  ce  qui  formera  deux  cas 
qu'il  faudra  traiter  séparément;  dans  le  second  cas  on  fera 

t-^rt',     u^^ru'     et    A  =  r''A', 

et,  substituant  ces  valeurs,  on  aura,  après  avoir  divisé  toute  l'équation 
par  r'\  une  nouvelle  équation  en  f  et  u',  dans  laquelle  ces  nombres 
seront  premiers  entre  eux.  Ainsi  l'on  peut  toujours  ramener  l'équation 
proposée  au  cas  où  les  deux  indéterminées  sont  des  nombres  premiers 
entre  eux. 

Supposons  donc  l'équation  proposée  déjà  réduite  à  cet  étal,  et  il  pourra 
encore  arriver  que  le  nombre  u  ait  un  diviseur  commun  avec  le  nombre  A; 
supposons  que  s  soit  le  plus  grand  diviseur  commun  de  u  et  A;  il  est  clair 
qu'il  faudra  que  le  terme  Bz",  qui  est  sans  u,  soit  divisible  par  s;  mais 
t  ne  saurait  l'être  parce  qu'il  est  premier  à  u  (hypothèse)  ;  donc  il  faudra 
que  B  le  soit;  donc  s  devra  être  un  diviseur  commun  de  A  et  B. 

Ainsi,  si  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  on  sera  assuré  que  A  et  u  le 
seront  aussi.  Mais,  si  A  et  B  ont  un  commun  diviseur  .y,  alors  u  pourra 
être  multiple  de  s  ou  non;  ce  qui  fera  deux  cas  qu'il  faudra  considérer 
séparément;  dans  le  premier  on  fera 

u  ^  s  u'     ex     A  :=  5  A' , 

et  l'on  aura  une  transformée  qui  sera  toute  divisible  par  s,  et  où  A'  et  u' 
seront  premiers  entre  eux;  dans  le  second  cas  A  et  u  seront  déjà  pre- 
miers entre  eux.     - 
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De  cette  manière,  l'équation  à  résoudre  sera  toujours  réduite  à  la 
forme  et  à  l'état  de  l'équation  (A)  du  Problème  I;  et  par  conséquent  elle 
sera  susceptible  de  la  méthode  de  ce  Problème.  On  commencera  donc, 
suivant  cette  méthode,  par  chercher  une  valeur  de  t  positive  ou  négative, 

mais  moindre  que  —■>  laquelle  rende  la  quantité 

B  <"  +  C  t"-'  -h  D  /"-^  +  . .  .  +  K 

A 
divisible  par  A;  et  si,  parmi  les  nombres  entiers  moindres  que  —,  pris 

positivement  et  négativement,  on  n'en  trouve  aucun  de  cette  qualitt>%' on 
en  conclura  sur-le-champ  que  l'équation  dont  il  s'agit  n'admet  aucune 
solution  en  nombres  entiers  (6j;  mais,  si  l'on  en  trouve  un  ou  plusieurs 
qui  aient  la  qualité  requise,  on  nommera  chacun  de  ces  nombres  6,  et 
l'on  substituera  dans  l'équation  proposée  Qu  —  ky  à  la  place  de  t; 
moyennant  quoi  elle  deviendra  divisible  par  A,  et,  la  division  laite,  elle 
se  trouvera  dans  le  cas  de  l'équation  (F)  du  Problème  II;  ainsi  il  n'y  aura 
plus  qu'à  y  appliquer  la  méthode  de  ce  dernier  Problème. 

2,3.  ScoLiE.  —  Il  est  bon  de  remarquer  que  le  premier  membre  de 

l'équation  (H),  que  nous  avons  supposé  égal  à  s  (16),  peut  s'exprimer 

ainsi 

B(ex  —  kY-^C(Bx  —  k)"-'x  +  Y){Qx  —  kY-'x-'--^...  +  \!^x" 
A 

d'où  l'on  voit  que  les  racines  de  l'équation 


dépendent  de  celles  de  l'équation 

B  <"  -4-  C  r-'  +  D  f'-=  +  . . ,  -4-  K  ==:  .0, 

de  sorte  que,  par  cette  équation,  on  pourra  juger  d'abord  de  la  nature 

des  racines  de  l'équation 

z  ^  o, 

qui  est  souvent  plus  compliquée;  car  si  t' ,  t",  t'",...  sont  les  racines  de 
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l'équation  en  t,  celles  de  l'équation 


seront 

A 


6  —  r     6  —  r      e  —  /'" 


d'où  l'on  voit  qu'il  y  aura  dans  l'une  et  dans  l'autre  le  même  nombre  de 
racines  réelles  et  d'imaginaires. 

Mais,  quant  aux  maximum  et  minimum  de  la  quantité  z,  ils  ne  corres- 
pondent pas  il  ceux  de  la  quantité 


Bi"  +  Cr-'  +  P/"-=  -t- . . .  +  K, 


comme  il  est  facile  de  le  voir;  de  sorte  qu'il  faudra  absolument  les  dé- 
terminer par  l'équation 


dz 
dx 


Problème  IV. 


24.    On  propose  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  du  premier 

degré 

k  —  Yit  —  Cu. 

Je  suppose  d'abord  que  B  et  C  n'aient  aucun  diviseur  commun  (Pro- 
blème III);  or,  A  et  C  pouvant  avoir  un  commun  diviseur  D,  soient 
A  =  A'D  et  C  =  C'D,  A'  et  C  étant  maintenant  premiers  entre  eux,  et 
l'équation  proposée  pourra  se  ramener  sur-le-champ  à  celle-ci  (4-) 

i  =  Br-C'i, 

dont  il  suffira  même  de  connaître  une  seule  solution. 

Or,  cette  équation  étant  dans  le  cas  du  Problème  II,  on  aura  (en  fai- 
sant -  =  07)5 

Bx  —  G  :=  z\ 

c 

et,  comme  s  =  o  donne  a?  =  -jt»  on  aura  ici  une  seule  valeur  de  a  qui 
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sera  -^5  en  prenant  C  etB  positivement;  donc  (18)  on  sera  sûr  de  trou- 
ver les  valeurs  de  r  et  s  parmi  les  termes  d'une  des  fractions  principales 
convergentes  vers  -„;  or,  cette  fraction  étant  rationnelle  et  réduite  déjà 
à  ses  moindres  termes,  sera  nécessairement  la  dernière  des  fractions 

principales  de  la  série  (Cj  (11);  donc,  si  -^  est  ravant-dernière  fraction 

p 
de  la  même  série,  on  apra  (13) 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  le  quantième  p  est  impair,  cl  l'in- 
férieur pour  celui  où  p  est  pair;  ainsi  il  n'y  aura  qu'à  prendre 

si  l'un  des  nombres  B,  C'  ou  tous  les  deux  étaient  négatifs,  on  les  regar- 
derait comme  pjositifs,  et  l'on  prendrait  r  ou  s,  ou  tous  les  deux,  avec 
des  signes  contraires. 

Ayant  ainsi  trouvé  des  valeurs  particulières  de  r  et  s,  on  aura,  pour 
les  valeurs  générales  de  i  et  m  (4j, 

t  =:  kr  -h  mC,     u  =  h's  -h  mB, 

m  étant  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif. 

25.  Corollaire.  —  Le  principal  usage  de  ce  Problème  est  pour  ré- 
soudre les  questions  où  l'on  demande  de  trouver  un  nombre  qui,  étant 
divisé  par  autant  de  nombres  donnés  qu'on  voudra,  laisse  des  restes 
aussi  donnés;  car,  soient  a,  b,  c,...  les  diviseurs  donnés,  îz,  jS,  7,...  les 
restes,  et  t,  u,  x,...  les  quotients  inconnus,  il  est  clair  que  le  nombre 
cherché  devra  être  exprimé  également  par 

at  -^  a.,     bu  -t-  (3,     ex  +  y, ... , 

ce  qui  donnera  autant  d'équations  qu'il  y  aura  de  diviseurs  donnés, 
moins  un. 

H.  88 
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On  aura  donc  d'abord  l'équation 

at  -Jn  a.^  bu  +  (3, 

laquelle  se  réduit  à  celle  du  Problème  précédent  en  faisant 

A  =  (3  —  a,     B  =  «,     C  =  6  ; 

ainsi  l'on  trouvera  l'expression  générale  de  t  et  u. 
La  seconde  équation  sera 

at  -\-  a.  z=  ex  -h  y; 
or 

t  =1  kr  4-  C«i, 

où  A,  /■  el  C  sont  donnés  et  m  est  un  nombre  indéterminé;  donc  on  aura, 

en  substituant, 

aÇ.m  ■+-  a.\r  -h  x  =^  c.v  -h  ■/ , 

équation  qu'on  résoudra  comme  la  précédente,  en  regardant  m  ut  x 
comme  indéterminés,  et  le  reste  comme  donné. 
Et  ainsi  de  suite. 

26.  Scoi.iE.  —  Pour  réduire  en  fraction  continue  toute  fraction  ration- 

C  . 
nelle  telle  que  r--,  il  n'y  a  qu'à  pratiquer  sur  cette  fraction  la  même  opé- 
ration cju'on  emploie  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  C 
et  B;  c'est-à-dire  qu'on  divisera  C  par  B,  B  par  le  reste  de  la  première 
division,  ce  reste  par  celui  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
que  la  division  se  fasse  exactement,  et  les  quotients  de  ces  différentes 
divisions  seront  les  nombres  X,,  X,,  Xg,...  de  la  fraction  continue  cher- 
chée (11),  à  l'aide  desquels  on  formera  les  fractions  ~,  p-.---:  parles 
formules  du  même  article. 

M.  Bachet  est,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  le  premier  qui  ait 
résolu  le  Problème  précédent;  sa  méthode,  quoique  indépendante  des 
fractions  continues,  revient  cependant  au  même  pour  le  fond  que  celle 
que  nous  venons  d'exposer;  et,  en  général,  toutes  celles  que  d'autres 
Géomètres  ont  imaginées  après  lui  se  réduisent  aux  mêmes  principes. 
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Exemple  I. 

27.    On  demande  tous  les  nombres  entiers  qid  peuvent  être  pris  pour  t 
et  u  dans  l' équation 

loi  ^  4'  '  —  io5  M. 

Puisque  les  nombres  4i  et  io5  sont  premiers  entre  eux,  l'équation  est 

résoluble  et  n'a  besoin  d'aucune  réduction. 

On  fera  donc 

A=ior,    B  =  4i,    C  =  io5, 

et  comme  loi  et  io5  sont  aussi  premiers  entre  eux,  en  aura 

D=i,     A'  =  A,     C'  =  C; 

donc  la  traction  à  réduire  en  fraction  continue  sera 

C        io5 
B  ^"47' 

Divisant  donc  io5  par  l\i,  on  aura  le  quotient  2  et  le  reste  23;  divisant 
4i  par  23,  on  aura,  etc.  Ainsi  l'on  aura  cette  suite  de  quotients  2,  i,  i, 
3,  I,  I,  2,  lesquels  donneront  les  fractions /jmi«/wr/e,ç 

2,1,1,3,1,      I,      2, 

0  I      2     3     5      18     23     4'      loS 

1  O         I  I         2  7  9  10         4' 

4i  .  ' 

Ainsi  la  fraction  ^  sera  celle  que  nous  avons  désignée  par  f^  où  p  sei'a  6, 

et  par  conséquent  pair,  de  sorte  qu'on  aura 

y=r  4'>     «  ^  16, 

et  de  là 

t  =  101  X  4'  +  io5ot,     m  =  toi  X  16  +  4i  m, 

OÙ  m  pourra  être  un  nombre  quelconque  entier  positif  ou  négatif;  et  ces 
expressions  renfermeront  toutes  les  valeurs  entières  de  f  et  de  m  qui 
peuvent  satisfaire  à  l'équation  proposée. 

88. 
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Problème  V. 

28.  Résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

(J)  k=^t-  +  Ctu  +  \iu\ 

Supposons  cette  équation  déjà  réduite  à  l'état  qu'exige  notre  méthode, 
c'est-à-dire  que  B,  C,  D  n'aient  aucun  diviseur  commun,  et  que  A  et  u 
soient  premiers  entre  eux  (Problème  III).  On  cherchera  d'abord  un 

nombre  entier,  positif  ou  négatif,  mais  moindre  que  —■>  lequel  étant  pris 

pour  t  rende  la  quantité  Bï^  +  Cï  -f-  D  divisible  par  A. 

Si  l'on  n'en  trouve  aucun  de  celte  qualité,  il  en  faudra  conclure  que 
la  proposée  n'admet  point  de  solution  en  nombres  entiers;  mais,  suppo- 
sons que  l'on  en  ait  trouvé  un  ou  plus  d'un  qui  ait  la  condition  requise, 
on  les  désignera  par  6,  et  l'on  fera  les  mêmes  opérations  sur  chacun 
d'eux  en  les  prenant  successivement  à  la  place  de  5. 

Or,  comme  les  racines  de  l'équation 

2  =  o 

dépendent  (23)  de  celles  de  l'équation 

il  se  présente  ici  deux  cas  qu'il  faut  examiner  séparément;  l'un  est  celui 
où  cette  équation  a  deux  racines  réelles,  l'autre  celui  où  elle  a  deux  ra- 
cines imaginaires,  à  quoi  l'on  peut  ajouter  un  troisième  cas,  pour  les  ra- 
cines égales. 

29.  Premier  cas,  lorsque  C"  —  l\^\)^o.  —  Qu'on  substitue  dans 
l'équation  proposée  Ou  —  A  j  à  la  place  de  t,  et  la  divisant  ensuite  par  A, 
elle  deviendra  celle-ci 

(K)  P;<^-i-Qiy-)-R^r'  =  ', 
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A 

Q=-2Be— c, 
R  =  AB, 

(le  sorte  qu'on  aura  fi 6) 

Px'  +  Qx  -f-  R  =:  2. 

Maintenant,  comme  l'équation 

z  =  o 

n'est  ici  que  du  second  degré,  elle  aura  toutes  ses  racines  réelles,  parce 
que  nous  supposons  que  celles  de  l'équation  en  t  le  sont  ;  donc  on  aura 
le  cas  du  n"  18;  de  sorte  qu'il  n'y  aura  qu'à  former  les  équations  trans- 
formées 


et  voir  si  l'on  en  trouve  une  où  le  coefficient  du  premier  terme  soit  égal 
à  l'unité  prise  positivement,  à  cause  qu'on  a  ici  n  =  i. 
Or,  les  racines  de  l'équation 

z  =  o 

seront  rationnelles  ou  non,  selon  que  le  nombre 

Q^-4PR  =  D-4BD 
sera  un  carré  ou  non. 

Dans  le  premier  cas,  la  quantité  s  sera  composée  de  deux  facteurs  ra- 
tionnels du  premier  degré,  de  sorte  qu'on  aura  le  cas  du  n"  21 ,  qui  est 
très-facile  à  résoudre. 

11  n'en  est  pas  de  même  de  l'autre  cas  où  C"  —  4DB  n'est  pas  carré,  et 
où  par  conséquent  les  racines  sont  incommensurables;  il  faudra  donc 
dans  ce  cas  réduire  les  racines  en  fractions  continues,  et  pour  cela  on 
pourra  se  servir  de  la  méthode  que  nous  avons  donnée  dans  la  Re- 
marque II  du  §  II  des  Additions  au  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations 
numériques. 

Pour  pouvoir  employer  cette  méthode,  nous  réduirons  d'abord  la 
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quantité  i  à  la  forme 

E,  a-'— aea;- E, 
en  taisant 

E  =-R=-AB, 

B9'-+-Ce-f-D 


E,==P  = 


A 


Q=R6-.l 


en  sorte  que  l'équation  à  résoudre  soit 

'E:  X-  —  lex  —  E  =  z  =  o, 

sur  quoi  il  faut  remarquer  que  E  etE,  seront  toujours  des  nombres  en- 
tiers, mais  que  s  ne  le  sera  que  lorsque  C  sera  divisible  par  2;  ainsi, 
pour  que  e  soit  aussi  toujours  entier,  comme  la  méthode  le  demande, 
dans  le  cas  où  C  sera  un  nombre  impair,  on  aura  soin  de  multiplier 
d'avance  toute  l'équation  (I)  par  2,  ce  qui  ne  la  change  point,  c'est-à- 
dire  qu'on  mettra  partout  dans  les  formules  précédentes  2A,  2B,  2C, 
2D  à  la  place  de  A,  B,  C,  D. 
Maintenant,  comme  l'équation 

z  =  o 
a  les  deux  racines 

en  faisant 

S=.:e^  +  EE,=  f-V-BD 


(je  désigne  ici  par  jS  ce  que  j'ai  appelé  B  dans  l'endroit  cité),  il  faudra 
les  considérer  successivement  et  faire  la  même  opération  sur  l'une  que 
sur  l'autre. 
Supposons  que 

E, 

désigne  en  général  une  quelconque  de  ces  deux  racines  (le  radical  \/p 
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pouvant  être  positif  ou  négatif)  ;  si  elle  était  négative,  il  faudrait  d'abord 
la  rendre  positive  en  prenant  £  et  \l^  avec  des  signes  contraires,  après 
quoi  on  changerait  aussi  le  signe  du  nombre  u  (16);  regardant  donc 


comme  positive,  on  formera  d'après  cette  racine  les  trois  séries  sui- 
vantes, où  le  signe  <  dénote  qu'il  faut  toujours  prendre  le  nombre  en- 
tier qui  est  immédiatement  au-dessous, 

/,  <,  p 1       El  —  A,  E,,  —  e, 

1    ^  s,  -I-  i/S 
h, 

A3<   W^'>  £3=-A3E3—   Ej, 

■C'a 


E, 

?'-^' 

E 

E^ 

_P-ïï 

E, 

É, 

E, 

Ces  séries  doivent  être  poussées  jusqu'à  ce  que  deux  termes  coi'respon- 
dants  comme  E„.  et  £„  reparaissent  ensemble,  en  sorte  que  l'on  ait,  par 
exemple, 

car  alors  tous  les  termes  suivants  dans  chacune  des  trois  séries  seront 
les  mêmes  que  ceux  qu'on  aura  déjà  trouvés,  en  sorte  qu'en  général  les 
termes  qui  auraient  pour  exposant  p.  +  z?  +  nv  (n  étant  un  nombre  entier 
positif  quelconque)  seront  égaux  aux  termes  des  mêmes  séries  dont 
l'exposant  serait  p.  -i-  w. 

Maintenant  nous  avons  vu,  dans  l'endroit  cité,  que  les  équations  trans- 
formées sont 

Ej  a;f  —  2  e,  X,  —  E,  =  o, 

E,  xl  —  2  e,  Xi  -^  E.2  =  o. 


où  il  faut  remarquer  que  nous  avons  supposé  que  les  signes  de  chaque 
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transformée  étaient  changés;  d'où  il  s'ensuit  qu'on  aura  ici 

El  X-  — 2  e  a;    — E  ^  2, 

Eo^f  —  2£,  X,  —  E,  =  —  2,, 
E3  57^  —  2  6;  ^2  —  Eî  =:  2,, 


et  en  général 


P         P  P 


le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  p  est  impair,  et  l'inférieur  pour  le 
cas  de  p  pair. 

Donc,  pour  que  l'équation  proposée  (Kj,  c'est-à-dire 

El  u-  —  2  Ê  uy  —  E  r'  ^  I , 

puisse  se  résoudre  en  nombres  entiers,  il  faudra  (18j  que  dans  la  suite 
des  nombres  E,  E,,  E,,...  il  se  trouve  un  terme  comme  Ep-,_,,  lequel  soit 
égal  à  ±  I,  en  prenant  le  signe  supérieur  lorsque  p  -+- 1  est  impair,  et 
l'inférieur  lorsque  p  +  i  est  pair,  et  alors  on  aura,  si  la  racine  ar  était 
positive, 

p     •'  p 

et  si  elle  était  négative,  en  sorte  qu'on  ait  pris  s  avec  un  signe  contraire, 

«  =  +  V   r  =  ±^- 

30.  Corollaire  I.  —  JDonc,  puisqu'on  a  en  général 

quel  que  soit  le  nombre  n,  pourvu  qu'il  soit  entier  positif,  il  s'ensuit  : 

1°  Que  si,  dans  toute  la  série  E,  E,,  E,,...  jusqu'à  E^^— 1,  il  ne  se 
trouve  aucun  terme  qui  soit  égal  à  l'unité,  on  en  doit  conclure  que 
l'unité  ne  paraîtra  jamais  dans  la  même  suite  poussée  à  l'infini,  et 
qu'ainsi  la  racine  qui  a  donné  cette  suite  ne  fournira  aucune  solution  en 
nombres  entiers  de  l'équation  proposée; 

2°  Que  si,  dans  la  suite  E,  E,,  E,,...  jusqu'à  E^—i,  il  se  trouve  un  ou 
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plusieurs  termes  tels  que  Ep^,  (p  -+- 1  étant  plus  petit  que  p.)  qui  soient 
égaux  à  l'unité  positive  ou  négative,  suivant  que  p  sera  impair  ou  pair, 
alors  chacun  de  ces  termes  donnera  une  solution  de  l'équation  (K)  ;  mais 
nous  démontrerons  plus  bas  (34  vers  la  fin)  que  ce  cas  ne  saurait  jamais 
avoir  lieu  ; 

3°  Que,  si  dans  la  suite  E,,,  E^.+,,...  jusqu'à  E/,-,_,_,,  il  se  trouve  un 
ou  plusieurs  termes  tels  que  E^+o  (txr  étant  plus  petit  que  v)  qui  soient 
égaux  à  l'unité  positive  ou  négative,  alors  chacun  de  ces  termes,  ou  don- 
nera une  infinité  de  solutions  de  l'équation  (K),  ou  n'en  donnera  aucune. 

Car  il  est  clair  que  le  même  terme  E/^  +  ^j  reparaîtra  une  infinité  de  fois 
dans  la  même  série  aux  places  (/j.  +  z7  +  v )"'"'%  (/x4- t^-i- 2 '>)'"'"■■,...,  et 
en  général  dans  chaque  place  (p.  +  ^  +  nv)''"":  or,  il  faut  ici  distinguer 
deux  cas,  suivant  que  le  nombre  v  qui  exprime  le  nombre  des  termes  de 
chaque  période  sera  pair  ou  impair. 

Supposons  premièrement  v  pair;  en  ce  cas  il  est  clair  que,  quelque 
valeur  qu'on  donne  à  n,  les  nombres  p.4-sT4-nv  seront  tous  également 
pairs  ou  impairs;  de  sorte  que",  si  le  terme  E^+n  est  égal  à  i  lorsque 
p. +-«r  est  impair,  et  égal  à  —  1  lorsque  p.  h^et  est  pair,  tous  les  termes 
suivants  dont  l'exposant  du  rang  sera  ii  +  îu-\-nv  seront  aussi  de  la 
même  qualité,  et  par  conséquent  chacun  de  ces  termes  pourra  fournir 
une  solution  de  l'équation  dont  il  s'agit.  Ainsi  l'on  pourra  faire  dans 
ce  cas 

p  =  f/.  +  /iv  +  ra  —  I, 

et  prendre  pour  n  tel  nombre  entier  positif  qu'on  voudra.  Si  au  con- 
traire le  terme  E^  +  o  était  égal  à  i  lorsque  ix-\-zû  est  pair,  ou  égal  à  —  r 
lorsque  p.  +  w  est  impair,  alors  ni  ce  terme,  ni  aucun  des  suivants  dont 
l'exposant  serait  p.  -f-  «  v  -)-  trr,  ne  saurait  fournir  de  solution  de  l'équa- 
tion proposée. 

Supposons  en  second  lieu  que  v  soit  impair:  alors  il  est  visible  que  les 

nombres  p. +  w-)-«v  seront  tous  de  même  espèce  (c'est-à-dire  pairs  ou 

impairs)  que  le  nombre  p. -l- w  lorsque  n  sera  pair,  et  qu'au  contraire 

ils  seront  d'espèce  différente  lorsque  n  sera  impair.  Donc,  si  le  terme 

II.  89 
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E/,._H5j  est  égal  à  i  lorsque  [jl  +  w  est  impair,  ou  égal  à  —  i  lorsque  p.  +  OT 
est  pair,  parmi  tous  les  termes  qui  auront  p.  +  77  +  nv  pour  exposant,  il 
n'y  aura  que  ceux  où  n  sera  pair  qui  seront  de  la  même  qualité,  et  qui 
pourront  par  conséquent  donner  des  solutions  de  l'équation  (K).  Ainsi 
l'on  fera  dans  ce  cas,  comme  ci-dessus, 

p  =  /j.  +  «1/  +  tn  —  I , 

mais  ri  ne  faudra  prendre  pour  n  que  des  nombres  positifs  pairs.  Au  con- 
traire, si  le  terme  E^^h-^  est  égal  à  i,  p.  +  s;  étant  pair,  ou  égal  à  —  i , 
[j.  -H  t7  étant  impair,  alors  tous  les  termes  qui  auront  p.  +  nv  +  w  pour 
exposant,  et  où  n  sera  impair,  seront  égaux  à  i  lorsque  l'exposant  sera 
pair,  et  à  —  i  lorsqu'il  sera  impair;  ainsi,  ces  termes  ayant  la  qualité  re- 
quise pour  la  solution  de  l'équation,  on  pourra  encore  prendre  en  général 

j3  =  p.  +  «  V  -I-  C5  —  I  , 

pourvu  que  n  ne  dénote  que  des  nombres  entiers  positifs  impairs.  Au 
reste,  ce  cas  peut  aussi  se  ramener  au  précédent  en  prenant  le  terme 
E^+v+ra  au  lieu  du  terme  E^-t-^;  car  il  est  évident  que  le  terme  E^-i-v+a 
dans  ce  cas  sera  égal  à  +  i  ou  à  —  i ,  selon  que  son  exposant  sera  im- 
pair ou  pair. 

En  général,  le  cas  de  v  impair  peut  se  réduire  à  celui  de  v  pair,  car 
pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  continuer  la  série  E,  E,,  Eo,...  jusqu'au  terme 
E„. -,-,«,  et  ensuite  prendre  av  à  la  place  de  v,  tout  le  reste  demeurant  le 
même. 

Connaissant  ainsi  l'exposant  p,  on  pourra  trouver  les  valeurs  de  Ip  et 
Lp  d'où  dépendent  celles  de  m  et  j  (numéro  précédent)  par  les  formules 
du  n°  11;  pour  cela,  il  faudra  continuer  la  série  des  nombres  >.,,  X,,... 
jusqu'au  terme  Xp,  ce  qui  est  facile;  car  on  aura 

X^^,+,  =  X,,^.„     X^+.,.H,  =  X^.+.^,...,     et  en  général     X^^„,^^  =  X^^^. 

Mais,  quand  on  aura  une  fois  calculé  les  nombres  /,,  L,  l},---,  L,,  L^, 
L3,...  jusqu'à  /„.,  L„,  on  pourra  trouver  les  expressions  générales  de  tp  et 
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de  Lp,  en  supposant  comme  ci-dessus  p  —  p.  +  nv  +  w  —  i;  car  il  n'y 
aura  qu'à  employer  les  formules  données  dans  le  n"  44  des  Additions 
citées,  en  ayant  attention  de  mettre  dans  ces  formules  z?  —  i  à  la  place 
de  7«,  parce  que  nous  y  avons  supposé  p  ^  ij.  +  nv  ^  zs . 

31.  Corollaire  II.  —  Maintenant,  ayant  trouvé  u  et  y,  on  aura  t  par 
la  formule 

t  =  6u—  ky; 

ainsi  l'on  connaîtra  les  deux  inconnues  /  et  a  de  l'équation  proposée  (I). 
Or,  lorsque  la  racine  x  est  positive,  on  a  (29) 

«  =  ±  /  ,      y  =  ±  L   , 

et,  lorsqu'elle  est  négative,  il  faut  prendre  u  et  c  avec  des  signes  con- 
traires. De  plus,  an  a  en  général  (n"  45  des  mêmes  Addiiions  déjà  citées) 

L   Jp{'p-')^^P-^^P-^^ 


Donc,  puis(}ue  (29) 

r 

E=-AB     et     e  =  Be  +  -, 

si  l'on  fait,  pour  abréger, 


on  aura,  dans  le  cas  de  la  racine  "  ^       positive. 


u  =  ±l,    t  =  ± 


o-        G 
^P~-Jp 


P'  ~         B 


et,  dans  le  cas  de  la  racine      ^       négative, 

C 

Ces  formules  sont  surtout  très-con)modes  pour  trouver  les  premières  va- 

89. 
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leurs  de  if  et  u;  car,  dès  que  dans  la  série  E,  E,,  Eo,...  on  sera  parvenu  à 
un  terme  Ep-^,  =  i  ou  — i,  selon  que  p  sera  pair  ou  impair,  il  n'y  aura 
plus  qu'à  calculer  les  valeurs  de  /,  /,,  l.,,...  jusqu'à  /p,  et  l'on  aura  sur-le- 
champ  les  valeurs  cherchées  de  teiu. 

Mais,  si  l'on  veut  avoir  les  expressions  générales  de  u  el  i,  alors  il 
faudra  calculer  encore  les  nombres  H,,  Ho,...  jusqu'à  H.,  par  les  formules 
suivantes 

H  =0, 

H,  =  i, 

H.  =  ^„  ,  ,,H3-4-H„ 


et  faisant,  pour  abréger, 

K  =  -i^^-^  H-  H      , , 
''        "^  u.  -t- 1  '  ' 

on  aura,  par  l'une  des  formules  du  n°  44  des  Additions  citées. 


ou  bien,  en  supposant  encore 

on  aura  cette  formule 

_    /  H  */s\" 
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d'où,  à  cause  de  l'ambiguïté  naturelle  du  signe  de  V^,  il  est  aisé  de  tirer 


L  = 


(,  +  ^v'-P)(k,.+  ^)"-(,-  +  ,P)(k„-|^^)" 


Si  l'on  fait  dans  ces  expressions  tz  =  o,  on  aura 

ainsi  f  et  'h  seront  les  premières  valeurs  de  gp  et  Ip,  de  sorte  que  si  l'on 
avait  déjà  trouvé  ces  valeurs  de  la  manière  que  nous  avons  enseignée  ci- 
dessus,  on  pourrait  d'abord  les  prendre  à  la  place  de  ç  et  ûj,  et  alors  il  ne 
resterait  plus  qu'à  trouver  la  valeur  de  H„  et  de  K».  Au  reste,  pour  pou- 
voir faire  n  =  o,  il  faut  que  n  puisse  être  un  nombre  pair;  or,  c'est  ce 
qu'on  peut  toujours  supposer  (30). 

32.  Corollaire  III.  —  On  peut  déduire  de  là  une  méthode  très-simple 
et  très-élégante  pour  résoudre  les  équations  de  la  forme 

A  =  t-  —  A  u-, 

A  étant  un  nombre  entier  positif  non  carré,  et  A  un  nombre  entier  posi- 
tif ou  négatif. 

Car  ayant,  dans  ce  cas, 

B  =  i,     C  =  o,     Î)  —  —  A, 

on  fera 

E  =  -A,    e^e,   E,     ^^-^      ^^-^     ^     ' 


A        -        ^       '      r-- 

A 

Ainsi  l'on  commencera  par  chercher  un  nombre  entier  £  moindre  que  ~, 

lequel  soit  tel  que  s-  —  A  soit  divisible  par  A,  et,  si  je  n'en  trouve  aucun 
de  cette  qualité,  on  en  conclura  que  la  proposée  n'est  pas  résoluble  en 
nombres  entiers.  Supposons  donc  qu'on  ait  trouvé  une  valeur  convenable 
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dt'  a;  il  est  clair  qu'elle  pourra  être  également  positive  ou  négative,  mais 
il  faudra  la  prendre  telle,  que 


n/A 


E, 


e-v/A 


soit  un  nombre  positif,  en  donnant ^u  radical  \IA  le  signe  positif  ou  né- 
gatif à  volonté;  après  quoi  on  fera  le  calcul  suivant,  où  le  signe  <  dé- 
note qu'il  faut  prendre  le  nombre  entier  qui  est  immédiatement  au-des- 
sous. 


E  =  -  A, 

A 


E, 

— 

— 

E 

E, 

= 

A 

—  e'f 

E, 

E, 

= 

A 

—  £j 

E, 

/3< 


v/A 


v/A 


v/A 


E. 


S,:=>.,E,-£, 

£2  =  À2E2—  e,, 

£3  =    >'l3  E3   C2  , 


et  il  sulfira  de  pousser  ces  séries  jusqu'à  ce  que  deux  termes  correspon- 
dants E„,  £^  reviennent  ensemble,  en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple. 


=  E,. 


car  alors  on  aura  aussi 

E..„._,  =  E„ 


et  ainsi  de  suite. 

Or,  si  l'équation  proposée  est  résoluble,  on  doit  arriver  à  un  terme  de 
la  première  série,  comme  Ep-^,,  lequel  soit  égal  à  i  si  l'exposant  p  +1 
est  impair,  et  égal  à  —  i  si  cet  exposant  est  pair;  alors  on  fera 


/,  r=  I, 

l,  =  X, 

/,=  >.,/,  H-I, 

h:^lj,+  l„ 

l,  =  lj,^l„ 

h  =  \^~^'^ 

'. 
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et  l'on  aura  sur-le-champ 


'  =  B/^ +  £,,_,, /p_, 


Ensuite,  nommant  T  et  U  ces  premières  valeurs  de  t  et  u,  on  aura  en 
général  (numéro  précédent) 

(T-hUv/î3)     K„+^      +(T-Uv/pj     K„+-j^ 


/  = 


(T  +  Uv/(3)     K,,-fT^      -(T-Uv/(3j     K„+-j^ 


Si  l'équation  proposée  était 

il  n'y  aurait  d'autre  changement  à  faire  à  la  solution  précédente,  sinon 
qu'il  faudrait  faire 

E=_AB,     (3  =  BA     et     £  =  Be, 

(j  étant  un  nonihre  entier  moindre  que  -5  et  tel  que  Bô^  — A  fût  divisible 

par  A;  ensuite  on  mettrait  partout  Bf  et  BT  à  la  place  de  t  et  T. 

Quant  aux  signes  de  u  et  t,  il  est  visible  qu'ils  peuvent  être  quelcon- 
ques, parce  que  l'équation  ne  contient  que  les  carrés  de  ces  quantités. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  quand  A  est  un  nombre  premier,  on  ne 
pourra  trouver  qu'une  seule  valeur  de  6\  car  chaque  valeur  de  6,  pou- 
vant être  également  positive  et  négative,  équivaudra  toujours  à  deux  va- 
leurs; or,  lorsque  A  est  premier,  nous  avons  démontré  que  le  nombre 
des  valeurs  de  0  ne  peut  pas  passer  l'exposant  du  degré  de  l'équation, 
lequel  est  ici  2  (10)  ;  donc,  etc. 

33.  Corollaire  IV.  —  Par  les  principes  établis  jusqu'ici,  on  peut  dé- 
montrer c^e  théorème,  que  toute  équation  de  la  forme 

E,  =  E,  a-— aeMj-— E;•^ 
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où  2,  E  et  E,  sont  des  nombres  entiers  quelconques,  est  toujours  réso- 
luble en  nombres  entiers  d'une  infinité  de  manières,  lorsque  E  et  E,  sont 
de  même  signe. 

Car  nous  avons  démontré  (  n"  41  des  Additions  au  Mémoire  sur  la  réso- 
lu/ion des  équations  numériques)  que,  dans  ce  cas,  la  série  E,  E,,  En,... 
sera  nécessairement  périodique  dès  le  premier  ou  le  second  terme;  en 
sorte  qu'on  sera  sûr  que  le  terme  E,  reviendra  nécessairement  a  clia(|ue 
période;  ainsi  l'on  aura,  par  exemple, 

E,  =  E„^,  =  E„,^,=...=  E„,,^_,; 

or,  de  ce  que  nous  avons  vu  ci-dessus  dans  les  n"»  18  et  29,  il  est  facile 
de  conclure  qu'on  a,  en  géné'ral, 

±V,-E,/;-aE/^L,-EL;, 

le  signe  supérieur  étant  pour  le  cas  où  p  est  pair,  et  l'inférieur  pour  le 
cas  où  p  est  impair;  donc,  si  l'on  fait  p  ^=  nv,  et  qu'on  prenne  pour  «  un 
nombre  quelconque  entier  positif,  de  manière  que  «v  soit  pair,  on  aura 

E,  =  E,/^-2£/  L„-EL;, 

p  p    p  p' 

de  sorte  que  w  ^  ±  4  et  y  =  ±  Lp. 
Si  l'équation  à  résoudre  était 

—  E,,=  E,  II''  —  2e.li}-  —  E  )•-, 

il  est  clair  qu'elle  serait  aussi  résoluble  d'une  intiuité  de  manières  si  v 
était  impair;  car  alors,  en  prenant  n  impaii',  n  v  serait  aussi  impair. 

Si  l'on  fait  E,  =  i  et  £  =  o,  on  a  le  cas  du  Problème  de  M.  Fermât  dont 
nous  avons  parlé  au  commencement  de  ce  Mémoire.  De  grands  Géomè- 
tres avaient  déjà  donné  des  méthodes  pour  résoudre  ce  Problème  (voyez 
V Algèbre  deWallis,  chap.  XCVIII,  et  surtout  son  Commerciiim  episloli- 
cum;  voyez  aussi  les  Commentaires  de  Pétershourg.  tome  VI  des  Anciens 
et  tome  XI  des  Nouveaux):  mais  nous  croyons  être  les  premiers  <jui 
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ayons  démonlré  rigoureusement  que  le  Problème  est  toujours  nécessai- 
rement résoluble  en  nombres  entiers  {voyez  le  tome  IV  des  Mémoires  de 
rM77"/2  et  le  volume  de  l'année  1767  de  ceux  de  cette  Académie,  p.  272)  (*). 

34.  ScoLiE.  —  Il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  les  quantités  K,et 
g^'  qui  entrent  dans  les  expressions  générales  de  Ip  et  L^  (31),  sont 
toujours  telles  que 


le  signe  supérieur  ayant  lieu  lorsque  y  est  pair,  et  l'inférieur  lorscjue  v 
est  impair. 

Pour  démontrer  cette  proposition  dans  toute  sa  généralité,  il  faut  re- 
monter aux  formules  du  n°  44  des  Additions  citées,  et  l'on  verra  que  la 
quantité 

n'est  autre  chose  que  la  quantité 

dans  laquelle  on  a  substitué  pour  x„  sa  valeur 

(on  doit  se  souvenir  que  la  quantité  que  nous  nommons  ici  |3  est  celle 
que  nous  avons  nommée  B  dans  l'endroit  cité).  Or  la  quantité 

est  égale  (n°  25  des  mêmes  Additions)  à 


(*)  OEiivres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  671,  et  t.  II,  p.  377. 
II. 
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de  sorte  qu'on  aura,  en  substituant  pour  a;„.4_,,  37^+3,...  leurs  valeurs, 

clone,  prenant  y^  en  moins,  ensuite  multipliant  ensemble  les  deux  équa- 
tions, on  aura 


Mais  on  a  fn"  33  des  Additions  citées) 

P  =  £;^,+E„^,E^„.^,  =  s;._^,  +  E^^,E^_^3  =  .... 

Donc,  faisant  ces  substitutions  et  etf'açant  les  quantités  communes  au 
numérateur  et  au  dénominateur,  il  viendra 


H 


Cette  démonstration  a  lieu,  comme  on  voit,  soit  que,  dans  la  série 

E^.,  E„.^,,...,  E^^,^, 

il  se  trouve  un  terme  comme  E^+n  qui  soit  égal  à  l'unité  ou  non;  mais 
le  cas  où  E^^-55  =  ±  i  a  de  plus  cette  propriété  <|ue  les  nombres 

H 

K      et 


sont  nécessairement  entiers.  Car,  puisque 
il  est  clair  qu'on  aura 


■-*^  „  -1-  1   -^  <»  -4-  'I  ■    ■    *    -^  „ 


/j.  +  -a;     y.  H-B  +  i 
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Or  on  peut  prouver,  comme  dans  le  n°  25  des  Additions  citées,  qu'en 
taisant 

P  =o, 

P,=  i, 

.  P2=>  P, 

P.  =  /.„.^._,,P3  +  P., 


on  aura  - 


P..^,,^,^.,_,  +  P,_,  =  P„^, 


v/S 

Donc,  mettant  pour  .xy^_5J_,  sa  valeur 


P.V  +  cr-, 

+  Pv- 

P.# 

E.-.  "~ 

E,+u 

'    '   E... 

donc,  à  cause  de  l'irrationnelle  V/5,  on  aura 

K..^^-l^-—  +P      .     et    J^ 


mais  ^i,,^„=±i   (hypothèse)  et  P„,P,_,,  Sv  +  tr-,  sont  toujours  des 

nombres  entiers;  donc,  etc. 

Nous  avons  vu  (30)  qu'on  peut  toujours  supposer  que  v  soit  pair; 

ainsi,  les  nombres 

H 
K.,     61     -^=-^ 


seront  toujours  tels  que  l'exige  le  Problème  de  M.  Fermât;  d'où  l'on  voit 
que  la  solution  de  ce  Problème  est  nécessaire  pour  la  solution  générale 
de  tous  les  Problèmes  indéterminés  du  second  degré  {voyez  le  tome  VI 
des  Anciens  Mémoires  de  Pétersbourg  et  le  tome  IX  des  Nouveaux). 
Nous  remarquerons  encore  que  les  mêmes  nombres 

H 


K„    ei     j. 


90. 
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ne  dépendent  que  du  nombre  j3,  de  sorte  qu'ils  sont  toujours  les  mêmes 
pour  toutes  les  équations  où  |3  a  une  même  valeur. 
Car,  puisque 


1., 


il  faudra  que 


mais,  à  cause  de 


S. 


> 


(3  =  e;^,  +  E^ 


donc,  à  cause  de  E^.^^  =±  i  (hypothèse),  il  faudra  (|ue 

de  sorte  que  e^^-^^  »t'  pourra  être  que  le  nombre  entier  qui  sera  immé- 
diatement plus  petit  ou  plus  grand  que  s/Ji,  suivant  (|u'on  aura 

E^^^  =  r   ou  =  -  I  ; 

ainsi  £,^_t-n  et  E^^  +  ^t  seront  donnés;  par  conséquent,  les  termes  suivants 
le  seront  aussi  par  les  formules  du  n"  29,  aussi  bien  que  les  nombres 
).^.^„+,,  X^;+„+2,...;  donc,  etc. 

Il  s'ensuit  aussi  de  cette  démonstration  qu'en  général  tout  terme  de 
la  série  E,  E,,  E2,...  qui  est  égal  à  +  i  est  nécessairement  périodique; 
car,  soit  Ep^,  ce  terme,  donc  c^^.,  sera  égal  au  nombre  entier  qui  est 
immédiatement  au-dessous  ou  au-dessus  de  \//3,  selon  que  Ep+i  sera 
égal  à  +  I  ou  égal  à  —  i;  donc,  a  cause  de 

il  est  visible  que  Ep+i  et  Ep-^i  seront  nécessairement  l'un  et  l'autre  de 


INDÉTERMINÉS  EN  NOMBRES  ENTIERS.  717 

même  signe;  donc  celui  de  ces  deux  termes  qui  sera  moindre  que  \/|5 
sera  nécessairement  un  des  termes  périodiques  (n°  41  des  Additions 
citées);  mais  Ep-H,  =  ±i  (hypothèse),  donc,  etc.;  donc  fv -H  i  sera  né- 
cessairement égal  à  a  ou  plus  grand  que  p.. 

35.  Second  cas,  lorsque  C^  — 4BD<o.  —  Ayant  t'ait  la  suhstitu- 
tion  de  Ou  —  ky  à  la  place  de  t,  comme  dans  le  n°  29,  on  aura  à  l'é- 
soudre  l'équation  (K) 

Pm'h-  Quy  +  R,f^=  I, 
qui  sera  telle,  que  l'équation 

P;r' -(- Q^  +  R  =  3  =  o 

n'aura  que  des  racines  imaginaires  (21);  de  sorte  qu'on  aura  nécessaire- 
ment le  cas  du  n°  20. 
On  fera  donc  l'équation 


ilx 


Q 


laquelle  donne 

et  comme  l'équation 


n'a  que  deux  racines  imaginaires,  on  sera  sûr  que  la  ra(;ine  que  nous 
venons  de  trouver  portera  nécessairement  à  un  minimum.  Or,  suhsli- 
tuant  cette  valeur  de  x  dans  l'expression  de  z,  on  aura 

ce  sera  la  plus  petite  valeur  de  :;  que  nous  avons  désigné  dans  le  numéro 

cité  par  Z,  de  sorte  qu'en  suhstituant  les  valeurs  de  P,  Q,  R  du  n"  29,  on 

aura 

4BD  -  C^ 


Z  = 


4 r ■ 
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et  la  valeur  de  r  ne  pourra  jamais  surpasser  le  nombre  -=^  c'est-à-dire 
le  nombre 


V 


BB'-hCe-hi) 


v4BD-G= 


Maintenant  il  ne  s'agira  que  de  réduire  en  fraction  continue  la  frac 


lion -1  c'est-à-dire  celle-ci 

aP 


366  + C 

B9=-+-Ce-|-D' 


ce  qu'on  peut  faire  aisément  par  la  mélbode  dont  nous  avons  parlé  dans 
le  n"  26;  ensuite  on  formera  deux  séries  de  fractions  convergentes  ana- 
logues à  celles  que  nous  avons  désignées  par  (D)  et  (E)  dans  le  n"  11, 
qu'il  suffira  de  continuer  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  fraction  dont 
le  dénominateur  surpasse  la  limite  trouvée  ci-dessus;  et  les  termes  de 
ces  fractions  donneront  les  nombres  qu'on  pourra  admettre  pour  u  et  y, 
de  sorte  qu'il  n'y  aura  plus  qu'à  les  essayer  successivement  pour  trouver 

ceux  qui  pourront  satisfaire  à  l'équation  proposée.  Désignons  par  j-  cha- 
cune de  ces  fractions,  et  si  l'équation  (Kj  est  résoluble  en  nombres  en- 
tiers, on  aura  nécessairement 

u  =  ±l,    j  =  ±  L, 
lorsque  la  racine  —  -4  est  positive,  et 

u  =  —  l,    r  =  ±  L, 

lorsque  cette  racine  est  négative  (16). 

Au  reste,  il  serait  peut-être  encore  plus  court,  pour  résoudre  le  cas 
présent,  d'essayer  d'abord,  dans  l'équation  proposée  (G),  à  la  place  de  u 
tous  les  nombres  entiers  moindres  que 


V: 


4AB 
4BD-C^'' 
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car  en  multipliant  cette  équation  par  4  B,  elle  devient 

d'où,  à  cause  que  4BD  —  C^  est  supposé  positif,  il  est  clair  (|ue  ii  ne  sau- 

...  ,  .  ,      ,        4AB 

rait  jamais  surpasser  la  racine  carrée  de  ^ t.t^     p. • 

36.  Tkoisième  cas,  lorsque  C^  —  4BD  =  o.  —  Ce  cas  rentre  naturel- 
lement dans  le  premier,  où  nous  avons  supposé  réelles  les  racines  de 
l'équation  s  =  o;  mais,  puisque  ces  racines  sont  de  plus  égales  dans  le 
cas  présent,  on  peut  simplifier  beaucoup  la  résolution  de  l'équation  (I) 
du  Problème;  car  il  est  clair  qu'elle  peut  se  mettre  sous  celte  forme 


4B 

ou  bien 

4AB=:(aB/  +  CM)-; 

d'où  l'on  voit  que,  pour  que  l'équation  soit  résoluble,  il  faut  que  AB  soit 
un  carré;  supposons  donc 

AB  =  E^ 

et  tirant  la  racine  carrée,  on  aura 

?.B?  +  C«  — dz2E, 

équation  réduite  au  cas  du  Problème  IV. 

Exemple  II. 
37.   Soit  proposé  de  résoudre  l  éciiiatioti 

10 1  =  t^ —  i3  wS 
qui  est,  comme  on  roit.  dans  le  cas  du  Corollaire  III,  en  faisant  A  =  Joi 

On  chercbera  d'abord  un  nombre  entier  s  moindre  que  . — ,  et  tel  que 
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î- —  i3  soit  divisible  par  loi,  et  l'on  trouvera  £  =  35;  or,  loi  étant  un 
nombre  premier,  on  sera  déjà  sur  qu'il  n'y  aura  point  d'autre  nombre 
que  celui-ci  qui  puisse  être  pris  pour  e.  Or,  comme  on  a  ici  A  positif  et 
c  >  V  d'  i'  f'st  évident  que,  pour  que 


e—s/A     - 

soit  positif,  il  suffit  que  s  le  soit;  ainsi  il  faudra  prendre  s  positif  et  y/ A 
successivement  positive  et  négative. 
On  fera  donc  en  premier  lieu 


E  =  —  loi, 

c  =  35, 

E,=  '^-^^^=.., 

—  lOI 

X,<3^^^''  =  3, 

12 

e,  =^  3. 12  —  35  =1 1, 

E,  =  =  I , 

12 

>.,<'-^v''^=4. 

£2  1=4-  I  —  I  =3, 

E3-   ''-9-4, 

X3<'V''-'. 

£,=  1.4  —  3=!, 

Ej  =  -, —  =  3,  X,  <  7~^ —  =  I ,  £i  =  1 . 3  —  I  =  2, 

4  i-    - 

i3  —  4  ^         2-1-  y/iS 

Es  =  5-^  =^3,  Ai  <  ^ —  =3,  £5=1.3-2=1, 

„         i3  —  I  I  -H  s/i3  .  , 

h,;= 5 =4,  Ae<i  y =1,  £6=1.4—1=3, 


i3  —  q                  ->     ^  3  -(-  k/i3 
^—2  =1,        /,<;    î =: 


=:  6,       E,  ^6.1  — 3=3, 


Je  m'arrête  d'abord  ici  parce  que  je  vois  que  E,  est  égal  à  1  avec  un 
exposant  impair;  de  sorte  que  j'aurai 

P--&,     Ep+,  =  1.  ,êp  =  s.=  3; 

ainsi  je  n'aurai  plus  qu'à  calculer  les  nombres  /, ,  L,...  jusqu'à  4  de  la 
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manière  suivante 

/,  =  3, 

/,  =  4/, +  1  =  13., 

/3  =/,+  /,=:  l6, 

h  =  4  -1-  k  =  29, 
4=/, +  /3  =  45  =  /p_,, 
—       4  =  4  +  /,=  74  =  V 
et  j'aurai  sur-le-champ 

M  =  74,     ^  ;=  3.74  +  45  =  267. 

Ce  sont  là  les  premières  valeurs  de  z  et  m;  pour  trouver  maintenant  les 
expressions  générales  de  ces  nombres,  on  remarquera  que  l'on  a  dans 

les  séries  précédentes 

E,  =_Ei    et:    €-=si; 

donc  (29) 

f/.=  2,        p.  -i-V=7, 

d'où  V  =  5;  et  comme  on  a  en  même  temps 

E,  =  i, 

on  aura 

JU.  -k  ÏÏ5  =  7 , 

et  de  là  • 

de  sorte  qu'on  aura,  en  général, 

p  =  iùi  +  «v  +  cT-l-i=6-(-5/î, 

où,  à  cause  de  v  impair,  il  ne  faudra  prendre  pour  n  que  des  nombres 
pairs.  On  calculera  donc  les  nombres  H,  H,,  H,,...  jusqu'à  H,  par  les 
formules  du  n°  31 ,  et  comme  /jl  =  2  et  v  =  5,  on  aura 

H  =  o, 

H,=  i, 

H,=  X,H,  =  i, 

H3  =  A5H,-i-H,  =  2, 

H,  =  >,  H3  -I-  H2  =  3, 

Hs=>.H4-hH3=20=:H„; 

II.  91 
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H,  H.  H^ 


H,_,=5s,  +  H,=  i8; 


2 

„   ('■67-^ 

74v/'3)( 

i8  +  5v/T3j"-  (267- 

74v'T3)(i8-5v/T3r 

2  y  '  1 3 

Faisons  en  second  lieu 

E    r=  —  lOI, 

e  =  35, 

—  roi 

=  12, 

12 

e,  :=:2.  12  —  35  =  —  II, 

F        "3-"' 

=  -9' 

-9 

63—  —9+  II  =2, 

12 

F         '3-4 

=  -  I, 

^.<  '=--''''  -., 

£3  =  —  I  —  2  =  —  3, 

E,_    '^-9 
—  I 

=  -4, 

3-v/T3_ 

E4  =  -4-h3=—  I, 

E-    '^-' 

^-     -4 

=  -3, 

^-.-v/r3_ 

e  —  -311  —       2 

^<        _3 

E-     -3-4 
L„-       _3 

=  -3, 

^-2-^T3_ 

A„<        _3        -., 

g,,  =  —  3  +  2  =  —  I , 

E        ■'^-' 

=^-4, 

,_^T3_ 
A-,<        _^        -., 

£,  =  —  4  +  1  =  —  3, 

E,-      _3 

17         '3  —  9 
^»-       -4 

=  ->, 

X,<-^-^''^.6, 

S.=:-6-)-3=-3, 

On  voit  ici  que  Eg  est  égal  à  —  i  avec  un  exposant  pair;  par  consé- 
quent on  peut  prendre  p  -t-,i  =  8,  c'est-à-dire  p  =  7  ;  ainsi  l'on  calculera 
de  nouveau  les  nombres  /,  /,,...  jusqu'à  /,  de  cette  manière 


/,=  2, 

/,z=/,  +  1=  3, 

/3=^^  /,+  /,=.  5, 
/,  =  /,  +  /,  =  8, 
/.=  /,+ 

4=/:,+ 

/,  =  h  -+- 


=  21, 
.s=34=./„, 


1**% 
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et  l'on  aura  (abstraction  faite  des  signes) 

M  ^  34,        '=   —  3.34  —  51  =  123. 

Maintenant,  puisque 

Es  =  E:,     et     e.  =  e,, 

on  aura  ici 

p.  =  3     et    V  =  5 

comme  plus  haut,  de  sorte  que  n  devra  être  pair;  or  nous  avons  démou- 

tré  (34j  que  les  nombres  K,  et  ^r^ sont  toujours  les  mêmes  pour  une 

même  valeur  de  ,S;  donc  on  aura  aussi  dans  le  cas  présent 

H 

-— Ji-=5,     K  =18, 

comme  plus  haut;  donc,  prenant  maintenant  pour  T  et  U  les  premières 
valeurs  de  t  et  de  u  que  nous  venons  de  trouver,  on  aura,  en  général, 

_  (i23-i-34v/T3)(i8  +  5|/T3)"  +  (i23-  34  y/Ts)  (18  -  5  v/T3)" 

_  (123  +  34  v/T3)  (18  +  5  y/'Tâj"  -  (i23  -  34  v/T3)  (18-5  v/73)" 


2v/i3 

et  ces  formules,  combinées  avec  celles  que  nous  avons  trouvées  plus  haut, 
renfermeront  nécessairement  toutes  les  solutions  possibles  en  nombres 
entiers  de  l'équation  proposée. 

Exemple  III. 
38.   On  propose  de  résoudre  l'équation 

loi  =1 1-  —  79^<^ 

Cette  équation  étant  aussi  dans  le  cas  du  n"  32,  on  opérera  comme  on 
a  fait  dans  l'exemple  précédent.  On  commencera  donc  par  chercher  un 

nombre  entier  s  moindre  que  —  et  tel  que  a-  —  79  soit  divisible  par  101 , 

9i- 
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et  l'on  trouvera  s  =  33;  et  comme  loi  est  premier,  on  sera  assuré  que 
ce  nombre  sera  le  seul  de  cette  qualité. 
Or,  comme  s  >  V79.  ft  qu'il  faut  que 


s  —  v/79 
soit  un  nombre  positif,  il  faudra  prendre  £  positivement,  et  le  radical  y  79 
pourra  être  positif  ou  négatif. 
On  fera  donc  en  premier  lieu 

E  =:  —  101,  £  ^  33, 

^       70— 33-  ,    !^  33  4- 1/79      /  /  ,3 

E,  =  -^^2 =  10,    A, < 5^^!^' =  4'    £i  =4- 'o  — 33  =  7, 


E: 


^79-49^3^       y^,_^l±M=5,     £.  =  5.3-7=8, 


3 


E,=  29^  =  5,  ?,,<^V^^--=3,     £3  =  3.5-8=7, 
3  5 

E,=  22^  =  6,  i,<l±^=2,'  £,  =  ..6-7  =  5, 

5  D 

„       79  —  25  -1^5-1-  y/79  I,      . 

E-  =  ^-^^. =  Q,  A,  < '^-^-^  =  I ,     êi  =  9  —  5  =  4, 

b  ^"  9 

R=^9-'^  =  7,  A„<i^^=.,     £,,  =  7-4  =  3, 
9  7 


E,: 


I9zi9^,o,     X,<^^^i29^,,     ,,^,„_3_,, 


.ïe  m'arrête  ici  parce  que  je  vois  que  E,  =  E,  et  £,  =  j,  ;  et  comme,  dans 
toute  la  série  des  nombres  E,  E,,  E.,,...  jusqu'à  E,,  je  n'en  trouve  aucun 
qui  soit  égal  à  l'unité,  j'en  conclus  (30)  que  la  proposée  n'est  pas  réso- 
luble, au  moins  d'après  la  racine 


33  —  v/79 
Reste  donc  à  examiner  l'autre  racine 

lOI 

33  +  s/^' 


et 

pour 
E  = 

cel 

1  on 

OI, 

tet 

a  en 

second 

E,= 

79- 

-33= 

lOI 

= 

lO, 

X< 

E,= 

79_ 

-  i3^ 

lO 

= 

—  9- 

\< 

Es^r: 

29, 

-  25 

~ 

-6, 

\< 

33  -y79 


E,= 
E,= 
E„  = 
E,= 

E,= 


—  o 
79  -  ^4 . 


-6 

7  — v/79 


-5 

79-49 

—  3 

79  —  9  . 

—  10 

79—16 

—  7 


_3,       X.<-^-y?9^5 


10,     ^„< 


-7.       >'<■ 


9,       X 


sll9 


-3-\/79^ 

—  7 

■  4  —  v/79  _ 


e  =33, 

£1  =  2.10  —  33:=  —  i3, 

El  =  —  '^  •  9  ~*~  I  3  =:  —  5, 

£3^  —  2.6  +  5  =  —  7, 
Ei  =  —  3.5  +  7  =  —  8, 
E,  =  -3.5  +  8  =  -7, 
E6=  —  10+7^  —  3, 

£,  =  —  7  +  3  =  — 4, 

£,  =  -9  +  4=-5, 


Or,  puisque  je  vois  que  Eg  =  E2  et  Sj  =  Sa,  et  que  dans  toute  la  série  E, 
E,,...  jusqu'à  Eg  il  n'y  a  aucun  terme  égal  à  l'unité,  j'en  conclus  de 
même  que  la  proposée  n'est  pas  résoluble  d'après  la  seconde  racine. 

D'où  il  s'ensuit  que  l'équation  dont  il  s'agit  n'admet  absolument  au- 
cune solution  en  nombres  entiers. 


Exemple  IV. 
39.   Qu'on  propose  maintenant  l  équation  suivante 
109=  /'  +  7  II', 
qui  est,  comme  on  voit,  dans  le  cas  du  n°  35. 
On  aura  donc  ici  (28) 

A  ^  109,     B^i,     C  =:  o,     D=^7; 
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et  il  faudra  d'abord  cliercher  un  nombre  entier  5  moindre  que  -^5  et 

tel  que  5-  +  7  soit  divisible  par  109;  on  trouvera 

9  =  ±5o; 

et,  à  eause  que  109  est  premier,  on  sera  d'abord  assuré  qu'il  n'y  aura 
point  d'auti'es  nombres  (10)  qu'on  puisse  prendre  pour  5.  On  substituera 
donc  dans  la  proposée  ±  5ow  —  109  y  à  la  place  de  t,  et  la  division  étant 
faite  par  109,  on  aura  la  réduite 

23  f/-  zjz  100  iiy  +  1 09  y-  =  i . 
Donc/ 35  j 

P  =  a3,     Q  =  rpioo,      R  =  rog; 

et,  a  cause  de  C  =  o,  B  =  i ,  la  limite  de  y  sera 

/53 


/9=  +  D       ,  /23 

V-Ajr  =  VT 


<a; 


de  sorte  que  j  ne  pourra  être  que  o  ou  i:  ainsi  il  ne  sera  pas  même  néces- 
saire de  chercher  les  fractions  convergentes  vers  la  fraction  7p  =  ^' 
pour  trouver  les  valeurs  de  u  et  y;  car,  en  faisant  j  =  i ,  on  a 

23  ?<-  zp  1 00  ;<  -(-  1  og  =r  I  ; 

d'où 

11  =  ±9.    et     <  =  1 00  —  1 09  =  —  9  ; 

et  faisant  j  =  —  1 ,  on  aura 

<<  =  qz  2      et      t^  —  100+109  =  9; 

donc  en  général 

H±i    et    <  =:  zt  9, 

les  signes  ambigus  étant  a  volonté. 

FIN    DU    TOME    DEUXIÈME. 
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